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I. 

Beiträge  zur  Theorie  der  Kegelschnitte  und  des 

geraden  .Kreiskegels. 

Von 

F.  Ruth 

in  Leoben. 
(Kit  «inet  T«fel.) 


1)  In  der  vorliegonden  Abliandlang  sollen  die  Eigenschaften 
der  die  Asymptoten  eines  Kegelschnittes  berflbrenden 
Kreise  erörtert  werden,  wodurch  wir  einerseits  zn  einer  Definition 
der  Scheitelkreise  als  Einhüllende  gewisser  Geraden  gelangen, 
andererseits  za  gewissen  (  oustructionen,  teils  die  Kegelschnitto 
selbst,  teils  die  Bestimm ung  des  Schnittes  derselben  mit  zu  den 
Hauptaxen  iiarallrlrn  Geraden  u.  s.  w.  betreffend,  die,  wenngleich 
sie,  was  Einfachheit  anlangt,  durch  mauche  der  schon  bekannten 
flbertroffen  werden,  immerhin  als  Beiträge  zur  Veryollst&ndignng  der 
Theorie  der  Hyperbel  und  Ellipse  von  einigem  Interesse  sein 
durften.  Die  Hyperbel  beritst  zwei  reelle,  die  Ellipse  swei  imaginftre 
Asymptoten,  die  Doppelstrahlen  ihrer  Dorchmesserinrolntionen;  als 
Orenifall  swischeo  beiden  tritt  die  Parabel  aaf,  bei  weüebsr  die 
beiden  Asymptoten  mit  der  unendlich  fernen  Geiäden  ihrer  Ebene 
jEnsammenfallen ,  daher  man  bei  der  Parabel  von  Kreisen,  die  die 
A^mptoten  berahren,  nicht  sprechen  kann,  nnd  die  im  l^achfolgen- 
den  erhaltenen  nnd  besprochenen  Resultate  sich  nnr  auf  die  Ellipse 
and  Hyperbel  beziehen. 

Wir  gelangen  snerst  gans  allgemein  durch  Betrachtaag  dner 
gemischten  Kegelsdinittschaar,  bestimmt  durch  swei  Puolcte  und 
Bwei  Tangenten  (jener  Schaar,  die  sich  selbst  dual  ist),  m  einem 
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Satze,  durch  dessen  Spccialisiruug  Bich  die  fraglichen  Eigenschaften 
ergeben;  deno  die  Kreise  einer  Ebene  gehen  alle  dnreli  dieselben 
zwei  nnendUcb  fernen  imaginftren  Punkte,  nnd  jene  davon,  welche 
zwei  gegebene  Gerade  berllbren,  bilden  eine  speeieUe  Art  einer 
solchen  Eegdschnittschaar.  Wir  werden  dann  aber  noch  einen  an- 
dern directen  and  elementaren  Weg  der  Ableitang  einschlagen,  der 
nur  die  Eenntniss  gewisser  einfacher  Relationen  zweier  Kreise  vor- 
auasetzt,  nnd  schliesslich  einige  Uebertragnngen  in  den  Baam  machen. 

2)  Bdcanntlich  sondern  sieh  die  Eegelsehnitte  dnrch  zwei  tetltd 
Pankte  I  nnd  J7  auf  «  (Fig.  i.)  berührend  an  zwei  Gerade  <  nnd 
dorch  8t  derart  in  zwei  Gruppen,  dass  die  Polaren  von  8  (Be- 
rtthrangssehnen  mit  t  nnd  t^)  dnrch  einen  von  2  festen  Punkten  P 
oder  Q  gehen  i),  die  so  auf  der  Geraden  «  liegen,  dass  sie  sowol  / 
nnd  U,  als  auch  t  und  harmonisch. trennen;  die  Pole  der  gemein- 
samen Secante  •  liegen  auf  einer  von  zwei  Geraden  p  oder  f ,  die 
durch  S  gehen  und  ebenfalls  /  nnd  JJ,  und  t  und  harmonisch 
trennen,  also  durch  P  und  ü  gehen. 

Betrachten  wir  jetzt  die  eine  Gruppe  der  Kegelschnitte  des  8y- 
stemes,  z.  B.  die,  für  welche  die  Polaren  TOn  «  durch  P  gehen,  und 
bezeichnen  wir  einen  beliebigen  Kegelschnitt  dieser  Gruppe  mit  PA 

„Legt  man  einen  Kegelschnitt  boHobig ,  der  SI  und  SU  in 
„deii  Punkten  i  und  U  berührt,  und  legt  tuau  au  diesen  und  jeden 
„Kegelschnitt  Pt*  der  Gruppe  P  die  gemeinsamen  Tangenten,  so 
„liegen  die  auf  den  Pr  handlichen  Bertthrungspunkte  1,  2,  3,  4 
„derselben  alle  auf  einem  neuen  Kogelschnitte  welcher  t  und  C| 
„in  den  auf  *  gelegenen  Punkten  T  und  2\  berührt,  und  den  Kegel- 
„schnitt      in  den  auf  j»  gelegenen  Punkten  doppelt  berührt.'* 

„Wählt  man  umgekehrt  einen  Kegelschnitt  Ä'*'  beliebig,  der 
„jedoch  die  gcgebeueu  Geradeu  t  und  iu  den  auf  *  gelegenen 
„Punkten  T  nnd  berührt,  so  schneidet  dieser  die  Kegelschnitte 
„P«;*  der  Gruppe  P  in  Punkten  derart,  dass  die  Tangenten  in  diesen 
„an  die  Kegelschnitte  Pü*  einen  neuen  Kogolachnitt  £fl  umhflUen, 
„welcher  JT*'  in  den  auf  p  gelegenen  Punkten  doppelt  und  die~Ge- 
„raden  81  und  311  in  den  Punkten  /  nnd  II  resp.  berOhrt** 

Zum  Beweise  des  Vorstehenden  betrachten  wir  in  Fig.  1.  K* 
uud  P,-*,  zwei  Kegelschnitte  mit  den  auf  «  und  gelegeueu  gemeiu- 
aamen  Punkten  /,  //,  ///  uud  /F,  welche  C  und  C|  als  gemeinsame 
auf  p  befindliche  Gontingenzpunkte  besitzen,  länd  8  und  £  die  Pole 


1)  Si«he  8ohr6ter:  Theorie  der  KegcIschoiUc.  Ste  Aufl.  p.  3^2.  und 
H.  Pf  »ff,  Neuere  Oeoiuetrie  II*  Tbl.  p.  176.  v.  •  f. 
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von  #  bezflgUch  JT*  und  so  bilden  die  von  /  nach  C,  C^,  S  und 
£  gezogenen  Oenden  vier  bamoniiche  StnUen,  da  ja  IS  and  I£ 
die  Doppelstrableo  der  in  /  dnreb  die  Kegdachnitte  der  Schaar  K*P^ 
beetimmten  Invoktion  sind,  in  der  IC  ond  ICi  ein  Paar  bilden.  8, 
£  und  CCi  sind  somit  zwei  Paare  harmonisch  coi^ngirter  Pnnkte 
auf  p  lind  ihre  Polaren  os  cc^  bezüglich  werden  4  harmonische 
Strahlen  durch  P  bilden.  {9  die  Polare  von  #  die  Polare  von  £ 
bei.  P^. 

Dasselbe  findet  bezflglich  nnd  den  Polen  von  hinsicht- 
lich JT*  nnd  P^  nnd  Polaren-in  Besng  auf  P^  statt,  so  dass  «i 
e«!  wieder  4  harmonische  Strahlen  dnrch  P  bilden. 

nnd  P,*  haben  gemeiusamo  TaDgeiiten  und  die  Bertthrungs- 
punkte  1,  2,  3,  4  auf  Pi*  liegen  auf  «  und  c,  und  geben  diese  be- 
kanntlich dasselbe  Poldreicck  rOR  wie  die  Punkte  /,  J/,  III  und 
JF".  Legen  wir  jetzt  aus flio  Tangeuten  ^  und  an  jP,'^  tiikI  hringon 
wir  sie  zum  Schnitt  mit  <  und  ebenso  aus  S^  die  Tangenten  x  und  Tj 
und  bringen  sio  zum  Schnitt  mis  so  erhalten  wir  4  auf  #  und 
(und  <  /j  und  x  und  Tj  resp.)  gelegene  Punkte,  die  ebenfalls  POR 
als  Poldreieck  haben,  wie  sich  leicht  ergibt^).  Diese  4  Punkte 
müssen  nun  einem  bekannton  Satze  zufolge  mit  den  Punkten  1,  % 
8»  4  anf  einem  nnd  demselben  Kegelschnitte  liegen  —  f  — 

Da  aber  früher  gezeigt  wurde,  dass  {(tsec^  *"  so  sind  t 
nnd  ix  Tangenten  in  den  Pnnkten  T  nnd  Ti  an  JT**,  denn  ^C**  ist 
der  ansser  Pi^  noch  dnrch  1, 2,3, 4  gehende  Kegelschnitt  der  (  berührt, 
nnd  muss  der  Berührungspunkt  von  jenem  mit  jP^  durch  ^  nnd 
harmonisch  getrennt  sein,  was  mit  T  wegen  (#a«^  —  1  der 
Fall  ist 

Aehnliches  lÄsst  sich  für  t  und  x^  sagen.  Zur  weiteren  Be- 
stimmung von  Ä"**  suchen  wir  die  Schnittpunkte  dieses  Kegel- 
schnittes mit  p\  da  S  und  s  süwol  als  auch  und  «j  Pol  und 
Polare  nicht  nur  in  Bezug  auf  K^,  sondern  auch  hinsichtlich  K** 
sind,  so  berühren  sich  K**  nnd  in  den  anf  j>  gelegenen  Punkten 
A  nnd  Äx  doppelt,  J^'^d  X**sind  also  doppelt  berührende  Kegel- 
schnitte mit  P  xmAp  als  gemeinsamem  Pol  nnd  Polare. 


I)  Legt  man  aus  2  Faakten  einer  Seite  de«  genaeinsamen  Poldreieck« 
eines  KcgelÄChnittbnschels  die  von  den  Eck«n  des  Poldreiecks  harmonisch  ge- 
trennt werden,  Tunj^enteo  an  irgend  einen  Kegeiachnitt  des  Büschel«,  so  treffen 
diese  die  durch  die  dritte  Ecke  de«  Tuldreieck«  gehenden  gcmcinsniiien  8c- 
canten  swcin«!  in  4  Funkten,  di«  dMvclli«  Poldreieck,  d««  des  Bttschdi  geben. 
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Weim  wir  Jetst     nngeändtirt  lasten  md  den  Eegelscluiitt 
demt  Indern,  dass  er  jederzeit  durch  die  zwd  festen  Punkte  /  nnd 
n  geht  und  die  ebenfalls  festen  Geraden  t  nnd     berOhrt  (so  dass 
die  Berahrangsselme  darch  P  geht)  nnd  an  Jeden  dieser  Kegel* 

schnitte  P.'  nnd  ru  X*  die  gemeinsamen  Tangenton  legen,  so  liegen 
jedesmal  die  auf  P,^  befindlichen  Berührungspunkte  mit  TT,  TjT,, 
ÄA^  A^A^  u.  s.  w.  anf  demselben  Kegelschnitte,  der  durch  die  so- 
eben aufgezählten  Bestimmungsstucke  schon  bestimmt  und  mit  dem 
Kegelschnitte  K**  identisch  ist,  wodurch  der  augeführte  Satz  be- 
wiesen erscheiut. 

Es  ist  wol  nicht  notwendig,  den  Beweis  besonders  zu  führen 

für  den  Fall,  dass  dio  festen  Punkte  /  und  //oder  die  Geraden  i 
und  oder  beide  Faare  Bestimmuncjself'mente  der  Schaar  imaginär 
sind,  ebenso  darf  hier  von  dem  Beweise  des  zweiten  Teiles,  WO  jK** 
gewählt  wird,  Umgang  genommen  werden. 

3)  An  das  Yorhergehende  lassen  sich  noch  nnmittolbnr  fol- 
gende efgftnaende  Bemerkungen  anreilien: 

a)  Auf  K*'*  liegen  noch  jederzeit  die  Schnittpunkte  der  zweiten 
durch  P  gehmden  JC*  nnd  Pt*  gemeinsamen  Secsnte  mit 
den  Tangenten  an  ans  dem  Pole  Bi  der  Secante  tj^  in 
Beaug  anf  P  \  diese  Tangenten  an  P^  sind  zugleich  siucfa 
Tangenten  an  JT**. 

b)  Da  es  noch  einen  zweiten  Kegelschnitt  P^'  gibt,  der  mit 
P?  ausser  7,  II  noch  dieselbe  zweite  Secante  mit  K* 
gemeinsam  hat,  so  erscheint  Kß^  auch  als  die  e in ii  Ul- 
iende Gnrve  der  ausser  t  nnd  ^  noch  vorhande- 
nen gemeinsamen  Tangenten  der  Eegelschnitts- 
paare  P^  und  P^  der  Gmppe  P,  die  sich  auf  ir>  ausser 
in  I  nnd  II  noch  in  denselben  swel  Punkten  schneiden ; 
auf  der  zweiten  noch  gemeinsamen  Secante  «1  liegen  anch 
die  Punkte  von  iT*'. 

Zur  näheren  Orientirung  über  die  l'aarc  I\^  und  F,*'  dient  die 
leicht  zu  erweisende  Bemerkung,  dass  ilire  Berührungspunkte  auf  t 
(also  auch  auf  <|)  Paare  einer  InTolntion  bilden,  deren  Doppelpunkte 
anf  JT**  liegen. 

Die  in  a)  und  b)  angclührton  Ergänzungen  lassen  sich  auch 
leicht  bezüglich  der  Fassung  des  zweiten  Teiles  des  Satzes  forma- 
lireo,  was  aber  hier  nicht  weiter  verfolgt  werden  soll. 

4)  Beyer  wir  anf  einige  Speeialisimngen  iKborigdien,  wollen  wir 
noch  die  zweite  Gmppe  des  Systemes  der  Kegelschnitte  (/,  U,  f,  t^) 
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in  den  Bereich  unserer  Betrachtungen  lielieB.  Es  ergibt  sich  fftr 
diese  Gruppe,  welche  Q  und  q  als  Convergenzpnnkt  der  Pohureil 
von  5  resp.  a!^  Ort  der  Polo  von  s  bezüglich  der  Q,*,  wie  wir  einen 
Repräsentanten  dieser  Gruppe  bezeichnen  wollen,  haben ,  dass ,  wenn 
wir  Ä'*  von  früher  fesibalteu,  und  an  K-  und  jeden  Kegelschnitt 
Qt*  die  gemeinsamen  Tangenten  legen,  die  auf  Q,^  befindlichen  Be- 
rührungspunkte auf  einem  neuen  Kegelschnitte,  Kq~  wollen  wir  ihn  be- 
zeichnen, liegen  der  ebenfalls  t  und      in  den  Punliteu  2'  und 
berfliut  Qod  JT'  in  don  auf  q  gelegenen  Funkten  doppelt  berflbrt.  Be- 
traditet  man  also  beide  Gruppen  Pj*  and      der  Kegelschnitte  des 
Oystemet,  so  folgen  für  jeden  beliebig  gewählten  Eegelsehnitt  JT'  in 
der  angegebenen  Weise  swei  Kegelschnitte  JKy*  und  Kf^  die  sich  in 
T  nnd  2*1  doppelt  berflhren,  nnd  deren  jeder  JE*  doppelt  berührt 
ersterer  mit  p,  lefxterer  mit  q  als  Bertthrnngssehne. 

Wenn  wir  hingegen  K**  festhalten,  und  diesen  Kegelschnitt  mit 
den  Kegelschnitten  der  aweiten  Gruppe  zum  Schnitt  bringen,  in 
den  Sdmittpnnkten  an  diese  Kegelschnitte  die  Tangenten  legen,  so 
amhllllen  diese  einen  nenen  Kegelschnitt  JT«*,  welcher  81  nnd  SU 
in  Jnnd  ZT  berflbrt»  nnd  doppelt  berührt  mit  g  als  Berühmngs- 
sehna  Kp*  für  die  Gruppe  <V  nnd  der  demselben  Kegelschnitt 
zukommende  Kegelschnitt  für  die  Gruppe  Q.^  berühren  sich  doppelt 
in  den  Punkten  /  und  17  mit  SI  und  Sil  als  Tangeuten  in  diesen, 
nnd  jeder  berührt  K**  doppelt,  ersterer  in  den  Sdinittponkten  mit 
I»,  letzterer  in  jenen  mit  q. 

Wir  erhalten  also  ans  beiden  Gruppen  von  Kegelschnitten  P^r* 
nnd  denselben  Kegelschnitt  JT",  wenn  wir  die  erste  Omppe  mit 
Jtf*,  die  sweite  Gruppe  mit  ITf*  in  der  angegebenen  WeSse  in  Be- 
ziehung bringen  n.  s.  w. 

Die  in  3)  gemachten  Zusätze  lassen  sich  ohne  besondere 
Schwierigkeiten  auch  für  den  Fall  dass  wir  die  zweite  Gmppe  von 
Kogelschnitten  benutzen  ausdrücken,  was  jedoch  für  den  ullgrraüinen 
Fall  hier  nicht  geschehen  soll;  nur  mit  Bezug  auf  die  in  den  spä- 
teren Ausführungen  folgenden  Specialisirungen  sei  hierauf  aufmerk- 
sam gemacht. 

5)  Gehen  wir  auf  die  Specialisirungen  dieses  allgemeinen  Satses 
wd  seiner  ^usätse  über,  so  ergibt  sich: 

a)  Ein  Sjstem  von  Kegelschnitten  durch  3  feste  Punkte, 
welches  ^en  gemeinsamen  Brennpankt  besitat,  werde  mit 
einem  Kegelschnitte  geeehnittan,  der  denselbett  Brennpunkt 
nnd  die  Yerbindongdinie  der  festen  Pnnkte  snr  ango- 
hOrlgon  LeitUnie  hat 
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Legt  mdo  in  den  Schnittpankten  an  die  Kegelschnitte  des  Sj- 
stemes  die  Tangenteo,  so  nmbüllea  diese  einen  von  zwei  Kegel- 
schnitten ,  die  sich  in  den  festen  Pankten  berühren ,  in  diesen  die 
Verbindungslinien  mit  dem  gemcinsamon  Brennpunkt  zu  Tangenten 
haben,  und  welche  den  angenommenen  Kegelschnitt  doppelt  be- 
rtihren,  und: 

b)  Hat  man  ein  System  von  Kegelschnitten  durch  2  feste 
Punkte,  welches  einen  Bronnpaukt  gemeinsam  bat,  und  legt 
man  an  diese  und  an  einen  Kegelschnitt  der  die  ycrbin- 
dangslinien  des  gemeinsamen  Brennpunktes  mit  den  beiden 
festen  Punkten  in  diesen  berührt  die  gemeinsamen  Tan- 
genten, Bo  liegen  die  Berührungspunkte  (ausser  auf  dem 
angononinieaeii)  auf  einem  von  zwei  neuen  Kegelschnitten, 
der  ebenfalls  den  gemeinsamen  Brennpunkt  zum  Breun- 
punkt hat,  und  dessen  zu  diesem  gehörige  Leitlinie  die 
Verbindungslinie  der  beiden  festen  Punkte  ist. 

Sind  die  beiden  festen  gemeinsamen  Punkte  unendlich  fem,  so 
erhftlt  man: 

c)  Bringt  man  ein  System  von  ähnliehen  nnd  fthnUch  gelege- 
nen Kegelschnitten  mit  ^em  gemeinsamen  Brennpunkt 
mit  einem  mit  dem  Brennpunkt  concen  tri  sehen  Kreise 
zum  Schnitt,  und  legt  in  den  Schnittpunkten  desselben  mit 
den  Kegelschnitten  an  diese  die  Tangenten,  so  umhüllen 
diese  einen  von  zwei  Kegelschnitten,  welche  den  Kreis 
doppelt  berühren,  und  die  Verbindungslinien  des  gemein- 
samen Breunpuuktes  mit  den  feston  ct>  fernen  Pankten  xn 
Asymptoten  (reell  o.  imag.)  haben. 

oder: 

d)  Legt  man  an  ein  System  von  ahnlichen  und  ähnlich  ge- 
legenen Kcgelscbuittea  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkte 
und  einen  beliebigen  andern  Kegelschnitt ,  der  die  Ver- 
bindungslinien des  gemeinsamen  Brennpunktes  mit  den  allen 
Kegelschnitten  gemeinsamen  Funkten  zu  Asymptoten  bat, 
die  gemeinsamen  Tangenten,  so  liegen  die  BerOhrungs- 
punkte  derselben  auf  einem  von  zwei  Kreisen,  die  mit 
dem  gemeinsamen  Brennpunkt  concentrisch  sind 


1)  Di«ta  sind  die  bdd«n  SebeitelknHM  de«  «ngenoauMiMn  EcgelscbailtM. 
Im  Falle  IhBlicher  Ellipicn  wird  der  Aber  der  gronev  Axe  mit  Hilft  der  reellen 
EUipicB,  der  über  der  kleinftt  Axe  niit  Bilfe  Avt  fnegintieii  Gmppe  erhelten. 
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Als  Grenzfall  lassen  wir  die  beiden  od  fernen  Puükto  in  einen 
zusammenfallen,  wodurch  wir  ein  System  von  coaxialen  confocalen 
Parabeln  erhalten,  ein  specieiier  Fall  einer  Kegelicbaittscbaar.  £8 
ezgibt  Bich  hier: 

e)  Ein  mit  einem  beliebigen  Radius  um  den  Brennpunkt  als 
Mittelpunkt  besehriebener  Kreis  schneidet  die  Parabda  in 
Punkten  so,  dass  die  Tangenten  in  diesen  durch  2  feste 
Punkte  gehen,  die  Endpunkte  des  auf  der  gemeinsamen 
ParaMaxe  gelegenen  Erelsdurchmessers,  und  ungekekrt: 

f)  Legt  mau  aus  einem  Pankto  der  gemeinsamen  Axe  eines 
Systemes  von  confocalen  coaxialen  Parabeln  die  Tangen- 
ten, 80  liegen  die  Berflbrungspunkte  auf  einem  Kreise  der 
durch  diesen  Funkt  geht,  und  dessen  Slittdpunkt  der  ge* 
meinsame  Brennpunkt  der  Parabeln  Ist 

Der  Kreis  ist  derselbe  für  die  Berührungspunkte  der  Tangenten 
aut  düm  /weiten  Endpunkte  des  auf  der  gemeinsamen  Parabelaxe 
gelegenen  Durchmessers 

Dieses  Ergebniss  ist  übrigens  auch  dircct  elementar  und  leicht 
nachweisbar,  mit  Hilfe  der  bekannten  Parabeleigenschaften.  Ist 
nämlich  Fig.  2.  U  die  Leitlinie  einer  beliebigen  Parabel  deg  Syste- 
mes, so  liegt  in  der  Mitte  zwischen  dieser  und  dem  Brennpunkt  F 
der  Scheitel  5,  der  Parabel.  Die  Schnittpunkte  der  l^arabei  mit  dem 
Kreise  vom  Halbnitsser  r  ergeben  sich  auf  einer  Parallelen  zu  /,  im 
Abstände  r  von  dieser  und  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  diesen 
Punkten  mit  der  Axe  wird  erhalten,  wenn  mau  den  Abstand  des 
Scheitels  Si  von  der  Sehne  auf  die  entgegengesetzte  Seite  abträgt, 
wodurch,  wie  su  sehen,  der  Durchmesserendpunkt  erhalten  wird 
0*  s.  w. 

6)  Von  den  zahlreichen  noch  denkbaren  Specialisirungen,  deren 
der  allgemeine  Satz  iä^ig  ist,  soll  nun  noch  eine,  allerdings  die 
wichtigste,  erörtert  werden.  Wir  nehmen  an,  die  beiden  festen 
Punkte  /  und  //  seien  die  unendlich  fernen  imaginären 
Kreiß  punkte  der  Ebene,  (ile  Kegelschnitte  des  Systemes  also  ver- 
treten durch  die  zwei  Gruppen  von  Kreisen,  welche  zwei  gegebene 
(reelle  oder  imaginäre)  Gerade  berühren,  deren  Mittelpunkte  daher 


1)  SpedalfUl  tob:  L«gt  aum  avf  «inoii  Ftmkte  d«r  geoMiuMiiMD  Haupt» 
am  «IBM  S^tamM  eonfocakr  EUipien  Tangenten  an  dieae,  so  iet  der  Ort 
der  BerfthruDgapankte  ein  Kreil.  KeheFiedler,  Ad«1>  Geometrie  der  Segel- 
aebnitte.  4te  Aofl.   pag.  SSS. 
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auf  einer  von  zwoi  Geraden  a  und  b  liegen,  die,  da  sie  fonjutrirt  in 
Bezog  auf  die  unendlich  fernen  Kreispuukte  sind ,  senkrecht  zu  ein- 
ander und  weil  sie  auch  durch  die  gegebenen  Geraden  harmonisch 
getrennt  werden,  die  Halbirungslinien  der  Winkel  dieser  sind  (oder 
die  Axeu  dm  üiü  Geraden  ersetzendeo  Strahlensystema). 

Die  in  der  allgemeinen  Betraclituug  mit  P  nnd  Q  bezeichneten 
Funkte  sind  iu  diesem  Falle  die  uncTidlich  fernen  Punkte  von  a  und 
6,  und  der  Kegelschnitt  der  aUgemeioeu  Betrachtung  ist  ein  mit 
im  SdiDittponkt  der  gegebenen  Geraden  eonoentrkeker  Kreil,  den 
vir  mit  oder  besddinen  woQeo.  Der  Kegdidmitt  K**  iit 
dann  «ün  Kegelschnitt,  der  die  gefebenen  Geinden  sn  Aqrmptoten 
bat,  wenn  diese  reell,  eine  Hyperbel,  wenn  imaginftr,  eine  Ellipie 
resp.  iP  SU  Schoitelkreisen  bat,  da  a  und  b  die  Axen  dea^ 
selben  sind,  und  iu  den  Endpnnkten  dißser  die  doppelte  Berttbraog 
von      nnd  K**  erfolgt 

Kaeb  YoraaMcbickang  dieses  erhalten  wir  non: 

„Ellipse  und  Hyperbel  ergeben  sich  auch  als  Ort  der  Borilh- 
„rungspnnkte  der  gemeinsamen  Tangenten  an  einen  Scbeitelkreis, 
„und  die  Kreise,  welche  die  Asymptoten  berühren,  nnd  deren  Mittel" 
„pnnkte  anf  der  Axe  liegen,  flbcör  welcher  der  Sdieitelkreis  beschrieben 
Mwoxde.*' 

Man  erhält  daher  dnrch  Benutzung  beider  Scheitelkreise ,  sowie 
beider  Systeme  der  Kreise,  die  die  u^ymptoton  berühren,  in  zwei- 
facher  Weise  die  Kegelschnitte  in  der  angegebenen  Art,  und: 

„Die  Scheitelkreiso  der  Kegelschnitte  sind  die  Einhüllenden  der 
„Tangenton  au  die,  die  As^mptotou  derselben  berUhrcudüU  iüreiöu  in 
„ihren  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte.*' 

Der  letztere  Satz  lllsst  anch  folgende  Fsasang  zn: 

„Die  Tangenten  an  die,  die  Aymptoten  eines  Kegelschnittes  be- 
„rtthrenden  Kreise  in  ihren  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte 
„haben  constaute  Entfernung  vom  Centrum  des  Kegelschnittes  und 
„ist  diese  EntfornnTtg  gleich  der  Grösse  der  einen  oder  andern  ITalb- 
„axe,  je  nach  der  Juage  des  Mittelpunktes  des  Kreises  auf  der  einen 
„oder  andern  Axe/* 

Ferner  ergibt  sich  analog  den  in  3)  gegebenen  Zosätzen  und 
der  in  4)  gemachten  Schiassbemerkung: 
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a)  Jeder  die  Asymptoten  berttbrende  Kreis  schBeidet  den  eat^ 
Bpreehenden  ScbeiCelkreiB  noch  in  2  PnolLteD  einer  Seoante. 
Socht  man  den  Pol  derselben  in  Benig  auf  den  Scheitel- 
breis  (er  Ist  abcb  der  Pol  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt) 
und  legt  ans  diesem  die  Taugenten  an  den  Kreis,  so  be- 
rühren diese  auch  den  Kegelschnitt,  nnd  liegen  die  Be- 
mngspnnkte  anf  jener  Secante. 

Und: 

b)  Ellipse  nnd  Hyperbel  ergeben  sich  auch  als  Eiuhüiiende 
der  noch  möglichen  gemeinsamen  Tangenten  der  die 
Asymptoten  berührenden  Kreispaare,  welche  sich  in  dcn- 
Bcibeu  zwei  Puiiktou  des  Schcitelkreises  schneiden,  deren 
Bertthrongspunlste  mit  den  Asymptoten  aof  diesen  dne  In- 
volution bilden,  ftr  welcbe  die  Doppciponkte  aof  dem  dem 
Kreissysteme  entsprechenden  SeheiteUÖelse  liegen. 

'Die  Mittelpunkte  der  Kreise»  welche  in  jenen  Pnnkten,  wo  der 
Scbeitelkreis  die  Asymptoten  schneidet,  berflbren,  geben  (wie  be- 
kannt) die  Brennpunkte  des  Kegelschnittes;  denn  hier  fallen  beide 
Kreise  des  Paares  zasammen,  ihre  mit  dem  Scbeitelkreis  gemoinsame 
Sccaute  ist  die  Gerade,  welche  die  auf  den  beiden  Asymptoten  ge- 
legenen Doppelpunkte  verbindet;  aus  dem  Pole  dieser  Geraden,  d.  i. 
dem  Mittelpunkte  der  beiden  zusammen  fallenden  Kreise  hat  man 
an  diese  die  Tangenten  zu  legen,  die  nach  den  unendlich  fernen 
imaginären  Kreispunkten  der  Ebene  geben,  und  weil  diese  auch  den 
Kegelschnitt  berttbren,  so  ist  dieser  Punkt  Brennpunkt  für  den 
Kegelschnitt 

Wir  begnOgen  nns  mit  der  AnfiBhmng  dieser  Sfttze  nnd  be* 

merken,  dass  auch  die  andern  Fassungen  des  allgemeinen  Satzes 
sich  leicht  weiter  nnsfikbren  lassen.  Aus  dem  über  die  Ellipse  nnd 
Hyperbel  Gesagten  ergeben  sich  nun  leicht  Constructionen,  die  wir 

aber  erst  später  zusammenhangend  behandeln  wollen,  nachdem  wir 
die  Sätze  noch  auf  einem  andern  directen  Wege  nns  zarecht  gelegt 
haben  y  weil  daraus  sich  noch  eiuiges  Bemerkenswerte  nnd  für  die 
Constructionen  Brauchbare  ergibt 

7)  Bass  die  Berührungspunkte  der  gemeinsamen  Tangenten 
eines  festen  Kreises  nnd  der  Kreise,  die  zwa  feste  Airch  das  Cen^ 
tnun  des  gegebenen  Kreises  g^ende  Oerade  berOhren  (im  System 
betmchtet)  einen  Kegelschnitt  geben,  der  den  festen  Kreis  alsSchti* 
telkf^,  die  Geraden  zu  Asymptoten  hat,  l^Onnen  wir  ein&ch  nnd 
direct  nachweisen,  indem  wir  von  gewissen  Besiehnngen  awischen 
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Rutkt  BMIg§  MW  7%»ork  der  JCtj^tbeftnilf« 


swoi  Kreisen  aasgehen,  die  wir  im  Nachstehenden  anführen,  nnd 
soweit  gie  nicht  aUgemein  bdcaunt  siod,  aach  beweisea  woUen. 

«)  Sind  Fig.  3.  und  zwei  Kreise,  und  legen  wir  aua 
dem  Mittolpuukt  von  an  and  aas  an  iTj  die 
Tangen  Leu,  so  schneiden  diese  Tangenten  aus  dem  Kreise, 
durch  deren  Mittelpuukt  aio  geiien,  gleich  grütise  Seiiueu 
am,  d.  k.  ea  ist 

Ans  Fig.  3.  ist  nämlicii 

#j  ;  Tg  —  r  j  :  d  ) 


also 

2h 

f)  Die  Grösse  dieser  Sehnen  ist  auch  gleich  der  Länge  der 
Tangente  an  den  bctrcfFenden  Kreis  senkrecht  znr  gemein- 
samen Centralen  zwischen  jenen  Geraden,  die  von  dem  . 
Mittelpunkte  des  eiuen  Kreises  nach  den  Endpunkten  des 
zur  Centralen  senkrechten  Durchmessers  des  zweiten  Kreises 
gehen.  £s  ist  nämlich  Fig.  4. 

Ts :  rf     ri :  «  7  « 

Diese  in  ß)  gemachte  Bemerkung  ist  insofern  von  Belang,  als 

in  jenen  Fällen,  wo  von  dem  Centram  des  einf^n  Kreises  (wie  in 

Fig.  4)  an  den  zweiten  Kreis  keine  reellen  Tangenten  gelegt  werden 

können,  hiedurch  ein  Ersatz  für  die  durch  die  Tangeuten  sonst  aus 

dem  Kreise  geschnittene  Sehne  gegeben  ist. 

« 

y)  Legt  man  Flg.  3.  an  die  beiden  Kreise  nnd  die 
ntöglieben  gemeinsamen  Tangenten«  so  sind  die  BerOhnings- 
lehnen,  die  senkrecht  an  der  gemdnaamen  Centrale  stehen, 
von  der  gemdnsamen  Cordalen  paarweise  gleich  weit  ab- 
stehend, d.  h.  sie  bilden  Zonen  von  gleicher  Breite*).  Für 
onsere  Zwecke  ist  wichtig  za  selgen,  dasi  diese  Zo- 
nenbreite gleich     s=     s9  • . .  ist 


l>  Steintr,  Uabcr  ainigs  neue  B«st{maMOgiane&  tte.  —  fiteiasi'icb« 
Werke  Bd.  IL  p.  490$  vergl.  aneh  Fiedler,  p^graphie  p.  90. 
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Ans  Fig.  3.  ergibt  aich  leicbt: 

Ilt  0,y  ~  j»,  80  folgt: 
oder 

.  ^   '  ''' 

und  damit: 

SSO    *    ^  aas  ^  m  f||  mm  ,  , , 

n — m  ist  nämlich  dio  halbe  Zonrubreite,  denn  die  Polare 
des  Mittelpunktes  von  iu  Bezog  auf  fällt  ans 
leicht  zu  ersehenden  Gründon  in  die  Mitto  zwischen  den 
Polaren  der  beiden  Aehnlichkeitfipunkte  der  Exeise. 

Bass  diese  Relation  auch  richtig  ist,  wenn  die  beiden  reell 
TOraiMgeBetzten  Kreise  nicht  4  reelle  gemeinsame  Tangenten  w 

lassen,  ist  leicht  zu  ersehen.  Für  den  Fall,  dass  beide  Kreise  ima- 
ginär sind,  wird  im  wcsentlicheD  uichts  verändert,  und  der  Fall,  wo 
einer  der  Kr«  isc  imaginär,  der  zweite  reell  ist,  hat  für  unsere  Be- 
trachtnügen,  die  wir  hier  verfolgen ,  keinen  Belang  und  kann  ilber- 
gaugen  werden. 

6)  In  Falle,  dase  von  dem  Mittelpunkte  des  einen  Ereliee  an 

den  zweiten  reelle  Tangenten  gelegt  werden  können,  iet 
noch  zu  bemerken,  dass  dio  Zoneubreite  auf  einer  solchen 
Tangente  gemessen  wer<lon  kann,  und  dass  sie  da  gleich 
ist  dem  Stück  der  Tangi  nte  an  senkrecht  zur  Cen- 
tralen ,  welches  durch  die  aus  an  üTj  gehenden  Tan- 
geuten begrenzt  wird;  es  ist  nämlich  in  Fig.  3.: 

wo  xo  den  Abstand  des  Puuktes  von  bedeutet.  Es 
ist  aber  anch 

;  ^  SS  rji  :  10 

woraus  i—  t  folgt;  es  ist  daher  h  gleich  der  halben,  längs 
einer  aus  dem  Mittelpunkte  von  au  gezogenen  Tan- 
gente gemessenen  Zonenbreite  der  Bei  lihrungspuukte  der 
gemeinsameii  Tangenten  der  beiden  Kreise. 

8)  Betrachten  wir  jetzt  iwei  feste  luid  swar  »nielist  reeUe 
Gerade  (g  nnd    Fig.  ö.,  die  dnrcli  den  HIttaJpankt  S  eines  Kreisea 
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gehen,  and  alle  die  Kreise,  die  diese  Oeraden  berttbren  und  ihre 

Mittelpnukte  anf  der  Geraden  a  habeu.  In  diesem  Falle  ist  «  oder 
DG  —  ^DD  für  alle  Kreise  des  Systemes  coustaut,  und  die  Berüh- 
rnngspankte  der  gemeinsamcu  Tangentcu  au  nnd  jeden  Kreis 
des  Systemes  bilden  auf  jedem  der  letzteren  Zonen  von  constanter 
Breite  —  2t. 

Betrachten  wir  txt^  als  die  Projectionen  der  Umrissmeagenden 
eines  schiefen  Kreiskegcls,  S  als  die  Projection  der  Spitse,  80  siod  die 

Kreise  des  Systemes  aufzufassen  als  die  Projectionen  von  zur  Basis 
parallolen  Schnitten.  Eine  Ebene  parallel  der  die  Contourerzeugeuden 
verbindenden  Ebene  schneidet  den  Kegel  nach  einem  Kegelscimitte, 
dessen  Projection  die  Coutourgeraden  zu  Asymptoten  hat 

Han  findet  nnn  Paukte  der  Projection  des  SehniUfli,  indem 
man  die  zur  Basis  parallelen  Ebenen  mit  der  schneidenden  Ebene 
zum  Schnitt  bringt,  und  die  Projectionen  bestimmt.  Diese  Schnitt- 
linien projiciren  sich  als  Parallelen  zu  den  BerüIirungsschDen  der 
Kreise  mit  2,  und  und  zwar  in  gleichen  Abstanden  nnd  nach  der- 
selben Seite  von  diesen  genommen. 

Triigt  man  also  Ton  den  Bertthningspiinliteii  auf  ii  naob  einer 
Sdto  ein  eonstantes  Stflek  b  (oder  parallel  zn  a  das  Stflck  DO  — «) 
anf,  legt  die  Senkrechten  zu  a,  so  erhält  man  in  den  Schnitt  punkton 
dieser  mit  den  entsprechenden  Kreisen  die  Punkte  der  Hyperbel, 
ftr  welche       AB  die  absolute  Grösse  der  Nebenaxe  ist. 

Dass  h  die  GrOsse  der  Kebenaxe  ist,  ist  zu  ersehen,  indem  man 
sich  auch  jenen  Xreis  Km  Fig.  5.  parallel  der  Baatsehene  geaeichnot 
denkt,  der  von  der  ihm  ankommenden  SämittHnie  mit  der  eehnei* 
denden  Ebene  berOhrt  wird,  wo  dann  —  BA^  nnd  A  der  Scheitel 
wird.  Trägt  man  dieselbe  GrOsse  h  (oder  f  resp.)  nach  entgegen- 
gesetzter Kichtung  auf,  so  erbUt  man  wieder  eine  Hyperbel,  die  mit 
der  frühern  dieselbe  Nebeuaxe  (mit  Hilfe  des  Kreises  Ka  leicht  zn 
sehen)  nnd  Asymptoten  hat,  also  mit  ihr  identisch  ist  Es  ist  daher 
gezeigt  dass  tatsächlich  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  gemein- 
samen Tangenten  an  und  die  Kreise,  welche  die  Geraden  i|  und 
berühren  nnd  ihre  Mittelpunkte  auf  a  haben,  eine  Hyporbel  von 
den  früher  angegebenen  Eigenschaften  ist 

Auch  ans  der  bekannten  iUgenschaft  der  Hyperbel,  dais,  siehe 
Fig.  6. 


1)  Qam  analog  liwt  sieh  ttr  d«n  Fall  dar  XllipNo',  wo  dia  Oaradan 
iatagtaiar  aind,  dar  Bawaia  lUm. 
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Ist,  ift  sofort  mit  Berttcksicbtigong  des  in  7),  8)  Ctosagtoa  der  Nach- 
weis,  dass  der  Ort  der  BerOhntogspoiikte  diese  Hyperbel  sein  mnss, 
Sit  erbringen. 

4 

9)  Aus  dem  aus  dem  allgcmeiaeQ  Satze  Gefolgerten  nnd  ans 
dem  in  7)  und  8)  Erörterten  ergeben  sieb  nun  einige  Constructionen 
für  die  Hyperbel,  die  wir,  wenn  sro  auch  in  Betreff  der  Einfachheit 
nicht  gerade  hervorragend  siud,  docii  zur  Erlauteruug  der  gewon- 
nenen S&tze  und  Eigenschaften,  als  Beiträge  zur  Theorie  der  Hy- 
perbel hier  anldhrea  wollen. 

a)  Eine  punktweise  Construction  der  Hyperbel  (und  der  El- 
lipse) ergibt  sich,  siehe  Fig.  5.  aus  der  in  6)  angegebenen 
Definition  (die  in  8)  neuerdings  bewiesen  wurde),  die  Iieiner 
weiter u  Erläuterung  mehr  bedarf. 

b)  Man  bringt,  wie  «na  dem  in  8)  gegebenen  Beweise  hervor- 
geht, die  Kreise,  welche  eine  Gerade  berühren  (Fig.  7.) 
und  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  zweiten  Geraden  haben, 
mit  den  zur  letzteren  Senkrechten  zum  Schnitte,  welche 
Senkrechten  von  den  lierührungspunkten  der  Kreise  und 
der  ersten  Geraden  constanteu  Abstand  haben  nnd  zwar 
nach  beiden  Seiten. 

c)  Ist  Fig.  8  von  einer  Hyperbel  die  Hauptaxe  und  ein  Punkt 

gegeben,  so  lassen  sich  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
dadarch  finden,  dass  man  aus  dem  gegebenen  Punkte  Pan 
den  über  der  Hauptaxe  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreis  eine  Tangente  t  legt,  zu  dieser  PM  senkrecht 
errichtet  und  mit  M  auf  der  Axe  a  als  Mittelpunkt  den 
Kreis  durch  P  legt.  Die  Tangenten  aus  dem  Mittelpunkt 
der  Hyperbel  au  diesen  Kreis  sind  die  gesuchten  Asymp- 
toten. 

Ans  P  geht  noch  eine  zweite  Tangente  an  A*^  und  diese 
ebenso  verwendet,  liefert  einen  zweiten  Kreis,  nnd  die  go- 
meinsaiiien  Tangenten  an  diesen  und  den  Frühorn  geben 
ebenfalls  die  Asymptoten. 

d)  Ist  (Fig.  18.)  die  OrOeae  nnd  Lage  der  Nebenase  gegeben 
ond  ein  Funkt  P  einer  Hyperbel,  so  kann  man  auf  Grund 
der  erörterten  Eigenscbaften  die  Asymptoten  finden,  indem 

mau  OT  senkredit  auf  OP  madit,  wo  'PT^  die  Potenz 
von  P  bezQglich  des  imaginftren  Scbeitelloreisea  ist. 
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Zioht  man  dnrcli  P  die  i»i  || «  und  aocht  P«  den  Pol  von 

Pi  bezüglich  (er  ist  auch  der  Pol  von  P,  hezfiglich  der 
Hyperbel) ,  so  ist  i\P  die  Tangeute  t  an  die  Hyperbel  in 
Punkte  P.  Trägt  man  anf  t  die  Strecken 

PT,  =  Pr,  =  PT 

ab,  und  zeichnet  einen  der  Kreise,  die  ihren  Mittelpnnkt 
anf  h  habort  yiid  t  in  oder  berühren,  so  gehen  die 
Asyinptoteu  berührend  au  diesen  aus  O,  (oder  man  zeichnet 
beide  Kreise  und  die  gemeinsamen  Tangenten  an  diese). 

f)  Für  die  in  c)  und  d)  gegebene  Aufgabe:  O^ben  eine  Aze 
und  ein  Punkt  einer  Hyperbel,  die  Asymptoten  zu  oon- 
struiren  —  kann  man  die  Constrnction  eiufikchor  dnrclifQhren 
auf  Grund  folgender  Betrachtungen. 

In  Fig.  12*.  ist: 

A  O^BD  ähnüch  O^O^F 

woraus: 

oder,  wenn  mau 

ÄCsas  AB 

macht: 
d.  h«,  dass 

BC  ß  EOg  wird. 

Da  aber,  wenn  OiE  und  A*  anverändcrt  bleiben,  die 
Punkte  Bf  wie  wir  gezeigt  haben,  auf  einer  Hyperbel  lie« 
gen,  so  finden  wir  für  die  Hyperbel: 

Das  Stftck  anf  einer  Fanllelen  zu  einer  Asymptote 
iwischen  der  reellen  Aze  und  dem  Pnnkt  der  Hyperbel 
ist  ^dch  der  Lflnge  der  Tangente  ans  dem  Punkte  an  den 
Scheitelkreis  Uber  der  reellen  Axe. 

Man  erhalt  daher  die  Asymptoteurichtungen  ^) ,  indem 
mau  Fig.  12^.  aus  P  eine  Tangeute  PV  au  den  Scheitei- 
kreis  legt,  PT  s  P7,  —  PF  macht,  wo  dann  xnfolge  dea 
Torfoemerkten  PT  nnd  PT^  die  A^ymptotearicbtniq^ 
tM\  ans  O  die  PanUelen  hiesn  gesogen,  ^ht  die  Asymp- 
toten selbst 


8Mm  Noavellas  Annaltt  le75,  p.  SSS.  wo  dteia  Chmilraetfam  Tqn  L.<-A. 
Levai  mgegfben  wird.  UebHgens  gilt  dw  Constrnction  yenillgciDeinert  «wsb  fSr 
dm  sw«ltMi,  iflugiDiren  Schdtdkreiii  indem  tuan  «UgemeiiMr  ttatl  der  Ling« 


vnd  d*$  geraden  Kreükfgd», 
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g)  Soll  der  Schnitt  einer  za  a  senkrechten  Geraden  g  mit  der 
durch  i4'  und  die  Asymptoten  gegebenen  Hyperbel  be- 
stimm^ worden ,  so  trfi^t  man  Fig.  9.  vom  Schnitte  der  g 


der  Tanpente  ^es  Hyperbelpunktes  nn  einen  Scheitelkrols  die  Qnndratwurzol 
fiuB  der  nbsuluh  n  Potcns  dci  Punkte»  in  Bezug  auf  den  Krcin  einführt.  Durch 
ciue  einJucbc  Kechoung,  die  hier  weggelassen  werden  kann,  lludet  caau  näm- 
lieb  (liebe  VIg.  ISl».),  wenn  PTS  und  PTiSi  wa  den  beiden  Asymptoten  der 
H/perbcl  dareh  den  Hyporbelpaiikt  parallel  gccogen  werden, 

weno  V  der  Berflliraiippuiikt  einer  der  beiden  ane  P  an  den  fieheilelbf^ 
gebenden  Tangenten  lal  (iit  bereite  oben  in  f)  bewiesen  worden),  nnd  wenn 
OZ  eenkreebt  auf  OP,  nnd  Z  anf  den  Sebeitelkieis  B*  liegt,  OZ  alio  gleich 

der  absoluten  GrOsse  der  Nebenaxe  ist,  so  ist  LP*  die  Potena  von  P  in  Be- 
sng  anf  den  imagioiren  Sebeitelkreie  ftber  der  Nebenaxe,  nnd  es  ist 

PZs:PS=PSt 

Man  findet  daher  ans  der  Kebcnnxe,  und  einem  Punkte  P  der  Hyperbel  die 
A^mptote,  indem  man  Pig*  12«.  OZ  senkrecht  anf  PO  legt  nnd 

PS  =  PS^  =  PZ 

^acht,  wodurch  man  in  PS  und  PS^  die  AsjrnptoCeariehlBttgen  arhilt. 

Man  bat  hiedurch: 

Anf  jeder  su  einer  Asymptote  durch  einen  Ujperbelpunkt  gezogenen  Pa> 
rallolen  wird  dnrrh  diesen  und  die  eine  Ax^  eine  Strecke  ahf^eachnitten  gleich 
der  Quadratwurzel  aus  der  Potenz  des  Punktes  iu  Bezug  auf  den  ftber  dlMO 
Axe  beschriebenen  Schcitelkreis.  Daher: 

Auf  jeder  durch  einen  liyperbvlpunkt  zu  einer  Asymptote  gezogenen  Fa- 
raUeleo  sdineideii  die  beiden  Axen  eine  Strecke  ab  gleich  der  DIflerena  (oder 
Baninae)  der  Wnraeln  ans  den  Potenten  des  Punktes  besflglieb  der  böiden 
Bobdtelkrsise,  und  dieselbe  iStredce  wird  dnreb  die  Paralklen  ans  dem  Punkte 
der  Hyperbel  an  den  beiden  Asen  auf  jeder  Asymptote  bestimmk  n.  e.  w. 

Man  kann  die  in  den  Figuren  12«.  und  12^.  zur  Bestimmung  der  Asymp« 

totenrichfunpen  verwendeten  Punkte  T7\  und  iS  und  iSj  noch  anders  tinden, 
indem  «ich  durch  eine  leichte  Reclinuii^'  ergibt,  dass  Q  und  R  Fig.  12^  die 
Fnsspunkte  der  aus  f  lu  den  Axen  gelallten  Scnlcrechten  sind,  und  wenn  man 
aus  Q  die  eine  Tangente  QU  an  den  8cheitelkrris  A*  legt, 

QO=  QT=  QT^ 

ist.  Bestimmt  man  Toa  R  in  Bezug  auf  den  imaginiren  Scbeitelkreis  B*  die 
die  Potenz  äTF«,  80  ist 

MWszJttSssRSg 

wie  lieb  Idcbt  ergibt*  Mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  sind  In  den  Figuren  IS*, 
und  IS^.  ebenfsUs  die  Punkte  SS^  nnd  TT,,  welche  mit  P  Terbunden  die 
Aaymptotenriebtungen  geben ,  bestimmt  worden,  und  bedarf  dieses  keiner  wei- 
teren Erörterung. 
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und  t  auf  letzterer  h  nach  emßr  oder  der  andern  Seite 
auf  (oder  «  auf  a  von  g  weg  und  zieht  die  Parallelen  zu 
g  bis  diese  t  schneiden).  Dann  ist  nur  nötig,  einen  der 
beiden  Kreise  zu  constrniren,  welcher  t  in  einem  der  so 
erhaltenen  Funkte  berührt  und  seinen  Mittelpunkt  auf  a 
bat,  welcher  dann  g  in  den  gesnehtoi  PaDkten  Jmid  IT 
scbneidet 

h)  Man  kann  stets  Tier  Punkte,  einer  wie  oben  gegebenen 
Hyperbel  zugleich  finden,  wenn  man  2  parallele  Gerade  g 
und  g'  Fig.  9.  senkrecht  zu  a  zieht,  deren  senkrechter 
Abstand  —  2«,  oder  deren  Abstand  auf  einer  Asymptote 
gemessen  =•  2b  ist.  Der  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  a 
liegt ,  und  der  die  Asymptote  im  Mittelpunkt  der  dareb  g 
vnd  ^'  begrenzten  Strecke  berührt,  gibt  zufolge  dea  Frü- 
heren die  gesnehten  Punkte  der  Hyperbel  auf  g  and  g\ 
(Hiervon  können  auch  3,  oder  alle  4  ImaginSr  werden). 

i)  Entsprechend  den  in  6)  gegebenen  Znsätzen  kanu  mau  den 
Schnitt  einer  zu  a  senkrechten  Geraden  g  iiat  der  Hyperbel 
auch  finden  unter  gleichzeitiger  Bestimmung  der  Tangenten 
in  diesen  Punkten,  In  Fig.  10.  micbt  man  zu  g  dea  Pol 
G  bezUgUch  A*,  legt  JT  tangirend  an      and  macht 

J2V  —  JT 

Legt  man  an  den  mit  MTt  beachiiebenen  Kretz  am  <? 

die  Tangenten  ^  und  t^,  so  hat  man  in  den  Schnittpunkten 
I  und  n  dieser  mit  g  die  Punkte  der  Hyperbel  gefanden, 
und  iji  und  t%  sind  die  Tangenten  in  ihnen. 

Oder,  wie  in  Fig.  11.,  man  macht 

JJTi  —  JT^  —  JT 

beschteibt  die  zw^  Kreise  mit  und  als  Halb- 
messer, und  legt  die  noch  möglichen  gemeinsamen  Tan- 
genten an  diese  Kreise,  und  die  Aufgabe  ist  gelüit,  wobei 
hier  die  Gonstraction  des  Poles  O  der  Geraden  g  entfiUlt. 

k)  Ist  eine  Gerade  y  parallel  zur  Hauptaxo  gegeben,  und 
ihr  Schnitt  mit  der  durch  und  die  Asymptoten  gegebe- 
nen Hyperbel  zu  finden,  so  kann  anter  gletcfazdtiger  Er- 
mittlung der  Tangenten  tu  den  Schnittpunkten  diese  Aaf- 
gabe  gelöst  werden,  indem  wie  in  Fig;  10.  or  senkrecht 
auf  OK  gemacht  wird,  und 

jrKj  =  AK,  —  KV 
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aufgetragen  wird;  an  dio  1?  Kreise,  welche  die  Asymptote 
in  l\  rosp.  Fj  berühren,  und  ihre  Centren  auf  b  haben, 
sind  die  gemeinsamen  Tangenten  zu  legen,  die  auch  die 
Hyperbel  berubreu;  und]  deren  Berührungspunkte  auf  y 
liegen.  (Oder,  mau  zeichnet  nur  eiueu  der  Kreise^  und  an 
dieaeii  wii  dem  Pole  von  f  bezaglich      die  Tangenten). 


10)  Der  Uebergang  von  zwei  reellen  Geraden  auf  zwei  ima- 
ginäre wird  gegeben  durch  eine  Gerade  und  einen  auf  ihr  befind- 
lichen Punkt,  als  Berühr ungspuiikt  für  die  Kreise  des  Systeme». 
Uiedurch  erhält  mau  ein  System  von  Kreiseu,  die  sich  lu  eiuem 
Punkte  ber&brcn,  und  findet  hiefOr,  dass  die  Berflhmugspuukte  der 
gemeinsamen  Tangenten  an  einen  beliebigen  mit  dem  gemeinsamen 
Berabmngspnnkte  eoncentriscben  Kreis  nnd  die  Kreise  des  Systemes 
auf  2  znr  Centralen  scnkrecbten  den  angenommenen  Kreis  berflbren- 
den  Geraden  liegen,  und  nmgekebrt,  schneidet  man  ein  System  von 
Kreisen,  die  sieb  in  einem* Pankto  berOhren,  dorch  2  znr  Tangente 
im  gemeinsamen  Berttbrang^unkte  in  gleichen  Abständen  von  dieser 
parallelen  Geraden,  so  umhüllen  die  Tangenten  an  die  Kreise  in  den 
Schnittpunkten  mit  den  Geraden  jenen  Kreis,  weld^^ir  über  der 
von  den  parallelen  Geraden  auf  der  tromninsamen  Centralen  abge- 
schnittenen Strecke  als  Durchmesser  bcscJiriebcn  wird  (Dieses  Er- 
gebniss  gilt  offenbar  auch  fUr  eiue  solche  Gerade  aüeiu). 

In  Fig.  13.  ist  dargetan,  wie  sieb  dieses  Resultat  auch  direct 
boebst  einfteh  zeigen  Iftsst.  Es  ist  nftmlteb 


ist,  und  da  sich  dasselbe  für  jedeu  Kreis  des  Systcraeä  ergibt,  ist 
ersicbtlicb,  dass  der  Abstand  BD  des  Berührungspunktes  B  von  der 
gemeinsamen  Tangente  in  A  constant  nnd  gleidb  r  ist  Ist  die  Ge- 
xtde  gegeben,  so  ergibt  sieb  ebenso  ans 


dasB  jedesmal  AE  constant  ist,  also  die  Tangenten  an  die  Kreise  in 
den  Punkten  der  Geraden  den  Kreis  vom  Halbmesser  BD  oder  AE 
nmbollen. 


und  wegen 

folgt  auch 


O^B  =  Oj^A 
^BDC^AEF 


80  dass  also 


BD  —  AK-^r 


BD--  AE 


2 
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11)  SiBd  die  bddea  Geraden  imaginftr,  so  erhalten  wir  als  Ort 

der  Beräbrungtpnnkto  der  gemeinsamen  Tangenten  an  die  Kreise 
des  einen  Syatemes  (welche  ihre  Mittelpunkte  auf  der  einen  der  bei- 
den Axen  des  elliptischen  Strahlensysteraes  haben,  dessen  imaginäre 
Doppelstrahlen  die  gegebenen  Geraden  sind)  und  an  einen  mit  dorn 
Schnittpunkt  der  Geraden  concentrisclien  Krois  eine  Ellipse,  wie 
sich  aus  dem  allgemeinen  Satze  erj^iht,  wie  wir  aber  auch  analog,  wie 
in  8)  mit  Hilfe  des  Kegels  üartuu  könnten,  was  aber  hier  nicht 
weiter  ausgeführt  werden  soll. 

Aach  die  Ellipse  kann  als  Ort  der  Berührungspunkte  der  ge- 
meinsamen Tangenten  an  den  zweiten  Scheitelkreis  (über  der  grossen 

Axe)  und  die  Kreise  des  zweiten  Systemes,  welch  letztere  imagi- 
när V)  sind,  definirt  werden,  und  umgekehrt  ergibt  sich  jeder  der  . 
Scheiielkreise  als  Einhüllende  der  Tangentt  n ,  als  jener  an  die 
Kreise  des  reellen  Systemes  in  den  Schnittpunkten  der  Ellipse, 
als  Emhülleudc  der  (imaginären)  Tangeuten  in  den  (ebenfalls  ima- 
ginären) Schnittpunkten  des  Systemes  der  imägin&reu  Kreise  mit  der 
Ellipse  an  diese  Kreise. 

Die  eonstnictivc  Verwertung  der  genannten  Eigenschaften  und 
der  weiter  aus  d'»m  Allgemeinen  für  diesen  Fall  rjoch  herauszulesen- 
den ist  für  die  Ellipse  von  noch  geringerer  Bedeutung  als  für  die 
Hyperbel,  und  kann  aus  dem  Vorausgeheudcn  leicht  selbst  gefolgert 
werden,  daher  sie  hier  übergangen  werden  soll.  Jedoch  soll  hier  noch 
einiges  bemerkt  werden,  was  zur  raschen  und  oinfacUcu  Verzuich- 
nung  der  die  Asymptoten  der  Ellipse  bertthrendcn  Kreise  ftlhrt 

Alle  Kreise  0^0^  ...  Fig.  14.  mit  rjr,  ...  als  Halbmesser  haben 
S  als  ffcrnoinsamen  Aehnlichkeitspunkt  und  berühren,  wenn  der 
"Winkel  qp,  den  die  Gerado  l  mit  b  oinschliesst,  grösser  als  45^  ist, 
dieselben  2  durch  S  gehenden  imaginären  Geraden.  Die  Senkrechte 
a  iü  S  zu  b  trifft  die  Kreise  in  Puukten  derart,  dass  der  Winkel 
unter  welchem  die  nach  diesen  Punkten  gehenden  Radien  zu  ö  ge- 
neigt sind ,  constant  ist  Die  GrOsse-  der  anf  a  gelegenen  halben 
Sehnen  ist,  nebenbei  bemerkt ,  gleich  der  Kathete  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  der  jeweiligen  Qaadrantensehue 


1)  Dflss  die  Kro!«f  des  zweiten  Syßtcuics  imaginär  sein  müssen  ,  cri>ibt 
sich,  indem  wir  aus  einem  Punkte  eines  Strahles  i-  eine  Senkrechte  a  zur  Ax6 
b  and  eine  senkrechte  Gerade  a  sur  Axe  a  legen;  x  uuddcr  conyagirte  Strahl 
c,  bilden  mit  «  ein  Dreieck  nnd  ebenso  mit  ir.  Ist  dtut  «faM  ttttmpfwinklig, 
10  mnit  dae  andere  spitswinklig  leiD,  und  wShrend  Ar  das  entere  ein  Polar- 
kreie  mit  reellem  Badim  lich  eiglbt,  folgt  dann  Ar  das  sweite  ein  solcher  mit 
imaginärem  Radius. 
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and  denen  andere  Kathete  dorn  jeweiligen  l  gleich  ist.  Durch 
A  A  •  gehen  die  Polaren  von  S  besflglich  der  Kreise,  und  von  diesen 
hätte  man  zu  beiden  Seiten  das  constante  Stück  s  (siehe  7  ß,  y)) 
abzutragen  und  die  zu  h  daselbst  sonkrerbten  Geraden  mit  den  ent- 
sprechenden Kreisen  zum  Schnitt  zu  bringen,  wodurch  punktweise 
die  in  Kode  stehende  Ellipse  erhalten  würde. 

Das  constante  Stflek  «  ist  bei  angenommenem  i  oiTenbar  nnr 
mehr  von  der  Annahme  des  Kreises  abhängig,  gleich  dem  Stück 
der  zu  b  senkrechten  Tangente  an  JB*,  welches  zwischen  b  nnd  I 
Uegt  ( 7)  A  y)). 

Zur  vollstftndigen  Bestimmung  der  imaginären  Asymptoten  suchen 
wir  den  coqjngirten  Strahl  zu  l  in  der  InTolntion,  indem  wir  z.  B. 
Fig.  15.  zu  I  bezflglich  eines  Kreises  den  Pol  suchen  nnd  mit  8 
▼erbinden. 

Wir  sncheii  den  Pol  för  den  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  B  ist, 
und  haben  aus  JJ  die  Normale  zu  /  zu  legen,  diese  mit  der  zu  b 
parallelen  Tangente  an  diesen  Kreis  za  schneiden  und  erhalten  den 
Pol  VQn 

In  Fig.  15.  ist 

aC  xCD  ^  BS  :  BC 
=    b  :  8 

und 

BFi  CD^h  i  $ 

daher 

d.  h.  2  nnd  die  conjugirto  Gerade  2^  schneiden  aus  der  zu  b  paral- 
lelen Tangente  an  ^'  das  constante  Stück  •  ab,  ein  anderes  Mittel 
am     zu  finden  V> 

Dass  E  ein  Punkt  der  Ellipse  istt,  ist  sofort  zu  sehen,  wenn 

man  einen  jener  2  Kreise  des  Systemes  zeichnet,  die  denselben  Ra- 
dius wie  B*  haben.  Man  findet  daher  l  im  Falle  dass  die  Ellipse 
gezeichnet  vorliegt,  indem  man  die  zur  Axe  b  parallelen  Tangenten 
an  mit  der  Ellipse  schneidet,  nnd  einen  der  Schnittpankte  mit 
dem  Mittelpunkte  verbindet. 


1)  Ist  die  Involution  durch  die  Axcn  und  eia  beliebiges  Paar  arx,  ge- 
geben, 80  ist  es  leicht,  die  Gerade  /  zu  linden  (oder  jl  die  symmetrische,  ia 
Bezug  anf  die  Axen),  indem  mon  iHr  nnd  einer  fo  h  «enkreehten  Ge- 
raden  »  den  Polarkreis  «nsmUtelt,  nnd  die  Endpunkte  des  xn  h  senkrechten 
Parchmessers  dcMelbcn  mit  dem  Punkte  S  Tcrbhidct. 

2* 


Digitized  by  Google 


20 


Ruth:  ßeäräffe  zur  Theorie  der  KegeUchHÜte 


Ea  folgt  damit  auch 

und 

Da  aber 

A 

Äö  —  - 

a 

lit,  wobei  a  die  halbe  grosse  Aze,  «  die  halbe  Exceatricität  der  El- 
lipse bedeutet,  so  ist 

und  btoans  uush 

wodurch  wieder  ein  eiufaches  Mittel  gegubcu  ist,  die  Gerade  l  zu 
zeichnen ,  wenn  die  Ellipse  durch  die  Halbaxen  gegeben  ist;  man 
trftgt  Fig.  16.  auf  der  Scheiteltangente  in  A  die  halbe  Excentrldtftt 
OF^AH  anf,  oder  man  macht  OF*  —  OF  und  liebt  l  parallel 
mit  AF*. 

Gehen  wir  anf  die  imaginären  Kreise  über,  welche  die  Asymp- 
toten dor  Ellipse  berühren,  so  sind,  wenn  s  die  Polare  von  S  be- 
züglich eiiu's  Kreises  des  reellen  Systemcs,  und  q  die  Polare  bezüg- 
lich eines  der  imaginären  Kreise  ist,  und  »  und  a  sich  in  demselben 
Punkte  Ton  l  troffen,  Fig.  17.  H  und  Ht  die  HObeoeehnittpttukte 
der  Dreiecke  9ltx  and  a2l^ ;  für  das  letstere  ist  der  Halbmesser  ^  des 
Polarkreises  imaginttr  und  die  absolute  Grösse  desselben  3iHi. 
Wegen 

sind  die  rsobtwinUigeii  Dreiecke  BNH  uud  SMS  fthnlich,  und  in 
Folge  dessen  SMl  BN  oder  BM  senkreeht  auf  iZAT,  d.  h.  Wkl.  a 
ist  —90^—1}%  also  constant  Die  Bedeutung  von  %  ist  die,  dass  uns 
die  Gerade  sofort  die  absolute  Grosse  der  Halbmesser  der  imaginftren 
Kreise  liefert  auf  den  so  a  Senkrechten  zwischen  a  und  i. 

Es  ist  demnach 

fg«»etg9«.| 

d.  h.  i  geilt  (Fig.  16.)  durch  O  parallel  mit  BF^  üder  mau  erhält 
auch  t  (oder  die  zu  den  Axm  symmetrisch  gelegene  Gerade  wel- 
cher dieselbe  Bedeutung  zukommt),  indem  man  iu  F  die  Senkrechte 
zu  a  mit  zum  Schnitt  bringt  und  den  Schnitt  mit  O  verbindet, 
oder  den  Schnittpunkt  der  zu  a  parallelen  Taugeute  mit  O  ver- 
bindet. 
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Wegoi 

Fig.  17.,  folgt 


d.  h.  inan  kaiin  i  auch  erhalten,  indem  inan  auf  der  Scboiteltangente 
UTA  an  das  coustante  Stack  «  =  AK  (Fig.  16).  auftrfigt,  und  den 
£ndponkt  mit  O  verbindet 

Die  Ableltang  der  Belationen  fftr  die  Lage  Ton  galt  gans  all- 
gemein fttr  iigend  eine  beliebige  Lage  ¥on  «  resp.  bt  «  wie  In 
Fig.  17.  zosammenfaUend  mit  der  Tangente  an  i^*  bo  folgt 


d.  h.  der  Kreis  des  reellen  Syatemes,  dessen  Mittelpunkt  mit  einem 
der  Endpunkte  der  kleinen  Are  ziisarameufälit,  geht  dorch  die 
Brennpunkte  der  Ellipse.  Macht  man  hingegen 


und  damit  SA^  a  d.  h. : 

Ifan  erhält  den  BDtt^ptinkt  eines  Kreiioi  dea  reellen  Systeme» 
der  durch  die  Endpunkte  der  groasen  Axe  geht,  wenn  man  ana  einem 

der  aaf  a  gelegenen  Fnnkte  tod  die  Senkrechte  za  legt.  Die 
Grösse  des  Halbmeasers  dea  Kreises  ist  die  Ordinate  im  Mitlelponktei 
bia  l  natarlich. 

Diese  imd  noeb  andere  Belationen  ermöglichen  es  Ideht,  die 
Geraden  i  nnd  Ii,  sowie  •  anzugeben,  welche  geeignet  sind,  beliebig 
viele  Ereise  einfach  au  legen  (reell  oder  imaglnftr),  welche  die  Asymp- 
toten einer  gegebenen  üllipse  berahren.  Von  der  Wahl  der  2  resp. 
I  hgttgt  aber  offenbar  auch  die  Form  der  BSlipse  ab.  Die  ange- 
gebenen Relationen  gestatten  auch  den  Schnitt  der  zu  b  parallelen 
Tangenten  an  mit  der  Ellipse  auf  leichte  Art  zn  finden,  wenn 
diese  dnrch  die  Axen  (eventuell  Excentricität)  gegeben  ist.  Auf  die, 
den  bei  der  Hyperbel  g:f»j:eboTipn,  analogen  Constructionen  der  Schnitte 
einer  zn  einer  Axe  parallelen  (jeraden  etc.  wollen  wir  hier  nicht 
weiter  eingehen. 


80  wird 


ab 

0 


12)  Machen  wir  Jetzt  die  Uebertragung  von  einigen  der  ge» 
wonnenen  Ergebnisse  anf  den  Banm. 
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Ruth:  Setlräye  zur  Theorie  der  KegttsehnUU 


Sind  tiif  Fig.  5.  die  ia  der  Ebene  der  Zeichnung  gfllegenen  Er- 
zeugenden  eines  Rotationskcgels ,  a  die  Axo  und  8  die  Spitze ,  so 
stellen  uns  £i,  E^^  .  .  .  die  Hauptaxen  (grosse  Axe  der  Ellipse  *) 
oder  die  reelle  Axe  im  Falle  der  Hyperbel)  von  Schnitten  des  Ro- 
tationskogole  vor,  deren  Khcneii  senlvrccht  zur  Zoichnungsfläche 
stehen,  und  die  dieselbe  Entfermnig  a  von  der  Spitze  des  üotations- 
kegels  besitzen.  Die  Berührungspunkte  dieser  Geraden  mit  den 
Kreisen  des  und  berührenden  Systemes  sind  aber  nach  einem 
bekannten  Satze  ^)  die  Brcuupunktc  der  üben  genannten  Schnitte  und 
liegen,  wie  wir  ausfuhrlich  dargetan  haben,  auf  der  bestimmten  Hy- 
perbel, die  A*  zum  Scheitellareis  über  der  reellen  Axe  und  nnd  tf 
zu  Asymptoten  hat  Die  Brennpunkte  aller  zu  einer  Hauptebene 
senkrechten  Schnitte  dieses  Botationskegels,  die  denselben  Abstand 
vom  Scheitel  haben,  liegen  anf  jener  Hyperbel  Man  erhält: 

„Der  Ort  der  reellen  Brennpunkte  aller  ebenen  Schnitte  eines 
„Rotatiouskegels,  die  dieselbo  mit  dem  Kegel  concentrische  Kugel 
„berühren,  ist  ein  zwcischaligcs  Rotatious-Hyperboloid ,  welches  den 
„gegebenen  Kegel  ab  Asymptotenkegel  hat  nnd  die  Kogel  in  den  auf 
„ihr  gelegenen  Panicten  dtn*  Botationsaxe  berührt/* 

Den  Parameter  irgend  eines  Schnittes,  z.  B.  ftir  Fig.  15.) 
finden  wir  als  VQFj.i^Q',  welcher  Wert  aber  einer  bekannten 
HypcrbeleigcnBchaft  zu  Folge  gleich  2b  ist,  d.  h.  alle  diese  Schnitte 
haben  gleich  grosse  Parameter. 

Uebrigens  kann  man  die  Bichtigkeit  des  soeben  Gesagten  auch 
ans  Fig.  6.  ableiten.  2PjPo  ist  der  Parameter  eines  Schnittes  des 

Rotationskegels,  für  welchen  Schnitt  Pj  ein  Brennpunkt  ist  ioA 
ist  aber  gleich  dem  Abstände  der  zur  Zeichnungsebene  parallelen 
Ebene,  die  den  Kegel  nach  einer  Hyperbel  schneidet,  deren  ortho- 
gonale Projection  auf  die  Zeichnuugstiädio  die  Hyperbel  der  Paukte 
PjPj  ...  ist,  von  dor  Zeiclmungstliiclie,  und  ist  dieser  Abstand 
pQ^i^  weil  der  Kegel  eiu  jRotationskegel  ist,  gleich  Z»,  d.  i.  gleich  der 
halben  Länge  der  Scheitel tangeute  der  Hyperbel  zwischen  den  Asymp- 
toten; jeder  Schnitt,  der  einen  Punkt  dieser  Hyperbel  zum  Brenn- 
punkt hat,  hat  2ioPj  als  Grosso  des  1'u.rauicters,  und  sumit  iiabtu 
vir  auch  die  Richtigkeit  eines  von  Jacob  Beruuuili')  angegebe- 
nen Satzes  dargetan: 

1)  Siehe  Giigler,  Tbet^ie  der  Kr^sprojectionen. 

S)  Yergl.  CbAslesi  Geschichte  der  Geometrie»  dentseh  v.  Sobnke» 
pag.  S89. 

S)  Vergl.  Chftilei,  Geiebicfate  der  Geometrie,  deutieh  t.  Sohoke, 
peg.  16. 
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„Der  Parameter  eines  ebenen  Schuittes  eines  liotatiouskeßels 
„ist  gleich  dem  Durchmesser  jenes  Kreiaschuiltcs  dossolbca,  Avelcher 
„You  der  Kegelspitze  ebensoweit  absteht  wie  die  schneidende  Ebene.'^ 

Als  Folge  des  Satzes  toh  BernonlU  hat  man  dann  auch: 

Alle  Ebenen,  die  dieselbe  mit  einem  geraden  Kreiskcgcl  con- 
centrische  Engel  berühren,  schneiden  diesen  nach  Kegelschnitten  mit 
gleichen  Parametern  —  nnd  damit  nnd  im  Zasammoihange  mit  dem 
Vorigen: 

„Der  Ort  der  reellen  Brennpunkte  aller  ebenen  Schnitte  eines 
„Uotationskegels,  die  gleiche  Parameter  haben,  ist  ein  zweischaliges 
„Rotationshyperboloid,  das  den  Botationskegel  zum  Asymptoten- 
,^egel  hat 

Dieser  zuletzt  ausgesprochene  Satz  gilt  allgemein  fflr  Botations- 
fl&chen  zweiten  Grades  in  folgender  Form: 

„Der  Ort  der  xeellen  Brennpunkte  sämtlicher  ebenen  Schnitte 
„einer  Botationsflftche  zweiten  Gradea,  die  gleiche  Parameter  haben, 
,4st  eine  mit  der  gegebenen  concentrisdie,  ähnlich  nnd  ähnlich  ge- 
diegene Botaüonsfläche  zweiten  Grades.** 

Es  lässt  sich  das  soeben  Gesagte  auch  durch  iulguude  Betrach- 
tangen beweisen. 

Wenn  wir  in  dem  Abstände  p  gleich  dem  halben  Parameter 
von  einer  Meridianebene  eine  parallele  zu  dieser  legen,  so  schneidet 
diese  die  llotationsflächo  nach  einem  mit  dem  Meridiane  ähnlichen 
Kegelschnitte,  dessen  orthogonale  Protection  auf  diese  Meridianebene 
eine  mit  der  Meridiancurve  ähnliche,  ähnlich  und  concentrich  ge- 
legene Cnrv'O  ist.  Ein  Schnitt  senkrecht  zu  dieser  Mcridianebene, 
der  den  Parameter  2p  haben  soll,  muss  seine  Bronnpunkte  auf  der 
zuletzt  erhaUeneu  Curve  haben.  Umgekehrt  wird  anch  jeder  PnnlKt 
dieser  Curve  Brennpunkt  für  einen  oder  den  andern  durch  ihn 
gehenden  zur  Meridianebene  senkrechten  Schnitt  sein. 

Durch  Rotation  um  die  Axe  erzeugt  nun  diese  Curve  die  früher 
angegebene  Fläche,  und  der  Satz  ist  bewiesen,  weil  ja  jeder  beliebig 
gewählte  Schnitt  auf  einer  durch  die  Kotationsaxe  gehenden  Ebene 
senkrecht  stehen  wird,  und  die  bezüglicli  der  zu  einer  durch  die 
Boiaiionaaxc  gehenden  Ebene  senkrechten  Schnitte  angestellten 
Betrachtungen  allgemein  gelten. 


1)  Für  den  imaginären  Kegel  ein  Eilipsoid. 
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OekittykauMi  JLH*  LemniskaU. 


II. 

■ 

Die  Lemniskate. 

Von 

Enll  Oeklnghant. 


Ans  deD,  Seite  367,  gewonneneii  Relationen 

f+a-f  90<>     ff;      t4-«' -1-900  «. 

folgt: 

86)  a+a'sBlfiO» 
und  lomit  der  Setz: 

Die  cntsprcchcüdcn  Kreisradion  g  und  g'  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Lcrmiiskat^e  sind  in  dem  Failo  gegen  die  Achse  gleich  geneigt, 
wenn  die  Schnittpunkte  beider  Kreise  und  der  Lemniskate  in  ge- 
rader Linie  liegen.  Dieser  Satz  gilt  allgemein  für  die  3  Kreispaarc, 
welche,  wie  oben  abgeleitet  wurde,  hinsichtlich  ihrer  Radien  durch 
die  Beziehung  qq'        Tert[nüpft  sind. 

Eine  allgemeinere  Glcichnng,  welche  das  gesamte  Kreiseystom 
mit  einander  verbindet^  gebt  aas  der  Cosinasresolvenie  der  Geraden 
hervor.  FOr  diese 

-J-  cos  2t  1  cos  (2«  —  2»)*+      =  0 

entwickeln  wir  aus 
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8in((r  — 2y) 
sin«  *" 

den  Wert 

sin  2t 

und  eliminircu  mit  ihrer  Hülfe  aas  der  ersten  <j,  was  auf  eiue  re- 
dproke  Gleichung  führt.   Man  fiadet  scbliesälich 

J/-*^°'2r  g  cos  2r+  2)  (^^;  +  ^-J 

+4  g cos  *  - 1)  ^4- ^) -4  (^I- 2  C0S2.)  -  0 

DioBe  OleicIinDg  zeigt  den  ZosammeahMig  der  Badieo  joier  Kreise 
an,  welche  sowol  durch  entsprechende  Schnittpunkte  der  Gersdeo,  ab 
auch  durch  den  Mittelpunkt  O  gehen. 

Eiue  aligemeiuere  Betrachtung  kann  nun  auf  folgendem  Wege 
geschehen. 

Ein  Kreis  schneide  die  Lemniskate  in  4  Punkten.  Durch  je 
zwei  derselben  legen  wir  eine  Gerade,  deren  Neigung  gegen  die  Achse 
bez.  %  und  %'  sei.  Vermöge  der  Formeln 

.        sin«                      sin«'      *  eosd  sin« 
'^•'"sin2(tf-*y  •"sln2(.'-T'r   55?  ^ 

folgt  hieraus 

dn8(«— t)  —  -  8in2(a'— t') 

Ulm 

88)  a+a'  -  ^4-»'  =  yi  +  yt+ya+y* 

wo  die  9  die  Polarwinkel  der  Schnittpunkte  Ton  EraiB  und  Lemnis- 
kate sind. 

Daher  ist  die  Summe  der  Winkel  Vi  +  ^s+fs^"^*  um  180<* 
grösser  als  die  Summe  x  und  ^  der  Winkel  dar  beiden  Geraden  od«r 
Kreissehnen  gegen  die  Achse.  Nun  haben  wir  aber  nachgewiesen« 
dass,  wenn  die  Strecke  Tom  Mittelpunkt  der  Lemniskate  nach  der 
Mitte  der  Sehne  mit  dieser  einen  Winkel  8  bildet»  die  Formel 

besteht  Für  die  2.  Sehne  ist 

2ci'«fl0«>+2«'+«' 

also  resultirt 
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Da  aber 

BO  folgt 

89)  iS-f     —  180*' 

Oder:  Verbindet  man  die  Mitten  der  gegenflber  liegenden  Seilen 
oder  Diagonalen  eines  durch  den  Schnitt  von  Lcmniskato  und  Kreis 
gebildeten  Tiorccks  mit  dem  Mittelpunkt  O  der  Lemniskato  dnrch 
Strecken,  to  baben  diese  gegen  die  Sebnen  gleiobe  Meigong. 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  sofort  bemerkt,  eine  Enrtiterang  des 
vorbin  Uber  die  Gerade  abgeleiteten  Satses,  die  letstere  als  Xreis 
Ton  nnendlicb  grossem  Badios  betrachtet  werden  kann. 

Wir  bozeichuGu  mit  h  den  spitzen  Winkel,  den  die  entsprechen- 
den Sobneu  mit  einander  bilden,  so  dass 

1800— 

Die  Winkel  S '  wählen  wir  ebenfalls  spitz,  so  ist  unter  diesen 
Annahmen 

20  «  90- 4- 2  t  4- ^4-180^ 

—  tf'  ==  5-f  A  -  90»  =  2tf  —  V 

wo  T  der  Winkel  ist,  den  die  erste  Strecke  Terlftngert  mit  der  2. 
Geraden  eioschliesst,  and  da 

siu  a 


so  folgt 

90)  ^cosib  — cosT 

woraus  nene  Beziehungen  gefolgert  werden  küuuon,  wenn  «  <—  ^  ist. 
Ans  der  Formel 

lassen  sich  ebenfalls  manche  neue  Sätzo  ableiten,  wenn  mau  die 
Winkel  zwischen  den  Geraden  nnd  BadienTCctoren  einfahrt. 
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Ans  dorn  Yorstehcndcu  lässt  sich  noch  ein  Tangentonproblem 
lösen.  Berührt  ein  Kreis  die  Lemiiislfato ,  so  wird  die  eine  Sehne 
znr  Tangente,  und  der  zngehörigo  \Viiiki  1  6'  ist  dem  Winkel  zwischen 
dieser  Tangente  und  dem  Radiu  v tu  tor  gleich,  also  -=90^  —  2y. 
Der  Winkel  S'  der  2.  Sohne  ist  albo  —  90«  — 2q().  Hierauf  beruht 
die  allgemeine  Auflösung  der  Aufgabe,  durch  2  gegebene  Punkte  der 
Lenmiskate  einen  Beiühmngskreis  hindurch  zu  legen. 

Da  S'  als  Winkel  zwischen  der  die  beiden  Punkte  verbindenden 
Sehne  und  ihrer  Mittellinie  nach  O  bekannt  ist,  so  ist  auch  der 
Polarwinkel  q>  —  4(90*^  —  5')  des  Berührungspunktes  bestimmt,  was 
auch  ohne  Ilechnung  klar  ist,  da  die  verläagerte  Mittellinie  dea 
Berührungspunkt  treffen  muss. 

Wir  wollen  hier  die  Belation 

noch  einmal  discutiren.  Die  <p  sind  die  Polarwiukel  der  Schnitt- 
punkte von  Lemniskatc  und  Kreis,  r  und  t'  die  Neigung  zweier 
gegenüber  stehenden  Sehnen  oder  auch  Diagonalen  gegen  die  Achse. 
Jede  dieser  Sehnen  schneidet  aber  die  Lemniskate  in  noch  je  2 
Fankten,  welche  durch  die  Winkel    ^4»  2i  Xs  bezeichnet  sein  mögen. 

Bti  BerttckdcfatigaDg  der  Lage  ist  für  beide  Sehnen 

<ri+9>2+t3+t4      360«  +  2r 

ürp  =1800-fT  +  T' 


91)  ^s+^4+Zi-i-Xi  -  ISO*  4-*+«' 

Dieser  Ausdruck  stimmt  aber  mit  dem  in  bö)  abgeleiteten  i5ber- 
ein.  Hieraus  folgt,  dass  durch  die  Funkte  2iXi>  V'a'V*  ebenlalis  ein 
EreiB  hindurchgelegt  worden  kann.   Und  weil 

so  folgt  vermöge  der  Formol 

da»  der  Mittelpmikt  dieies  ICreises  durch  12(130^+ a)  beetiiimit  ist 

Aach  diese  Ableitung  steht  mit  schon  früher  Vorgetragenem  in 
dlrecter  Yerhindting,  wie  man  leieht  finden  wird. 

Ebenso  leicht  ergibt  sich  vermöge  der  formel 
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iL         lin(2tf  —  U) 

siii(2<f'— ü)  > 

and  der  Cbiiniureaohento  des  KreSsa«  Termittebt  EUmloAtioii  ir 
und  S«*—  U  eine  Belntion  «wlsdien  den  Kreiindien  «,  a*,  die  nsf 
eine  Oleicliang  9.  Graden  fitlbrt 

Vergleicht  maa  die  GleicbuDgeu  für  dea  Kreis  und  die  Oerade  « 
etwa  in  der  Form 

eoB9*-<-2eo62vcoe?'  etc.  (iZ*>-2c'J2'coB2a4-(;*)coB29^—  ete. 

nnd  nntenncbt,  ob  es  möglich  sei,  die  Woneln  beider  identiicfa  n 
machen,  eo  findet  man  folgende  Bedingongen 

e*  ~  i2*G08 2a  ~    C08  2v 
JR^sitt2«  s  «*iin2* 

92) 

««-ÄS=:i:2Ä# 

woraus 

12'iin2« 

J2«— 20>il*cOB2tt-i-«A  ^  «4 

Genügen  die  R  und  «  diesen  Bedingungen,  so  sind  die  Wnneln 
identisch.    Man  bemerke,  daes  die  letzte  Relation  fitr  constante 
eine  CaBiiniscbe  Cnnre  reprftsentirt. 

Bewnden  dn&di  Irt  der  Fall  ^  —     Die  Parallelität  der  Ge-  * 
reden  dnreh  entsprechende  Fnnkte  mOge  noch  bemerkt  werden« 
Yergl.  90). 

Andere  Sätze  eigebeu  sieb  von  selbst. 

Als  Speciallfall  Ähren  wir  nodi  an,  dass,  wenn  zwei  ooneen- 
Irische  Kreise,  deren  gemeinsame  Centra  aaf  der  ü^Achse  liegen, 
die  Lemniskate  taagiren ,  die  Halbmesser  dieser  Kreise  sich  Tcr- 
halten  wie  die  ent8prechendenRadienTectoren.4hrer  Berflhrangspankte. 

Die  Lemniskate  und  die  Parabel. 

Eine  gewisse  sich  auf  eine  Gleicbnng  beziehende  Verwandtschaft 
zwischen  Lemniskate  nnd  Parabel  lässt  sich  noch  wie  folgt  nach- 
weisen. 
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Ein  Kreis,  dessen  Centrum  die  Polarcoordinaten  R(a)  habe, 
gehe  durch  den  Brampnnkt  der  Ptrabel ,  «eldieii  wir  als  Anfimgi* 
pnokt  annehmen. 

Die  BrenniCnhlen  r  m<%Mi  mit  R  Winlnl  8r  eiatcbliflMeii. 
Aas 

^  —  sin  i(2y  4-  a)«coß  2q> 
folgt  für  cos  29»  eine  biqaaüratische  Gleichung 

93)  cob2^*  — 2cosaco8  29)3-J-^^  cos  a  4- cos  o'^  cos  2 9* 

-|cos2y+|^,=0 

welche  mit  der  Gleichaug  zwischen  Lemniskate  und  Geraden  ttber- 
einatimmt,  wenn 

1  =  ?»  «»2r 

angenommen  wird.  Diese  Ueberoinstimmung  der  Constanteu  beider 
Cnrven  genügt,  nm  die  Polarwinkel  der  einen  dnr^  die  der  an- 
deren darsQStellen. 

Die  Cosinosresolvente  der  Parabel  ist  in  diesem  Fall 

94)  CO»iy«  -f  (^-f  cosa^  cosiy*—  ^  =  0 

worin  dio  y  die  Winkel  zwischen  den  gegenüber  liegenden  Seiten 

und  Diagonalen  bedeuten. 

Noch  allgemeiner  würden  diese  Relationen  ausfallen,  wenn  der 
Kreis  durch  einen  Brennpunkt  eines  beliebigen  Kegelschnitts  hin- 
durch geht  Die  Ecsolvente  wird  dann 

95)  cos —      + cosc^ eos iy*-f         cos y  —  cos « ^-j^^ 

nnd  ein  kurzer  Vergleich  dit  str  mit  der  LemniskatenresolTente  85) 
l&88t  die  Identität  beider  erkennen,  wenn 
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eingeführt  wird.  Die  weitere  Untersuelinng  dieser  YerhAltnitse  bietet 
manches  Interesse,  z.  6.  wenn  der  Kreis  die  Curve  berttbrt.  Ueber 
eine  Anwendung  der  Parabel  hinsichtlich  des  TaogenteDproMeme  der 
Lemniskate  haben  wir  schon  froher  berichtet. 

Es  existiren  noch  andere  Beziehungen  zwischen  der  Lemnlskate 
nnd  den  Kegelschnitten,  worauf  wir  hier  aber  nicht  weiter  eingehen 
wollen.  Wir  werden  sp&ter  in  der  Theorie  der  letxteren  darauf  zn- 
rflckkommen. 

S  la 

Die  Lemnishate  und  die  gleichseitige  Hyperbel. 

Da  das  Entstehnngsgesetz  der  Lemnishate  dnrch  polarische  Be- 
ziehang  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel  verknApit  ist,  so  Ittsst  sich 
im  Voraus  schliessen,  dass  die  gemeinsame  Betrachtung  beider  Gnrven 
auf  interessante  Relationen  fahren  werde.  Einige  davon  Terdienen 
bemerkt  zu  werden. 

Die  gleichaeitige  Hyperbel  und  ihre  Fnaspnnktmirre  werde  von 
einem  Kreise,  dessen  Centmm  B{a)  nnd  dessen  Badius  s:  9  sei,  in 
4  Punkten  geschnitten. 

Aus 

«•  =»  Ä»+r*  —  2Rr  COS  (« —9) 

folgt 

96)  tg  J*— a*)*+41Z*a*8ina*)  +4A*a*  sin 2«tg9»* 
+(2a«'  -  3(ie*^«>)*+ii2'«'ce82a)tg9i*'-4iZ^a*8in2«tg9 
+(Ä»— <»+a*)«-  4JS"a*C08tt>  =  0 

Vergleicht  man  sie  mit  der  analogen  fftr  '^ie  Lemniskate  and  den 
Kreil 

97)  tg<p*(  fl»)>-|-4ß'a»sin««)  +  4Ä«a«8in2«tg<p» 

-f-  ( 2  f    -      -  2a*  -f  4/2'  a»  cos2a) tg g>* — 4Ä« a^sinSa tg^ 
+(jB^-  «>4-a^^— 4ii*a>C0Sa'  —  0 

80  erkennt  man  die  Identität  beider,  wenn 

Ät_,s  «.  J-^i 

gesetzt  wird.   Daraus  folgt  der  Satz: 

Wenn  der  Badius  9  eines  Kreises,  der  mit  der  Lemniskate 
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die  Centrale  R  liat,  der  Bedlngang 


genügt ,  80  gehen  dio  nach  den  Sciinittpuiikten  beider  Curven  ge- 
zogenen RadicnvcctürcMi  r  rückwärts  verlängert  durch  die  Schnitt- 
punkte des  Kreises  und  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Umgekehrt  schneiden  diese  Radienvectoren  der  Hyperbel  rttck- 
iriiia  YerlAogert  die  Lemniskate  in  4  Kreispuokten. 

Bei  den  folgenden  DarstellnDgen  wolle  man  die  Relation 
beaehteo,  welche  ans  den  Polafgleichnngeo 


cos  2(p 

herTorgeht  Dtese  beiden  correspondirenden  Punkte  r{(p\  R{tp)  be- 
seiclinen  wir  mit  P  nnd  P'. 

Von  den  Breun  punkten  der  Hyperbel  ziehen  wir  Gerade  nach 
dem  Lemniskatenpuiilae  welche  den  "Winkel  E  bilden,  und  forner 
von  den  Brennpuukten  der  Leinuiskate  nach  dem  Hyperbelpuukte  P' 
Gerade,  welche  den  Winkel  E'  einschliesson. 

YennOge  der  FormeU 

und  der  Folargleichungen  erhalt  man  nach  EinfUhrang  dieser  die 
Relation 


und  damit  den  Satz: 


Die  Leitstrahlen  der  Lemniskate  nach  einem  Hyperbelpnnkte  P' 
imd  die  Leitstrahlea  der  Hyperbel  nach  dem  correspondirenden  Lern- 
niskatenpnnkte  P  scUiessen  ein  EreisTiereck  ein. 

Eine  weitere  Verbindung  beider  Curven  findet  sich  wie  folgt. 

Wir  bexefchnen  die  Winkel,  welche  die  Scheitelsinhien  Ton  den 
Endpunkten  ±a  der  Achse  mit  P  nnd  P'  einschliessen,  besflgttch 
mit  y  end  fi,  dann  findet  man  wie  oben 
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cosy'-  tgip 

iko 

y+r'  - 180* 

Oder:  Die  Scheitelstrahlen  zweier  correspondirouder  Punkte  der 
Lemniskate  und  Hyperbel  schliessen  ein  Kreisviereck  ein. 

Für  dritte  Ableitong  eigibt  sich  ans  der  Polargleiehiing  der 
Hyperbel 

£lioiiiiirt  maii  aus  dieser  und 

—     + 4  'cos  V 
den  Winkel      so  folgt  ftür  den  ^en  Leitstnibl 

für  den  andern 
woraus  znnaebst 

folgt  nnd  femer,  wenn  die  Leitstrahlen  mn  der  Lemniskate  durch 

y2ii  —  y^»4^4-r 

definirt  sind,  dass 

P  « 

ist,  wonacli  das  Verhältuiss  correspoudirender  Leitstrahlen  für  beide 
Curven  das  nämliche  bleibt. 

Wir  bezeichnen  nun  iHe  Winkel,  welche  diese  Leitstrablen  mit 
einander  bilden,  durch  &\  dann  besteht  zunächst  für  die  Hyperbel 
die  Formel 

16<»»  =  q'*  +  e"*- 2p'  q"  cos  e 

ans  welcher  leicht 

Jisin|6'  — a 

folgt  Weil  aber 

Rr  —       und   r  =  a  COB^^ 

Ist,  SO  ist 

Binde's  cos  )9 

oder 

100)  e  +  ^aslSO» 

woraus  der  Sats: 
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Die  Leitstrablou  der  Lemoi^te  nnd  Hypwbel  nach  oorrespoa- 
direndon  Punkten  ihrer  Curre  schliessen  ein  Ereis?iereck  ein. 

Daran  knüpft  sich  ein  4.  Satz,  den  wir  noch  mitteilen  wollen. 

Wir  haben  oben  die  Focalwinkol  der  Hyperbel  und  ^"  ein- 
geführt. Dieselben  stehen  mit  2  andern  in  der  Lcnmiskate  in  merk- 
würdiger Vcrbiuduug.    ftieso  Winkel  i/;  sind  nämlich  denen  gleich, 

welche  der  Radiusvector  r  der  LoninislvatG  mit  den  Brennstrahlen 
ryi  n  bezüglich  einscliliesst,  und  die  wie  wir  schon  frühfr  t^ofinidou,  durch 
^b-j-tp  und  i®  — 9?  dclinirt  sind.  Bei  Betrachtung  der  Figur  ergibt 
sich  dann  leicht  der  Satz: 

Die  beiden  corrcspondirenden  Pankte  auf  Lemnisltate  und  Hyperbel 
bilden  mit  je  zwei  ihrer  snsaininen  'gehörigen  Brennpunkte  entspre- 
chende Kteisvierecke. 

Die  Tanfcnte  des  Hypcrbelpanktes  P'  schneide  die  X-Achse  In 
die  F-Achse  in  Ni  nennen  wir  dann  noch  ihren  xweiten  Schnitt- 
pankt  -mit  der  Lemniskate  F\  so  sind  MNP'P"  einander  zugeord- 
nete harntonisehe  Pankte,  wie  leicht  zn  beweisen  ist 

Ferner  möge  der  Focalkrpis,  der  durch  die  Brcnnpankte  ic 
geht,  die  F-Achso  iu  2  Puukteu  Fund  F'  schneiden;  ziehen  wir 
uuu  durch  die  Lcmuiskato  eine  der  A- Achse  parallele  Gerade,  für 
welche  die  leicht  abzuleitenden  Relationen 

bestehen,  ond  halbiren  die  Focalwinkel  6,  nnd  dnrch  Geraden, 
welche  die  F-Achse  in  G  nnd  Q'  sehneiden,  so  sind  FF'GG'  ein- 
ander zogeordnete  harmonische  Puukio. 

$  11. 

Die  Linie  gleicher  Producta. 
Das  Absolutglied  in  der  Gleichung  der  Geraden  18)  wird  durch 

1)  Ä*—  ft*  Ä*C08  2q>  —  ar,  3^ 

definirt.  Es  ist  vou  der  Richtung  der  Geraden  oder  vom  Winkel  S 
nnabhitnf^ig  und  drückt  aus,  dass  das  Product  der  vier  von  R(rf>)  au 
g<  rcclLueten  Secanten  almlich  wie  beim  Kreise  constant  ist,  wie  auch 
die  Geraden  durch  jenen  testen  Puukt  gezogen  werden  mögen. 

Wie  ans  der  Formel  hervorgeht,  ist  die  Cunre  gleicher  Prodncte 
eine  Cassinische  Linie. 

Arch.  d.  Math.  u.  Pbj*.  2.  Helhe.  T.  TUI.  ^ 
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Wir  tflschroibea  um  den  Lemaiskatenmittelpaakt  O  einen  Kreis 
vom  Halbmesser  h,  ziehen  von  It{<p)  an  diesen  eine  Tangente  —  I 
nnd  setzen  fest,  dass  das  Prodnet  gleich  sein  soll  der  4.  Potens 
dieser  Tangente,  also  dass 

ist  Da  aber 

tl— — 

ist,  so  geht  ans  dieser  Einfahrung  die  Beziehung 

J8*  -  a«i2*  cos  2y  —  (Ä«  -  Ä«)» 
henror,  welche  auf  eine  Kegelschnittsgleiehung 


als  geometrischen  Ort  der  Punkte  gleicher  Potenzen  fflhrt.  8ie  itelU 
eine  Ellipse  dar,  wenn  A  >>  eine  Hyperbel,  wenn  h<^e,  dne  Ge- 
rade y  =  ^e,  wenn  A     e  ist 

Legt  man  allgemein  die  Gleichung  der  Gassinisohen  Canren  an* 
statt  der  Schleifenlemniskate  zu  Grunde^  so  modificiren  sich  die  For- 
meln etwas,  die  Kegelschnittsgleichangen  aber  sind  analog  den  obigen. 

Die  Uutersucliung  kann  auf  2  Leraniskateu  ausgedebut  werdeu 
in  dem  Sinne,  dass  das  Product  oder  die  Potenz  für  beide  gleich 
sei.   Der  Untersuchung  legen  wir  demnach  2  Lemniskaten 

r*  =•  a'cos29,    r*  =s  a'>cos27 

zu  Grunde.  Die  Centrale  beider  sei  R  und  ihre  Neigung  zur  a- 
Achse  «  fi.  Die  beiden  Achsen  mOgen  noch  den  Winkel  a  ein- 
Bchliessen. 

Die  AuBfUhruug  der  Kechnungcu  ergibt  die  Curvengleichung 

3)  8r*>-2{«»+y«)(2Ä!rcos«+2Äy8in«  -Ä«) 

-f  (2J7reo8flr-f-2i?^sintt— 

■=  a'*cos2/3(x«  — y»— 2i?a;cosa-{-2Ä3^8ina  +  Ä*C08  2«) 
+    sin  2ß{2xif  —  2äe  sin  a — 2Ry  cos  a  -|-  R'^  i>iu  2a) 

welche  dem  3.  Grad  angcliört.  Für  7^  =  0,  also  för  concentriscbe 
Lemniskaten  rcducirt  sie  sich  auf  ein  System  zweier  senkrecht  auf 
einander  stehenden  Geraden 

,     ,  24x'*sin2ff 
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Die  Liniß  ploicher  Producto  wird  sehr  oiiifadi  und  führt  auf  den 
2.  Grad,  wenu  die  Achsen  beider  Carveu  la  oiuer  Geraden  liegen,  a 
und  ß,  also  =  0  sind. 

Mao  findet  zanächat,  wenn  die  Centrale  mit  g  bezeichnet  wird: 

Wir  führen  die  Division  durch  uud  setsen  das  Kestglied  0, 
*  man  erhält  die  Gloiehuog  eines  iüreises 

5)    x'+s^"  a:  H  ^  «0 

mit  der  Bedingung 

Benotzt  man  sie,  nm  die  Kreisgleichung  za  transformireu ,  so 
wird  letztere 

nnd  ntellt  die  Lii^e  i^eiclior  Producte  iu  einfachster  Form  dar.  Da 
die  Gleichung  f&r  quadratisch  ist,  so  ergibt  sich  aas  ihrer  Auf 
lOsung 

8)        V  =  a«+a**±  y(3a«  — a'*J(3a'^--a*) 

dass  2  Centralen  existiren,  so  dass  die  zweite  Lcmuiskate  2  ferscbie- 
dene  Lagen  annehmen  kann.  Wie  aus  einer  weiteren  goometrisclien 
Detrachtung  bervorgcht,  geht  die  Linie  gleicher  Producte  durch  die 
gemeinsamen  Schnittpnnkte  der  entsprechenden  Lemoislcaten. 

Aua  dem  Baa  der  Gleichungen  folgen  noch  gewisse  Deterroina- 
tionen,  welche  zu  berAcksichtigen  sind,  womit  wir  uns  aber  hier  nicht 
weiter  beschftftigen  wollen.  Wir  wollen  nur  andenten,  dass  diese 
apeciellen  Sfttze  hinsichtlich  der  Cassiniachen  Gurven  einer  Erwd- 
terang  ffthig  sind. 

Es  mögo  hier  noch  erwaliiit  weiden,  dass,  wenu  xy  Lewniskaten- 
cuurdiüuttü  darsteilen,  die  daraus  combinirten 

r—  y—nx 
Coordinaten  Xit  einer  Gleichung 

S' 
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genOgon,  die  wieder  darch  eine  Lemnigkato  repräsontirt  ist  und  bei 
▼ariabetemn  Terachiedene  Lagen*  nnd  OrösaenTerhältniflse  annimmt 

Wird  die  Gleichung  nach  n  differentiirt  um  die  einhüllende  Curve 
aller  Lemniekaten  zu  finden,  so  rcsukiH  als  solche  die  durch 

dargeeteUto  gleiebseitigo  Hyperbel. 

Betrachtet  man  endlich  noch  die  ao8  den  obigen  Ausdrucken, 
faervorgobenden 

Goordinaten  als  die  einer  gesuchten  Cunrc,  wfthrend  XT  der 
Lemniskato  angehören,  so  rosultirt  die  Gnrre 

i2»  «=.  a2co8Ä*cO8  2(0— Ä) 

und  die  Einhüllende  aUer  für  n  «  tgA  Toränderlichen  Lemaiskaten 
ftthrt  auf  die  Fusspunktgleichung  der  Lemniskato 

1^  —  ocosfdl 

Die  Untersuchung  der  redproken  Polare  dieser  Cunre  ist  des- 
halb bemerkenswert,  weil  sie  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel  in  Ver- 
bindung tritt.  Auch  die  Annahme,  dass  die  Lemniskate  hinsichtlich 
ihrer  Brennpankto  oder  auch  ihres  Mittelpunktes  als  Katakaustik 
oder  Brennlinie  einer  Curve  aufgcfasst  werden  kann,  verdient  wegen 
der  daraus  sidi  ergebenden  Resultate  Beachtung. 

§  12. 

Die  Bectification  der  CassiniUchen  Linien. 

Die  folgenden  Entwickclungen  über  die  Kettification  der  Lom- 
niskaten  werden  vielleicht  aus  dem  Grunde  bemerkenswert  erschei- 
nen, weil  wir  eine  Variabcle  einführen,  die  mau  bisher  Uborsehcu 
hat,  aber  als  sehr  geeignet  erscheint,  die  Integration  auf  einen  eiu- 
&chen  Ausdruck  znrackzufabren. 

Ausserdem  ist  derselbe  noch  einer  geometrischen  Discussion  zu- 
gftaglich,  welche  manches  Anregende  bietet 

Anstatt  der  wenig  geeigneten  Variabelen  at  oder  r  oder  <p  wählen 
wir  als  Yariabclo  den  schon  häutig  benutzteu  Focalwinkel  der  Leit- 
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strahl nn  oines  Punkt ph  der  Curve,  der  ans  auch  später  noch  wich- 
tige Dienste  leisteu  wird. 

Er  hängt  mit  dem  Badinivector  r  der  Gurre 

r*  —  2c*  r*  COS  2fl>  4-  C*  —  2* 

dnreh  die  Relation 

zusamtneu.  Die  Beziehung  zwischen  q>  und  6  findet  sich  aus 

2*      sin  ö 


Bmq)  = 


2cy««4.g»co«# 


Unter  Beachtung  dieser  Formel u  erhält  man  vermittelst  be- 
kannter Methoden  schliesslich  das  latogral 

A/         Ä«  +  cösÖ  ^  c 

9)  *  =  ^J  y  (*«4.co8ie*)(iki-Biniai)'*i^' 

Dies  lütegral  werden  wir  nachher  in  Reihen  entwickeln,  vorher 
aber  die  interessanten  Eigenscbafteii  discutiroD,  weiche  damit  ver- 
knOpft  sind. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Grenzen  di3r  lutegratioQ  davon 
abhängen,  ob  die  Curve  aus  2  Ovalen  oder  aus  einem  usgoteilten 

Ganzen  besteht.  Aosserdem  ist  das  Terbältniss  h  ^  ^fürbeido  Falle 

8 

3M  beaebten,  welehea  entsprechend  ^  1  oder  aacb  —  1  sein  kann. 
Zugleich  bestimmt 

-  =»  8in£ 

fttr  die  ans  einem  Zuge  bestehenden  Gnrre^  ftor  welche  g  >^  0  ist,  die 
obere  Grenze,  während  bei  den  Oralen  das  Integral  0  bii  is  ge* 
nommen  werden  kann. 

Nnn  möge  das  Integral 

''0       y  A     Bin  » 


10) 


sich  auf  ein  Oval  und 
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auf  eine  ungeteilte  Lemtiiskafo  beziehen,  deren  Constanlen  ausser- 
dem noch  von  der  ersten  verschieden  sein  sollen.  Die  Grenzen  lind 
ia  beiden  verschieden.   Daher  sabstitoiren  wir  im  zweiten  integral 

12)  Bin^e' —  l^ainie 

und  erhalten  nach  einigen  Umformungen  das  Integral 

0-.      /  2  


welches  nan  aneh  von  0  Mb  n  genoniDon  werden  kaDD.  Man  be* 
merke  aber  wol ,  dasB  trotz  der  Transforinatioii  der  Bau  des  Inte- 

c 

grals  derselbe  geblieben  ist,  indem  nur  die  Glieder  ^  sich  in  ihre 

reciproken  Werte  umgesetzt  haben*  Daher  ist  das  erste  mid  dritte 
Integral  ttberhaopt  identiBcb,  wenn 

gesetzt  wird,  woraus 
U) 

als  Bedingung  resultirt,  wenn  die  nach  12)  eutpprecheuden  Lemnis- 
katen  bogen  iu  einfachem  Yerhältniss  zu  einander  stehen  sollen. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  confocale  Lemniskaten  an, 
Bo  ist 

J5) 

Bin  46'=^  sin  |e 

welche  Formel,  wenn 


eingeführt  wird,  auch  in 


^  —  8ioJS7' 
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16)  8io|6'— BiDE'siaJe 

tUbergeht 

Für  die  Bogen  bestehen  nun  folgende  allgemeine  Ausdrücke, 
wenn  das  Integral  —  J  gesetzt  wird: 

.-«-.^ 

e 

17) 

—  ^' ,  ^ 

woraus 

18)  - 

oder  In  dem  znnftcbst  betrachteten  Falle  von  confocalen  Corven 

c» 

d.  i. 

In  confocalen  Lemniskaten,  deren  Parameter  q  und  9'  *~  ~ 

sind,  entspricht  vermittelst  12)  jedem  Bogen  s  der  einen  Cnrve  ein 
analoger      der  zweiten,  welche  beide  in  dem  nnveränderlicben 

Torbftltniss  ^  za  einander  stoben.  Daher  besteht  auch  zwischen 

den  UmfihigeD  beider  Cnrven  das  nSmlicihe  Verhältniss  8an£'*.  (Tergl. 
HobmQller,  Lemniskatische  Geometrie  S.  851  und  s,  Schlnsanote). 

inrir  ffigen  noch  einige  Bemwfcnngen  bei. 
Ans 

Bin|9 

folgt 

Bm£'*  — i ,  ^ 

1  —  cos  0 

Hierin  drttcken  wir  vermittelst  der  Formel 

r«  =  c«H-g»C08e 

6  dnrch  r  ans»  und  finden  zanftchst 
und  weil 
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80  folgt  schlieBSlich  der  dofiAche  Aasdinck 


also  auch 


8iü£'  =- 


so  dass  >•  oder  r'  mit  Leichtigkeit  gefundon  werden  kann,  wodurch 
auch  der  eine  Bogen  durch  dcu  andoru  beätimmt  ist 


Daher  ist  auch 


20)  7-71 

oder  die  entsprechenden  Bogen  verbalton  sich  wie  die  dritten  Po- 
tenzen ihrer  Badienvectoren. 

Oder:  Bestimmt  man  in  zwei  Lemniskaten,  welche  die  Parameter 

q  und  fl'  -  haben,  2  Punkte  derart ,  dass  ihre  fiadienvectoren  in 
Gonstantem  Verbältniss 

-7  =  8ini^ 
r 

za  einander  stehen,  so  verhalten  sieb  die  entsprechend«!  Bogen  » 
nnd  «'  wie  die  dritten  Potenzen  dieser  Radien. 

Der  allgemcinero  Fall  nicht  confocaler  Lcmnislcateu  mdge  noch 
kurz  erledigt  werden.  Die  Gleichungen  sind  jetzt: 

—2c»  r*  cos2^  +«*  — 
2c'«r'«cos2ip'+c'*  — 

die  Brennpunkte  sind  ±.c  und  ±.Ct  die  Parameter  g  und  g'. 

Ans  der  Hanptformel 

cc*  qg[* 

oder 

folgt  schon,  dass  die  erste  Curve  xwei  Ovale,  die  zweite  ein  Ganzes 
bildet  Die  betreffenden  Bogen  haben  jetzt  das  Yerhältuiss 

21)  ^«^sin±;'3 
wo  wie  fimher 
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itt  £beiiBO  entwickelt  sich  leicbt  das  folgende  TerhültniM 

22)  ^  =  %in£?' 

r  c 

Wollte  man  annehmen,  dass  etwa  der  Bogen  «'  das  »-fache  von 
9  sei,  80  wflrde  zonächst 


besteheu.  Ist  die  äusscro  Curve  als  bekannt  oder  gezeichnet  Toraos- 
gesetzt,  so  wftrden  die  £lemente  der  innem  za  bestimmen  sein. 

Man  findet  leicht 

und  ist  ans  diesen  Data  die  Ovale  gezeichnet,  so  entspricht  jedem 
Punkt  &  der  ftassem  ein  dnrch 

bestimmter  Paukt  der  inoern  Curve,  deren  Bogen  sich  wie  n :  1  ver- 
halten. Die  UmfilDge  haben  ebenfisUs  das  nftmliche  YerhiUtQiBS. 

Aus  dem  Vorstebeudcu  gebt  hervor,  da&s  die  Lemniskatenbogeu 
in  ähnlicher  VTeise  mit  einander  verglichen  werden  können,  wie  dies 
bei  den  Kegelschnitten  der  Fall  ist. 


§  13. 

Wir  gehen  jetzt  zn  den  Üeihenentwickelnngen  Uber,  welche  wir 
zunächst  anf  das  Integral  flBr  die  Ovale 

2 


beziehen.  Der  Abkflrzung  wegen  schreiben  wir  es 
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2 


Dud  eutwickela  die  einzeioen  Ausdrttcke  ia  Keiben.  Man  findet 


9t 

2 

h 


ff 


I 

/ 


2 


0    I    +j^<Öo«-da>i2-5a/3«— 13^')8inie<i 


Die  lütegratioQsgrenzon  er&trccken  sich  von  O  bis  2' 


2 

Hinsicbtlicb  der  BesUmmaug  von  /  8iu^6^'*c29Terweisen  wiraof 

bckaunteForoielu  und  geben  hier  das  SühlussresQitatjiudem  wir  den  echten 
Bruch  ^  mit  h  bezeichnen,  da  das  ErKebniss  ranftchBt  für  0?a]e  gilt 

"^256  (1+*)»  "V 

Die  Bectification  der  ungeteiltea  Lemnisfcaton  fltthrt,  wie  «ir 
oben  nachgewiesen,  anf  dn  analoges  Integral  mit  reciprokem  Para- 
meter. 


Digitized  by  Google 


Oekinffhau$s  Di»  L«mnitkat4.  43 

Beieidmen  wir  aacb  jetst  wieder  mit  k  den  Aoadmck  wel- 
cher eia  echter  Bruch  ist,  so  wird  der  Bogen  *'  durch 

25)  .  -g^^^  +  inp.  +  ei 

+  256  (1 4-^)^  *•*  ) 

Erwähneniwert  ist  noch  die  folgende  Transformation. 

Die  Schttitipnokte  Jha  der  grossen  Aclise  der  Cassioisction  Cnr- 
also  Ihre  Scheitelpankte  verbinden  wir  mit  einem  beliebigen 

Carrenpunkte,  welcher  den  Focalwinkel  (-j  hat,  durch  Scbettelgeradeo. 
Sieselbea  mögen  den  (spitzen)  Scheitelwinkel  f  einschliessen. 

Man  findet  vermöge  der  Formel 

2  ra  Bin  9»  -/ «-i — ff 

schliesslich  die  einfache  Relation 

36)  «04,-:^-=^,  ml» 


Daher  lllsst  sich  anstatt  9  in  das  Integral  einfflhren,  und  man 
ündet 


n 

2 


%        I    1  /  1— icosy« 

0       y  (l+^,C08y«)(l-^2*"08y«) 

wddies  noch  elnihcfaer  gebaut  ist,  als  die  vorhergehenden  und  idcb 

aaf  den  Fall  der  Ovalen  bezieht,  wo  -  <*  1  ist.    Das  Integral  ist 

c 

TOD  O  bis  ^  zu  UL'limeii.  JJio  Eut Wickelungen  in  Reiben  führen 
auf 


*)  S.  Si'hlH«tii«ic. 
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n 

2 


woraus  tcUiesBlicli  unter  BemtlzQAg  bekaantQr  Formeln 
28)  .  =  *«2(l-l*+^*«-^t»+^*'-...)  ' 

als  die  gesuchte  Keibe  für  den  Bogen  «  hervorgeht.   Darin  bedeatet 

und  a  Ist  die  Lftage  der  gresseD  Achse. 


§  14. 

Die  geometrische  GonstractioD  des  Additlonstheorems 
der  elliptischen  Integrale  1.  Gattnng  vermittelst  der 

Lemni  skate. 

Die  von  Jacobi  gegebene  Auflösung  dieses  Problems  gründet 
sich  auf  die  Eigenschaften  des  Kreises.  Dass  die  Kegelschnitte 
ebeufalls  mit  Erfolg  verwertet  werden  können,  haben  wir  schou 
früher  mehrfach  bewiesen.  Wegen  der  Verwandtschaft  der  Lemnis- 
katcn  mit  deu  Kcgelschuitteu  ist  die  Müglichkeit  nicht  ausgoscblosseUf 
dass  aach  die  Lomniskate  einea  Betrag  zur  Aoflösiing  bringen  wird. 
Es  kommt  nur  darauf  an,  unter  den  mannigfschen  Yerbiltnissea 
diejenigen  zn  treffen,  welche  sich  den  Bedingongen  der  Anfgabe  am 
natOrlichsten  nnd  ungezwungensten  anschmiegen. 

Wir  legen  durch  die  Mitte  der  Lonuiiskate  einen  Kreis ,  dessen 
Centrum  die  Coordinateu  E(a)  hat.  Eine  Gleichnng  für  die  beiden 
den  Schnittpunkten  entsprechenden  Focahvinkel  S  und  B\  welche 
bekanntlich  von  den  Leitstrahlen  gebildet  werdeu,  iät  nun  leicht  aaf- 
zustellen. 

Sie  ist 

2c  c* 
29)       tglö«C082«+|r8in«tgJö-f  2co8a>~  ^  — 0 
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Wir  fnbroii  darin  eine  andere  Yariabeie  ein,  hervorgehend  ans 

tg  tg  8  «.  V2 

nnd  erinnern  daran',  dass  /  der  (spitze)  Sclicitolwinkel  ist,  den  2 
Yon  den  Endpunkten  der  Achse  ±a  nach  dem  genannten  Pankte 
der  Corve  einschliessen. 

Die  erste  Gldchuug  geht  dann  in 

(c*  \  2« 
2co8«*  — ^j4- 8iuatgy-i-2co82o  —0 

Aber.  Daran  schliessen  sich 

Biny*  2        — Blntt«coB2«^siny«H-co82«»— 0 

31) 

C08  y*  (  2^  4-  8in  «*  i  —2  (  ^  +  sin  «•  cos «*  —  ^  cos  2« Jcosy * 

9 

Diese  bilden  die  Basis  der  nachfolgenden  Anfstellongen. 
Die  Fnndamentalforfflel  des  Additionstheorems 

18t  bekaDDtlicli 

cos  yi  cos   — sin  yi  sin   ^(y)  =  cos  y 

Die  constitttlrenden  Werte  sind  nnn  aus  den  Gleichungen  SO) 
und  31)  bekannt,  nnd  wir  haben 

^  -  cosA*q:GOs2«r^()r)  —  cosy  ^^^i+sin««^ 
Wir  führen 

£COSa  =  x,   Hsmcc ff 
ein  nnd  ordnen  die  Formel  demgemilss.  Man  findet: 

32)  af«(l i://)-f.y«(C08yq:  ^)  s=  ««Bin^y« 

Damit  haben  wir  einen  Kegelschnitt  erhalten,  der  die  Bedingungen 
des  Theorems  erfftlU. 

Der  geometrische  Ort  der  Gentra  der  durch  den  Mittelpunkt 
der  liCmniskate  gehenden  Kreise,  welche  in  ihren  Schnittpunkten 
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die  Scheitel- Winkel  y  als  Amplituden  der  elliptisdion  Integrale  t.  Gal- 
taog  bestimmen  und  damit  das  AdditiouBtheorem  Ifisen,  ist  eineKIlipae 

??iap+  <r»eia iy»  * 


oder  eine  Hyperbel 


1  — ^(y)  ^fy)-f-cosy 


34)  ^*  -^1 

l-j-J(y)  —  C08  y 

Betrachten  wir  den  Fall  der  Ellipse  aiher. 

Ihre  Achseo  sind 

FObren  wir 

ein,  so  erbilt  man  ans 

=  cos  ^  —  coa  y  sin  ß  • 
sinßcosi!;  ,  s)n£cos£J 


V*«— sinis:*'  V*«-sin£» 

80  dass  hei  bestimmteü  E  und  A:  der  Modulus  y  bekannt  ist 
Derselbe  folgt  auch  ans 

35)  <'*t«iy*  =  :irpB« 

welche  Formel  geometrischo  Bedeutung  hcsitzt.  Es  ist  nämlich  der 
rechtsstphpude  Ausdruck  das  Quadrat  des  Kadiusvectors  p,  der  mit 
der  Achse  den  Winkel  von  45°  einschlicsst  und  also  mit  der  Asymptote 
der  Lemoiskate  (Hyperhel)  zusammeufallt  und  eine  Grenziage  des 
Kreises  bezeichnet.  Daher  besteht  die  einfache  Relation 

36)  tgiy-f 

Die  Auflösung  des  Theorems  bemht  znnftchst  anf  der  Constrnc- 
tion  der  Achsen  der  Ellipse,  hervorgebend  ans 

2Af     1  — cosy       2g*     1  —  cosy 

nnd  der  Ellipse  selbst  Da  die  Amplituden  y  und  fi  bekannt  sind, 
so  ist  der  dem  Scheitelwinlcel  yj  entsprechende  Pnnkt  der  Lemniskate 
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leicht  gofandco,  ebenso  der  Miftolpuiikt  des  Kreisefl,  dosgen  zweiter 
Schnittpunkt  den  gesucbteu  Scheitelwinkel  Als  Amplitude  des  ent- 
sprecUeadea  lategrala  beBtimmt. 

Mm  bemerke»  dais  bei  gegebener  Ellipse  der  Modul us  durch 

gegeben,  ist  nsd  es  ist  bemerkenswert»  dass,  wenn  beide  Carven 
confocal  sind»  I;*  gleicb  |  wird.  Alsdann  druckt  das  Integral 

J  Vi— i sin/* 

den  entsprcnheiulon  Lcmiiiskateiibo5?en  u  aus,  und  das  Addftions- 
thonrern  wird  zu  %t^-\-u^^u,  Avorin  «, -f  Mj  bei  alleu  Lagen  des 
Kreises  die  unveränderliche  Summe  oder  ßogeulänge  u  erhält. 

Fflr  die  Hyperbel  gelten  die  analogen  Formeln  . 


-^■ä  *  ä — cosy 


««tg|y» 


39)  tgiy-1,,  = 


worin  9'  die  Bedeotnng  wie  bei  der  Ellipse  hat,  a.  s.  w. 

Bei  confoc.alen  Hyperbeln  folgt  wieder  A^' =  ^  and  dielnt^rale 
gehen  in  Lemuiskateubogea  über. 

Ans  den  Entwickelnngen  gebt  hervor,  dass  das  Theorem 

/^y         r  ^  r  ^Y^.  

Vl-A^siny*    J  Vi— *»8iny4»     J  Vi  — i^siny,« 

in  welchem  y  und  /  als  gegebene  Grössen  constrnirt  werden  kön* 
neu,  hinsichtlich  dor  gesnchten  Amplitode  y^  durch  die  Lemniskate 
gelöst  ist,  wodurch  sich  die  Bedeatong  der  Iiemniskate  aoch  nach 
dieser  Bichtnng  offenbart. 

Die  zn  Anfang  aufgestellte  Gleichung  für  tg^^  wollen  Wir  uoch 
kurz  betiucbteu.    Wie  wir  früher  gezeigt^  ist  durch 


r  m 

*/  Vi  - 


Vi  -  isini«« 
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ein  Lemniskateubügen  deiiuirt.  Für  zwei  solchtr  Bogen  wählen  wir 
die  Belatioa 

worin  K  als  vollständiges  Integral  einen  Loroniskatenqaadranteo  aus- 
drückt  Die  Bedingung  hierfür  ist 

Beachtet  man  das  Absolutglied  der  geuuunteu  Gleichung,  so  gebt 
daraus  die  Formel 

2coi«"  =: ±  V2coB2a 

oder 

hervor,  welehe  auf  eine  Ellipse 

,   

2  —  V2  V2 

und  auf  eine  Hyperbel 

ftthrt,  welche  beide  mit  der  Lemniskate  coDfocal  sind.  Beide  schnei- 
den sich  auf  dem  Focalkreiee  vom  Radius  e  in  der  Asymptote  der 
Lemniskate  (gleichseitigen  Hyperbel).  Sie  sind  der  geometrische  Ort 
der  Gentra  aller  durdi  O  hindurch  gehenden  Kreise,  welche  auf  der 
Lemniskate  Bogen  constanter  Summe  begrenzen. 


%  15. 

Die  elliptischen  Integralfunctionen  der  Lemniskate. 

Wir  werden  hier  die  Formeln  benutzen,  weiche  wir  in  unserer 
Abhandlung  über  diese  Functionen  entwickelt  haben. 

Die  nachstehende  werden  wir  besonders  benutzen,  da  sie  die 
einfi&chste  ist. 

Es  liege  vor  die  Gleichung 

tg9»*— «tgy'+itgy*— <Jtg9+<' —  Ö 
mit  derselben  ist  verbunden  die  Function 
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drp 


C«+ 22>(1  —  Ä  +  Z>±y(i<  -  C?)«+  (1  - 

Wir  wenden  aie  an  auf  die  Gieichuug  der  Geraden  fttr  tg^» 

tg  g>*  (A8 + 2«^  cos  t2)  —  2c2  ai,^  2t  tg  <p»  -f  2{/»2  -  er  cm  2t)  ( g  tp'^ 

-f  2c^  siu  2t  tg  <p  -f    —  2c«  sia     —  0 

und  finden 


A;2 


0 


Gebt  die  Gerade  durch  eiucu  Breuupuiikt,  su  iat . 

h  B  oeiu  r 

und  far  das  untere  Zoichoo  wird     —  2»  also  die  Intogralfanctiou  zu 

J  Vcoa29» 

welche  Lemnlalcatrabogeii  darstellt  Ana  der  Relation 

ergibt  tich  demsacli  der  Satz,  dass  jede  Gerade  durch  den  Brenn- 
pvnkt  einer  Lemniskate  w  Bogen  abschneidet,  deren  Somme  der 
halben  LernnV^cate  gleich  ist 

uud  «2  I11Ü9SC11  vüii  dem  eiueu  Scheitel        «3  uud     von  dem 
ttiiilei  u  —  a  au  gerechnet  werden. 

Wir  köunen  diesem  Satze  eine  weitere  Ausdehnung  aaf  den  Kreis 
und  die  Lemniskate  geben. 

Die  eutsprecheude  Gieichuug  haben  wir  si-hüu  früher  aufgestellt, 
sie  ist 

41)  ( (i^  -  j>  -  4i>)2+.4i2S<i>sm «>) tg 4i2S a>sin  2atg 9»' 
+ (2(/22  ^  ^)  —  8a*-(-4i2>a^cos  2a)  tg  9»"  -  412^    sin  2« tg 

-|_(Ä2  -.,2_J.a2)2  — iÄ2a2cOS««  -  0 

Die  Rechnong  wird  dadurch  sehr  erleichtert,  dass  die  Grösse 
unter  dem  Wurzelzeichen  des  Modnins  eio  vollständiges  Quadrat  ist 
Wir  setzen  wieder 

Aich.  4.  Hfttii.  n.  Vby*.  S.  £•»!«.  T.  VOL  4 
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idso  -1 

nnd  erhalten  die  Bedingniig 
oder 

Schreiben  wir  wie  früher 


als  Gleichung  einer  CaBsinieehen  Corve,  so  wird  das  letzte  Resultat  in 

43)  (ä2 — «2)2  «.     ~  («1  -  g2ja 
umgewandelt 

Mit  jeder  beliebigen  Lage  des  Kreiscentruins  ist  also  ein  be- 
stimmter Radius  s  verkuttpft,  und  der  Kreis  schueidet  die  Lemuis- 
kate  in  Funkten,  deren  entsprechende  Bogen  in  der  Relation 

zii  einander  stehen.  Die  Bogen  sind  wieder  zn  zweien  von  den  ent- 
sprechenden Scheiteln  an  gerechnet  Rechnet  man  sie  vom  Mittel- 
punkt der  Lcmniskate  aus,  so  ist  der  grösste  Bogen  gleich  der  Summe 
der  flbrigen  oder  »j  zstty-f «ff-ug,  wo  dio  Zahlen  auch  die  Qua- 
dranten bezeichnen.  Der  geometrische  Ort  alier  Kreiscentra  kann 
auch  eine  Gassinische  Curve  sein,  und  man  bemerke  wol,  dass  der 
Ausdruck  tß-^^  oder  fttr  solche  eine- geometrische  Beden* 

tung  hat 

Demnadi  folgt  für 

aus 

die  Relation 

44)  <s  =  ij2±y^4_44 

Sehr  einfoch  wird  die  Formel  iflr  wenn  der  geometrische  Ort 
der  Kreiscentra  die  Lemoiskate  selbst  ist,  alsdann  ist  «  -*  g  und 
demnach  6  —  0.  Daher  ist 

««-2JZ> 

und  sehr  leicht  zn  constmirea 


Daher  erhftit  man  den  Satz: 
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Jeder  Kreis,  dessen  Gentrom  K^)  9xtt  der  Lemniskate  Hegt  nod 
eiooB  HAlbmessor 

hat,  schneidet  die  Garve  in  4  Paukten,  welchen  Bogen  entsprechen, 
deren  grösster,  vom  Mittelpunkt  der  Lemniskate  an  gerechneter 
gleich  der  Summe  der  übrigen  ist,  nämlich 

«I  — 

wohei  wiüder  die  lodices  die  eutsprecliendeu  Quadranten  bezeichnen. 

Es  verdient  bemerkt  zn  werden,  dass  noch  eine  Relation  zwischen 
den  Radienvectoren  r  der  bezüglichen  dnrcli  den  Kreis  getroffeneu 
Lemniskateupunkte  besteht,  welche  genau  derjenigen  entspricht, 
welche  wir  für  die  Gerade  durch  den  Brennpunkt  schon  früher  ent- 
wickelt haben. 

Wie  wir  bewiesen,  ist  mit  jeder  Gleichung  4.  Grades 

die  Relation   

verknflpft,  so  dass 

£Vx  0 

ist,  wenn  A    0  wird.  Die  Bedingnog  ist  nun  hierfDr 

Wir  wenden  nun  diese  Relation  auf  die  in  83)  gegebene  Go* 
sinnsgleichung  an,  in  welcher 


cos  -g 

ist,  aber  in  dem  Sinne,  d&nn  wir  die  reciproken  Wurzein  als  x  in 
obige  Formel  eiafilbreu.  Die  Kelatiou 

fuhrt  nan  zu  derselben  Bedingungsgieichang  42),  welche  ausdrückt, 
dass 

ist.  Die  Rechnungen  Übergehen  wir,  da  dieselben  keine  Schwierig- 
keiten verursachen. 

Auch  die  auf  die  Additionsthooreme  gegrflndeten  Formeln 

4* 
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•  lasaeu  eine  AnwendqDg  za.  Da  nttmlicb 

Vi— 2iiny»  — ^ 
UU  to  gehen  aus  der  Relation  die  neuen 

45)  nT^s  Tys) 

>•!  T>-4  ^  _  8ia(qp,  l^yj 

hervor.  Diese  Formeln  gelten  für  die  Lage  des  Kreises,  in  welchem 
2  Schuittpunkto  r  ^  im  .1.  und  4.  Quadranten  (>  j  >  r^)  sich  befinden, 
rj  uud  bez.  im  3.  und  2.  Quadrairton  liegen.  Für  eine  veränderte 
Lage  muss  auf  die  Vorzeichen  von  <p  Rücksicht  geuommen  werden. 

Fttr  die  Brenopnoktsgerade  bestellen  analoge  Aaadracke,  deren 
tTntersnchttng  sehr  interessant  ist 

Auch  die  übrigen  Integrall'unctiuneu  können  erfolgreich  auf  aua- 
log» Verhälluiäse  Ubertrageu  werUeu. 


§  16. 

Die  Gleiehang  des  Kreises  fflr  tg  (p  kann  andi  zur  Bildung  einer 
nenen  IntagralfnnctioQ  verwandt  werden,  wenn  wir  die  sin  2«,  cos  3«^ 
als  Variabele  betrachten  und  nach  froher  gegebenen  Methoden  ope- 
riren.  Die  Rechnungen  fohren  zunftchst  auf  das  Differential 

Aätg<p     . 

worin 

(j}«-^^fl2)a  (it«->ja.fflgjg  (jga^jsjs^a^ 

Auf  die  geeignete  Form  gebracht,  resnltirt  bei  Weglassnng  des 
Factors 
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46) 

Um  dies  lulegral  auf  die  i^iormalform  za  briugen,  führen  wir 
ein,  und  man  erhiUt  die  Function 

» 

47)  /*  -  +  _  .  «^ya 

^/ ,  yr — fc2  Bin y,2    J  y  1  —  /fc2  sin        J  yi  _    sin y^a 

y  Vl—lt^Binyt^J  yi— Ä-2ßiny« 

in  welcher  die  Constante  ein  Integral  ist 

Zu  bemerken  ist  der  Fall  «,  wonadi  der  Kreis  durch  den 
Anfitngspnnkt  O  geht  Es  wird 

und  jetzt  wird  y  zum  Scboitelwinkei,  der  dem  Punkte  r(ip)  entspricht 

welche  Formeln  man  mit  frflheren  vergleichen  mdge. 

Werden  in  dem  llauptiutegral  noch  gewisse  Grössen  gleich  null 
grsetzt,  so  resultii  en  entsprccheDde  Integrale,  die  in  einfachem  Fällen 
integrirt  werden  können  und  neue  Beziehungen  zn  Tage  fördern. 

Analoge  Functionen  lassen  sich  m  der  Oleicfaung  fbr  4g)6 
gewinnen.  Sie  ist 

48)  <72tgie*-|-2i7/28inatgi0«H-(2i7(i7-c)-Ä2cos2«)tgiea 
+3Ji(^-  <if)sinotg^6+(9-0)»— 2iZ3eosa;  —  0 

^ — 2r' 

Hierin  betrachten  wir  sina  als  variabel  und  erhalten 
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49) 


r  tgjerfie  


Sabstitoiren  wir 


80  erscheint  die  Normalform 

r-^-  -^  4-  r  -"^-^  4-  r  

cos  2^ 


Wie  TorbiD  könneii  für  die  CooBtanCen  des  Hsaptintegnis  Ho- 
dificatioDen  eingefttbrt  werden,  welche  neue  RelAttoBen  herTormfen. 

Entwickelt  man  die  Formel  fttr  die  Winkelsumme,  so  erhält  maa 

öl)      tg  i( +    +  Ö.-f  Ö4)  -  =  tg  e 

Der  Ausdruck  zur  rechten  hat  oinen  leicht  angebbaren  Wert,  es 
ist  nämlich  O  der  Winkel,  welchen  die  vom  Kreiscentrum  R\a)  nach 
den  Brennpunkten  gezogenen  Leitstrablen  mit  einander  einscbliessen. 

Daher  ist 

welche  Formel  nicht  nur  für  die  Lemniskate,  sondern  anch«  wie  leicht 
zvl  beweisen  ist,  fftr  alle  Cassiniflehen  Cnnren  gilt.  Die  Summe  2S» 
ist  ttberbanpt  constant,  wenn  die  Kreisoentra  anf  einem  die  Brenn* 
pnnkte  enthaltenden  Kreiie  liegen. 

Wir  wollen  noch  für  die  Cassinischen  Linieu  die  Gerade  durch 
den  Brcuiii)uukt  einer  Untersuchung  unterwerfen.  Ihre  ]>ieiguug  zur 
Achse  sei  t.   Man  hat 

tgjö*  — 2COtTtgi0'-|-^(l-f  COtT2)tg|©2_2c0tttgJö— 1  =0 
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Wir  nehmrn  cotr  als  Yariabele  aa  uad  bestimmen  die  entspre- 
chende Integraifuuction 

J  |/(l-$»ini.^)  (l-f^^'coBie.) 
welcbe  vir  mittelst  der  Belatioa 

transformiren.  Hierin  ist  y  der  Scheitelwinkel,  welcher  uns  am 
früherem  ichon  bekaiut  ist.  Die  Function  vereinfacht  sich  dann  zn 


r         dn  ^  r        du  j    C  _dy^_ 


Der  eingeführte  Scheitelwiukel  y  besitzt  demnach  für  die  Trans- 
formationen dieser  Integrale  bedeutenden  WcrL 

Hinsichtlich  der  weltern  Anwendung  ^der  elliptitdien  Integral- 
fanctionen  erinnern  wir  daran,  dass  zwischen  den  Cnrven  dritten  und 
vierten  Grades  nnd  der  Lemniskate  eine  merkwQrdige  Verwandtschaft 
besteht,  welche  sich  anf  die  Theorie  der  Invarianten  dieser  Cnrren 
grflndet»  nnd  welche  wir  schon  frtther  ehier  dynamischen  Inteipreta^ 
tion  unterworfen  haben. 


§  17. 

Conforme  Abbildungen  lemniskatiseher  Gurven. 

Die  Lemniskate  gibt  Veranlassung  zur  Anfetdlnng  einer  merk- 
würdigen Corve,  welche  durch  die  Leichtigkeit,  mit  welcher  sie  sich 
in  die  Theorie  der  conformen  Abbildungen  einfuhrt,  einiger  Auf- 
merksamkeit wert  erscheint.  Sie  charakterisirt  sich  durch  die  Glei- 
chung 

63)  y  —  log  ( V 1  -f  cos«"H-  cos  x) 

oder  auch  durch 
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64)   

ef  —  Vl-f-cos«*— cosjß 

von  welcher  wir  zeigen  wollen',  dass  sie  Itlr  die  Theorie  der  isogo- 
nalen Yerwandtscbaft  eine  gewisse  Bedentnng  besitst  Die  Cnrve, 
welche  uoge&br  einer  Wellenlinie  Ähnlich  ist,  zeichnet  sich  dnrcli 
hesondere  Eigenschaften  ans. 

Ans  den  letzten  beiden  Darstellungen  folgen 

cos«  «=  4(ef  — 

Da  aber  bekanntlich 

so  erhalten  wir  rine  einfache  Relation 

*  siniK  —  »cos« 

65)  

COSiy  =  Vi  4- COS** 
Der  Differentialqnotient  ist 

sing 

^  Vi  -f-COS«« 

nnd  die  Rectification  der  Carve  führt  auf 

yi-lsin«« 

welcher  Ausdruck  mit  dem  Iiitograi  des  Lemuiskatenbogens  über- 
eiDStimmt,  wenn  a;  »  |6  gesetzt  wird. 

0  ist  bekenntlich  der  Focalwlnkel,  welchen  2  Leitstrahlen  j»,  p* 
vom  Punkte  r(^)  nach  den  Brennpunkten  ±,  1  mit  einander  bilden. 

Daher  ist  auch 
56)  =         p'^e^t  n>'*»l 

Bevor  wir  uuu  die  eigeutlicbe  Bedeutuug  der  Curve  entwick  'In, 
halten  wir  es  fttr  nützlicli,  dcD  oben  gegebenen  Relationen  eiae  ein- 
fache physikalische  Grundlage  zu  geben. 

Wir  nehmen  an,  in  einem  Bogen  der  Lemniskate  befinde  sich 
eine  leuchtende  Materie,  die  nach  bekanntem  Gesetz  eine  kleine  im 
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Mittelpunkt  der  Lcmuiskate  sich  bofmdende  Ku^el  in  einer  gewissen 
Stärke  beleuchtet.  Um  deo  Lichtbetrag  oder  die  Stärke  dieser  Be- 
leacbtung  zu  bestimmen,  haben  wir  znnächst  das  Bogeiidifferential 
ds  durch  r'  zu  dividireu  uud  mit  dem  cus  des  Ausstrahluugswiukels 
3^  ztt  mnltipliciren.  Dor  Ausdruck  würde  sein,  wenn 

k  —  2o  =  2 

gesetzt  wird, 

67) 

weil 

=  a'  COS  2g) 

ist;  daher  folgt,  dass  die  Stärke  der  BelenchtoDg . in- proportionalem 
VerbAltoiss  mit  dem  Bogen  wächst. 

Wir  nehmeo  ferner  m,  dass  im  Mittelpunkt  O  eine  kleine  Im 
der  X  Achte  sich  befindende  Fläche  von  einem  Bogen  der  Cnnre  in 
obigem  Sinne  belenohtet  sei. 

Jetzt  tritt  der  Unterschied  ein,  dass  das  letzte  Integral  noch 
mit  sin  9  multiplicirt  werden  muss,  so  dass  die  Stärke  der  Beleuch« 
tnng  durch 

k  j      COS  291  sin  9> 


nnd  wegen 

durch 


y  cos  2ip 


VcobS^ 

definirt  ist.  Das  Integral  ist  leicht  zu  erhalten,  man  findet 
J  j=  —J^  ^  log(  Vi    cos»*  -f  cos  «) + Const 

Wir  eetaen 

Jfe«2c  =  2 
ond  beachten,  dass  •/für  » ss 0  vcrsohwindet. 

Unter  Berücksichtigung  der  eingeführten  Curve  hat  man  also 
58)  J-Ä— y-^ 

worin  h  die  Haximalordinate  der  Corvo  im  Punkte  «     0  bexeidinet. 

Die  Beleuchtungsstärke  wächst  also  jetzt  proportional  der  ent* 
sprechenden  Ordinate  der  lemuiskatischeu  Curve 

8in£c  —  tcofl« 
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Endlich  betrachteü  wir  noch  die  Wirkung  des  leuchtenden  Bo- 
gens auf  eine  kleine  im  Mittelpunkt  der  Lemniskate  sich  befindende 
micl  in  der  F-Aehse  liegende  Flttche. 

Dm  Integral  wird  jetat 

/dt 

wobd  wir 

cos  299  —  cos 

beraclniehtigen  nttiBen. 
Dm  Endreraltot  ist 


oder 

59)  Jss|e 

In  diesem  Falle  wächst  die  Beleuchtung  proportional  mit  der 
Abscisse  der  Curve 

sin^  —  «eoB« 

wobei  wir  hinsichtlieli  des*  1.  Falls  daran  erinnern,  dass  die  Lern* 
uiskate  mit  der  ihr  verwandten  gleiche  Rectificatioosverh&ltalase  be- 
besitzt, 80  dass  die  eine  Curve  für  die  andere  genommen  werden 
kann.  Sie  kann  also  als  eine  modificirte  Lemniskafee  betrachtet 
werden,  deren  Gloichaug 

@iny  —  coe« 

ist  Umschreibt  ein  Punkt  die  T.omniskate  in  gleichförmiger  Bo^  *  Liin^, 
so  durchwandert  in  eufsprecbend  constanter  Bewegung  der  aualugo 
Punkt  die  verwandte  Curve  in  ununterbrochenem  Zuge  und  befiudea 
sich  beide  in  periodischer  Wiederkehr  bald  auf  der  positiven,  bald 
auf  der  negativen  Seite  der  Curve. 

Da  die  Corre  in  nnendliebeoi  Zage  Teriänlt,  liOnnte  man  sie 
Zaglinie  oder  Tractriz  der  Lemnislcate,  oder  aoch  kotz  Lemniekatrix 
nennen,  wenn  man  letztere  Benennung  gelten  iMsen  will. 

Die  Qoadrator  derselben  ist  leicht  dorchfttbrbari  wenn  man  die 
Reibe 

«   i  I       X  ,co8«'  ,  1.3  cos«* 

10g(yi-f-C08a!»4-COS«)  —         —   r-J^'^g"*"  •  •  • 

benutzt.  i>ie  FliUihe  ist  demuacb 
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2 

/r(  ,  cosx*  .1.3  cos«*  \ 

und  fülhrt  auf  die  interessante  ReUie 

60) 

Yei-gl.  Jahrb.  Ob.  d.  Fortachr.  d.  Math.  XV.  229.  Catalao. 

I  18. 

I. 

Schon  an  der  Form  der  Gleichung 

8in^s»eo8» 

ist  nnmittdbar  za  ericennen,  daas  die  Cnrve  in  einfacbtter  Weise 
anf  AbbÜdangsanfgaben,  oder  auf  Fnnctioneo  complexeii  Argumenta 
anwendbar  iat,  daher  wollen  wir  sie  jeCat  hi  diesem  Sinne  unter- 
Sachen. 

In  der  Zableuebenü  ist  iüu  beliebiger  Punkt  z  darcb  x-\-iy  de- 
finirt.  Bilden  wir  eine  Function  von  80  entspricht  jedem  Punkte 
•  ein  von  der  Function  abhäugiger  conformer  Punkt  in  der  Abbil- 
dnngsebene  Z.  Beschreibt  *  in  der  ersten  Ebene  eine  gewisse  Curve, 
ao  wird  in  der  Functienalebene  der  entsprechende  ebenfalls  mne 
Carve  beschreibet  deren  Bildungegesets  von  dw  Art  der  Funetioa 
nnd  andern  Verhältnissen  abhäugt.  So  fBhrt  bekanntlich  die  Ab- 
bildnng  von  sin  (ic-l' 'V)»  cos(x-f-tV)  an f  ronfocale  Kegelschnitte,  wenn 
at  oder  y  als  constant  betrachtet  wird.  Wir  worden  io  unserm  Falle 
aber  x  nnd  y  als  vi-ränderlich  ansehen  und  annehmen,  dass  sie  Coor- 
dinaten  der  Lemuiskatrix  seien.  Wir  zeichnen  also  in  der  r  Ebene 
diese  Cnrve  ein  nnd  versucbon,  die  conformen  Abbildungen  derselbou 
für  alle  möglichen  Fnnctionen  darzustellen.  Dabei  bemerken  wir, 
dass  die  beiden  Relationen 

siniy  ^  tcos« 

sin  iy  =  yr+cös  ? 

für  alle  Fälle  massgebend  sind. 

Als  Function  compleien  Arguments  wählen  wir  auerst 

cos  (x  -|~  ^y)     cos xQO%iy-^%iu«,  sin  i(y 

Die  obigen  Relationen  hierin  eingeführt,  geben 
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—  coB  «Vi    COS»*  H~  flinccoB«  .i 
alio   

X  5=  cosz  V  I  -f-  tOB-C* 

Bin« cos» 
X'-f     — 2coB«* 

jr*  —       2  COB«* 

also 

61)  =  2(-¥«  —  y«) 

woraus  das  interessaate  Besaitet  sich  ergibt,  dast  fOr  die  eingeAllirte 
FoDction  die  Abbildung  der  Lemniskatriz  die  nrBprttagli«he  Lemois- 
kate  mit  den  Brennpunkten  ±1  ist 

Man  kann  sie  mit  den  oben  genannten  Kegelschnitten  in  ein* 
iSBcbea  ZuBammenkaog  bringen,  indem  wir  an  bekanote  SJltxe  er* 
innern: 

Den  Linien 

in  der  »  Ebene  entspridit  in  der  Z  Ebene  die  Hyperbel 


Cosa*  Bina* 

Daher  sind  die  Halbachsen  durch 

^'scosi6  —  COS«,  B'  — Bin« 

aod  demnach  a  durch  {6  oder  den  halben  Focalwinkel  der  LemniB- 
kate  bezeichnet. 

Ferner  entsinicbt  den  Linien 

y  =  ±y 

die  Ellipse 

X*  y* 

deren  HalbachBen 

A  —  Vl+ma^,  B  —  cos« 
sind.  Beachten  wir 

cos«      CWiS  M  y€0B29 

so  sind  die  Curven  durch 


2  cos       cos  2^      '  cos  29    2  cos  9»' 
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bestimmt.  Daher  folgt:  Der  geometrisclic  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte  der  vorsteheadeu  coufocalea  Kegelschuitte  ist  eine  coofocale 
Lomniflkate,  deren  ScbniUponkte  die  Polanriukel  9  nnd  die  Focal- 
wiakel  0  habeo. 

Fenier:  Bevegt  sich  derO  Paokt  eines  rechtwinkeligen  Achsen- 
krenzes  in  parallelen  Laieen  des  letztem  mit. den  Achsen  anf  der 
Lemniskatriz ,  so  entspricht  in  der  Z  Ebene  dieser  Bewegung*  nnter 

Yoraussetziiug  der  obigeu  Fuuction  die  Wandung  veränderlicher 
confocaler  Kegelschnitte,  deren  Dnrcbschnittspunkte  eine  Lemniskate 
beschreiben. 

Wir  entwickeln  den  Differentialqnotienten 


dY   ,      cos 2a;  Vi  -{~con  x* 

^  —  tg  r  -F2cÖ8«*j 

und  dl  für  die  Lemnlskata 

sin« 

tgt  ^  


Vl+cos»« 
worans 

-       1— COSx* 

tu    =  — i. 

SO  folgt 

2c08flc*— 1 

Die  Eliiuiualiüu  vuu  co^x  ergibt 

,       1  -3tgt« 

*"  3lgf -tgT« 

COtx'  —  tgSr 
folgt 

€3)  T  s=  V  . 

DaLei  läL  der  laugcuteiiwiukel  x  der  Lcmoiskatrix  gleich  dem  eut- 
Bprechenden  Polarwinkel  der  Functionalcorve  in  den  Punkten«  deren 
Bogen  einander  gleich  sind.  Hinsichtlich  des  Abgeleiteten  bemerke 
man  den  Difforentialqnotienten  von  Zsscos«,  er  ist 

dZ 

^  -  cos(90«  -  2tp)+tsin(W-29) 

worans  nnmittelbar  das  YergrOsscrnngsverbältnlas  —  1  beider  Gurren 
nebst  der  Lage  der  Tangeuten  ihrer  cooformeu  Punkte  sich  ergibt. 


also  ist 


nnd  weil 
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Wir  bilden  jetzt  die  Fnoctioii  Bln(a;-f*y) 

Die  Eutwickelangen  gebeo  fttr  ^  —  sid« 

X'\-iT^  siDx Vi -f  cos «'4* eoaa't 

—  siu^yi -|- Cosa?* 
F  «-  cosac* 

Daraus  folgt 

64)  x«+r»-t 

Daher  ist  die  conforme  Abbildung  unserer  Cnnre  der  Einheitalcreii. 

Der  Differeutialquotieut  ist 

dZ 

^  ^  r(co8  9>i-»sin9) 

WO  r{9)  die  entsprechenden  Polarcoordinaten  des  I^emnisfcatenpanklei 
sind,  wonach  das  VergrÖssemngSTerb&ltmss  1 :  r  ist. 

Wir  wollen  dieses  ilrgebuiss  in  dynamischem  Siuue  verwerteo, 
indem  wir  die  Bewegungaverliältnisse  in  beiden  Curven  discutiren. 
Dabei  nehmen  wir  die  Bewegung  in  der  Lemoiskate  und  verwandten 
Curve  als  gleichförmig  an. 

Wir  differentiiren  X  und  T  nach  der  Zeit  l 

dX  2cosa:ä      äx      dY      2cos  a;^  siu«  da: 

und  setsen 


worin  V  die  gesuchte  Geschwindigkeit  im  Kreise  r  =  \  ist,  welche 
der  gleicbfOnnigen 

in  der  Lemniskate  entspricht. 

Nun  ist  aber 

dt  —  —   


Vi  +  cos«* 
also 

A_  V2  d» 

^"^'^  yiVcos«»'«« 
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Daher  kauu  man  ^  darch 
Termittfclst 


iu  deti  obigeu  Furnieln  für  v*  ersetzen ,  und  fubrt  man  diete  Bech> 
nnngen  durch,  so  erb&lt  man 


V     V0  y  1 -|- cos  2i«:  =  V0  ^2  cos 
£riuu6it  umu  Bich  aber,  dass 

ff 
cos»  Ä  cos  l#  —  -  —  ,  , 

ist,  so  folgt  wegen  c  —  1 

66)  v^Vf^r 

oder 

wie  et  Bein  idqm. 

r  ist  der  Badiosveetor  des  entsproehenden  XomnisIntenpnnktes. 

Der  gleicli förmigen  Howeguiig  in  der  Lemniskate  entspricht  also 
eine  gewis«^e  boscbleuuigeudc  Bewegung  im  Focalkreiso,  welche  dem 
Badiusvector  r  in  der  erstem  proportional  ist. 

Nun  kADnen  wir  aber  nachweiaeii,  dass  diese  Bewegung  mit  der 
eine«  acbweren  Panktea  im  Halbkreise  r  —  1  ideiitiBcb  ist 

Bezeichueu  wir  den  Elougationbvviükel  mit  2qf,  so  fUhreB  die 
mechanischen  Priucipieu  auf  das  Zeitiutegral 


also  auf 

« 

-V» 

während  die  Geschwindigkeit  durch 

und  also  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Obigen  durch 
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auBgedrHekt  wird.  Die  constaate  GeschwindigkeU  iu  der  Lemniskate 
ist  demnach  vV. 

Mau  bemerke  noch  die  aus  der  Helation 

hervorgehende  fernere  Uebereinstimmung  mit  dem  Abgeleiteteo. 

Vielleicht  dürfte  folgende  Entwickelang  als  Beweis  des  eben 
Mitgeteiltea  nicht  ttberllassig  sein: 

Der  Lemniskatejibogen  wird  dorcli  das  Integtal 


/ad<p 
Vcos  2g> 


dargestellt  Wir  differentüren  es  nach  der  Zeit  <  und  finden 

*   Eine  nochmalige  Difierentiatioa  führt  anf  das  Resultat 

66)  8in2^-0 

welches  die  bekannte  Differeutialglelchung  cler  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  im  Terticalen  Kreis  ist. 

III. 

Wir  legen  jeUt  die  Function  tg(«4-ty)  zu  Grande. 
Hierfür  besteht  zunächst 

ferner 

a.  s.  w.,  also 

■/l  -{-COSar* 

jr  =  itg«,         -  2coB(» 

67)  F'^-X«-* 

Die  vorliegende  Function  bildet  demuach  die  Leraniskatrix  ala 
gleichseitige  Hyperbel  mit  üeu  lirennpunkten  ±1  ab. 

Wenn  also  der  Schnittpunkt  zweier  senkrecht  auf  einander  ste- 
henden, den  Achsen  bez.  parallelen  Geraden  eine  Lemuiskatriz  be- 
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ichreibt,  so  wmderD  in  der  Z-£bene  die  Durcbscbnitte  der  jeueii 
Pftrallelen  entsprechenden  variabelen  Kreue  uf  eiofir  gleioliMitigea 
HxperM  mit  der  GetchwsDdl^eit 

Das  letzte  Hcsoltat  kann  direct  oder  anch  ans  d«m  ftlwolnteii 
Betrage  dei  IMerenttalqaotlAntMi  liergdeitet  werdan. 

Die  Abbildung  tg  \{x  -f>  i^)  fahrt  auf  den  Kreta 

68)  jr«-f-(r+l)»-3 

Intereeaant  ist  die  eenforme  Abbildnng  der  Cnrve  ftr  die  Function 

iog8in(«4~<f)  "*  log(ain«  Vi  -|- oos -|- coa«*0 

» 

Wir  litben  hier 

anzuwenden.   Das  Kesultat  ist 
X-0 
r—  arctg 


cos«* 


sin»yi  +  w^ 
•lio 

Da  X  verschwindet ,  so  entspricht  der  gleidmässigen  Bewegang 

in  der  Lemniakatrix  eine  Art  oaciUirender  Bewegung  in  der  r-Achse 

ff 

um  eine  Qleicligewiebtalage  ^  ' 

Um  die  Oeidiwindigkeft  Sa  den  Tefsehiedeoen  Pliaien  lu  be- 
lediaen,  dtibrentiinii  wir  T  naeb  t 

Da  aber 

^'^dt^r  dt 

ist,  so  folgt 

oder  die  Qeßchwindigkeit  der  oscillirenden  Bewegung  ist  direct  pro- 
portional dem  fiadiosTector  der  Lemniskate  im  conformen  Punkte. 

Die  Abbildnng  k)gtg|(c+^y)  ist  bemerkenswert  wegen  der  Con- 
gmens  beider  Curven. 

▲Mk.  l.  Ifalh.  «.  t.  Erik*.  T.  Tm.  ^ 
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IV. 

Eine  aUgemeinere  Betrachtung  zeigt,  dass  die  obeo  anfgeitellten 
Be!atsoii6K  und  Sfttse  nur  specielle  Resultate  sind,  die  leicbl  auf 
atte  Lemniskaten  erweitert  werden  können. 

Anstatt  der  einfachen  Fuuctiou  cos  {t  -f- iy)  führen  wir  jetzt  ein 
C08(a!-i-»y)»  —  X-ft-y  =.  i2(c08^+«8inV'). 

l£an  findet 

1 

COi  «yi  H- COS«*  —  COS 

1 

"  . 

8inx-Ä"8in- 

woraus 

70)  Ä»  — 2"co8»^ 

folgt  und  eine  Curve  höherer  Ordnung  vorstellt,  wenn  n      2  ist 

Ist  7i  1 ,  SO  erhalten  wir  eine  Leaini8kat&  Für  «  *  2  wird 
die  Curve  ein  Kreis 

B  —  2co8 

2 

Betsen  wir  -  statt  n,  so  folgt  die  Gurre 
2 

welche  fftr  «•  =  g  iu  die  Fusspunktcurve  der  Leoiniskate  flbeigeht. 

Wird  n  negativ  ~»  gesetzt,  so  erscheint  das  Curvensyatem 
-R"cosng)  •=  2    (s.  Schlussnotc.) 
welches  fttr  «  «  2  in  eine  gleichBeitige  Hyperbel  ttbeii^t 

Die  Abbildung  der  Conre  fttr  siuCx-f^]"  fflbrt  merkwflrdiger 
Weise  fttr  alle  n  auf  den  Eioheitskrds»  wie  man  leicht  findet. 

Die  lieber traguDg  der  durch  tg(«-^>y)*'  vormitteltereu  Fnnctioii 
ftthrt  auf  die  Curve 

2 

2<p 

cos  —  «•  —  i 

2 

von  tg(a;4-»y)"  auf 

JZ**COSn^  —  —4 

_  2 

von  tg(l;-f  ty)  »auf 


Digitized  by  Googl 


Otking  liau$:  Di*  Ltmniskafe.  57 

J_ 

wfthreiid  die  Abbildnog  tg^CxH^^}^**  die  Curve 
71)  Üf+Umn^^  — 

lielert,  welche  fitr  «  —  i:2  in  die  Gassiniaehe  Linie  Oliergeht 

Analog  Uberträgt  sich  die  Lomniskatrix  bei  Eiufübrang  der 
FttQCtioa  cosf  (x-f-t»i  aaf  die  Curve 

« 

iZ^ 3  JZ**  cos  n  ^  SS  3 

1 

und  der  Fanction  eutspricht  die  Abbildung 

7  2)  sin  iR^  aIü  h<p     iü"  costt9> 

welche  für. «     1  in  die  jLemnigkstrix,  f&r  n  —  2  in 

übergeht  In  analoger  Weise  lassen  sieb  die  FuoctioDon  aresin, 
C08,  tang  verwerten,  worauf  wir  hier  nicht  w^ter  eingehen. 

Erwfthnt  möge  noch  werden»  dass  die  allgemeinere  Form 

sintgr  =B  |i*C08s 

in  fthnlicher  Art*  wie  vorhin  diskntirt  werden  fcann,  und  dass  die 
Bectification  dieser  Curve 


jf  -  log  rr-*-  


73)  jr  —  »v(5  y 

auf  das  elliptische  Integral 


 ^ 


Vl'ifc'sina»« 
fOhrt 


Die  allgemeinste  anf  die  Eigenschaften  der  Cassinischen  Linien 
basirte  Cnrve  ist  nnn  die,  deren  Gleichnng  durch 

74)  y  =  log  iVh*  +  cos    + y  A« — sin  »«) 

cbarakterisirt  ist  und  die  Lomniskatrix  als  speciellen  Fall  entbftU. 
Sie  kann  anch 
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werde»  und  hat  die  nrarinrUrdige  Eigensclttft,  dtts  die 
Bedafictlion  dieier  Giirve  gemw  auf  dasaetbe  Integnl  ftlirt,  wekhee 
bei  der  Cassiniidieii  linie  anltritt. 

Daher  sind  die  vuriiiu  gegebenen  AuseinandersetzuDgen  bei  der 
speciellen  Carve  einer  Uebertraguug  auf  die  allgememere  fähig.  Der 
DMfereDtialqaQtieiit  der  Car?e  ist  • 


smxcos« 


der  Bogen 


>*+C0S.2ae  « 


Daber  ist  wieder  «  -»  ^6  oder  dem  halben  Focalwiukel  gloicb. 

Ist  der  enteprechende  Bogen  der  Ctefliiniecheii  Linie  8,  ao  folgt 
nadi  firftlierem 

8  o* 

76)  --f 

Die  beziiglicLeü  Bogeu  beider  Curven  stehen  in  constanteni  Verbal tuitis. 

Termittelat  der  Fanction  eoB(«-|-^)  Terwandelt  sldi  die  allge- 
meiDe  Lemnialcatrix  in 

d.  i.  in  eine  Gasainische  Gurre 

77)  (jr»4-r»)*-2(-y*— r«)  — Ä*— 1 

mit  den  Brennpunkten  +1,  Wie  früher  ist  nun  leicht  der  Satz  ab- 
zuleiten ,  dass  der  geometrische  Ort  der  ScbnittpunlLte  der  conform 
veränderlichen  confocalen  Kegelschnitte 

A»+eoi««^  Ä«— sin«* ^ 

78) 

cos«*  sinac* 
eine  Gassinisehe  Linie  ist 

Die  AbbUdang  flOr  9ta(m+iyy*  führt  wiedernm  auf  einen  Kreis 


Digitized  by  Google 


OthinghmuMi  Di»  LmMat$*  69 

7»)         X«+r»-Ä«»,  Ä=sÄ»,  p  -=  i^yA«-f.C08Sbv 

und  der  gleichförmigen  Beweguüg     entspriüht  die  conforme 

Die  Attbildiiiig  Ton  tg(c4-»y)  gibt 
80)  (l-^4)+3WI»cos3^+l«0 

1 

Allgemeiner  ist  die  Uebertragung  Yon  co8(x-|-»^)  n  tiurdi  dio 
Corre 

■ 

vermittelt.  Bei  der  Abbildung  von 

10g8ill(«+lf) 

ergibt  ildi  oacli  fHtbereni  analog 

flo  da»  andi  hier  eine  oacOUrende  oder  periodische  Bewegnng  auf- 
tritt» wekbe  der  i^eichlOnnigea  in  der  Leniiiakate  entspricht 


§19. 

Die  Jonoiden. 

Im  Ansehlnss  au  das  Vorhergehende  wollen  wir,  aber  nnabbängig 
von  der  Methode  des  Imaginairen  oder  der  confonnen  Abbildung, 
üaciiweiseu,  dasä  der  Yerwaadtscbaft  der  Corvea  eine  solche  der 
Bewegungen  snr  Seite  steht  Uaa  kaim  nSmlich  die  Frage  auf- 
werfBOy  ob  ee  möglich  sei,  bestimmte  BewegungsTerhftltaisse  der  ^nen 
Corve  auf  eine  verwaadte  andere  derart  an  llhertrageö,  dass  dieee 
YeriiUtalsse  sich  in  Ort,  Zeit  nnd  Oescbwindigltdt  gegenseitig  ent- 
apteehen.  Diese  Carven,  welsfee  irir  Jdnolden  nenneii  w<dleo,  haben 
in  so  fem  mit  dorn  Hamilton*schen  Hodographen  einige  Aehn- 
lichkeit,  als  sie  in  ihren  BadienTectoren  die  variabele  Geschwindig- 
keit des  Poaiites  nach  Grösse»  nicht  aber  nach  Richtung  graphisch 
darstellen. 
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*  Dagegen  wird  der  Polarwinkel  des  bewegten  Puaktes  als  Focal- 
winkel  auftreten,  und  die  Aufgabe  demnach  dahin  bestimmt  sein,  eine 
Relation  zwiscliiu  Ort  und  Geschwindigkeit  zu  finden,  welche  der 
entsprechenden  Uebertragung  fähig  ist 

Geometrisch  verhält  sich  die  Sache  nun  so: 

Yen  beiden  ^Brennpmikten  ±c  einer  noch  ra  snebenden 
Conre  neben  wir  n&cb  einem  Cnrvenpnnkt  Leitstnhleo  der  Art, 
daas  sie  einen  Winicel  0  einschliesseD,  welcher  dem  Polsrwinkel  0 

der  Curvo  r(ö),  in  welcher  die  Bewegung  erfolgt,  'gleich  ist  Zu- 
gleich soll  der  Radiusvector  welcher  den  Scheitelpunkt  des  Win« 
kels  S  mit  dem  Anfangspunkt  verbindet,  der  Geschwindigkeit  v  in 
der  ersten  Curvc  gleich  sein.  R  habe  gegen  die  Achse  die  Neigung 
Geometrisch  ausgedrückt,  heisst  die  Bedingung 

^  ^     2Rc  sin  9> 

r(Ö)  -»  Const. 
•  -Ä-f(r) 

Demnach  hat  mau  iu  deu  Bcwegungsgleichuugen  stcla  die  Ge- 
schwindigkeit R  XU  setzen ,  femer  aus  den  beiden  letzten  Belft- 
tionen  den  Vector  r  zu  eliminiren  und  den  aus  der  fieeoltante  er- 
haltenen PolarwiniLd  0  in  die  erste  Belation  zu  substituiren. 


1.    Die  Centraibewegung 

Wir  wollen  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Jonoiden  der  pla- 
netariseben  Bewegungen  oder  aUgemeiner  die  der  Centndbewegung 

nach  New  tonischen  Gesetz  ^  zu  bestimmen  suchen. 

Die  Polargleicbung  derselben  ist 

p 


r  — 


l-|-«cos6 
Die  Geschwindigkeit 


Aus  der  letzten  Relation  folgt  vermöge  v  R 

Ä*  — j  (l+«cosa)  — A 
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Da  aber 

C08  9 


ViJ*  —         cos  2g>  4-  c* 
ist,  so  geht  die  vorletzte  Gldchung  ttber  in 

«  _  2«  A  .  ..^^^fcO^^^l  -  ft 

oder  in 

\p    J     p  yj2*— ac^Ä^cosay+c* 

Wir  fahren  ein 
also 


1» 

eo  resnltirt 

84)  ist*— 2c«-ß«cos2g>+<*  — --i— 

and  man  kaun  schon  jetzt  das  Resultat  aussprcchcD,  dass  die  Jodo* 
iden  der  Centralbewegung  Cassiniscbe  Curven  sind. 

Feruer  wird  sich  zeigen,  dass  den  drei  Fällen  dieser  Bewegung 
in  EHlipsen,  Parabeln  und  Hyperbeln  die  ans  getrennten  Ovalen,  bei. 
die  SchleifeslemniBkate  nnd  die  ans  einem  Ganzen  bestehenden  Gas- 
sinischen  Linien  entsprechen. 

Die  ünterschcidaug  dieser  Fälle  berobt  aof  der  Untersacbang 
des  Aasdrucks  — « — ,  der  entweder     c*  sein  kann. 

In  Folge  der  Bedeatung  von  c  haben  wir  also  die  Delation 

— —        —  A 
J»    >  1» 

geometrisch  zn  denten. 
Es  ist  znnacbst 

< 

2m     Sil  -  ip 
> 

nnd  da 

»-5 

Q 

•0  ist 
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und  wegen 


folgt  schliesslich 


Diese  Besieimiig  becelGhiiei  Aber  bekttuitUeh  die  Art  dei  Kegel* 
icbiiitti,  nad  es  gilt  demnacli  der  Sati,  dass  £e  Jonoide  der  plene* 
tarischen  oder  elUptiBdien  Bewegang  eine  IraiDiskatische  Ovale,  die 
der  kometarischen  oder  paraboliseheii  Bewcgug  eine  Sdüeifenlem- 
niskatc,  die  der  hyperbolischen  Bewegung  eine  ans  einem  Zöge  be- 
stehende Cassinische  Corve  ist 

Diese  Corvo  hat  also  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  der  Polar- 
winkel oder  die  wahre  Anomalie  des  Ilimroelskörpors  als  Focal- 
Winkel  B  in  sie  eingezeichnet  ist,  der  entsprechende  Badiusvector 
R  die  Grosse  der  Oesebwindlglnit  darstellt  Ist  nmgekebrt  die  Ge- 
schwindigkeit gegeben,  so  erbllt  man  mit  Leicbtiglcfilt  den  ingebO* 
rigen  PolarwinkeL 

Welche  Bedeatong  o  hat|  erkennt  man  sofort  aus  der  Formel 


Pen  Faß  der  Parabel  wollen  wir  noch  etwas  niher  betraditeB. 

In  der  F-Achse  der  Lemniskate  ziehen  wir  von  einem  Punkte 
y  —  n  eine  Taugente  au  die  Garve.  Der  Berühmngsponkt  habe  den 
Folarwinkel  9»,  den  Focaiwinkel  S.  Aus 


n  C0S2y 
r  *  sin  8^' 


ergibt  sich  leicht  eine  Glcichnog  ihr  cos|#*  nimlich 


C 


nnd  entwickeln  nach  Potenzen  von  tg^,  so  ergibt  sich 
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•It  dmeoige  CHtichiiiig,  udelie  dM  Koiiieteiiprolil«iii  Mit 

Dto  Ezfloitrieitit  iit  0—3^.  iwto  m  derTli«ori6  hfimgebi  Dfo 

Lemniskate  befitimmt  demuach  uoch  mit  Leichtigkeit  vermöge  der 
Formel 

fOr  jede  Anomalie  die  Zeit  «id  ningekelirt,  wie  wir  diee  sehOA  frtther 
]iac]igewie8e&  haben. 

INe  ellif  tjielie  Bewegung  bietet  ebenfidla  In  Ihrer  lenmiikatiieheB 
Uebertragnng  einiges  laterewaBte. 

Eine  der  JT- Achse  parallele  Gorade  schneide  die  Ovale  in  zwei 
Punkten,  deren  Focalwinkel  6»  &  sein  mögen.  Fflr  diese  spedelto 
Itsge  ist 

e+e*  - 180« 

Wir  trügen  diese  Focalwinkel  alt  Polarwinkel  in  die  EOlpte  ein  ; 
Torblnden  wir  nan  dieae  entspfeeheaden  EIHpeenpankte  dnreh  tine 
Sehne,  eo  geht  dieee,  sowie  ttberhaapt  alle  analogen  Sehnen  darch 
einaii  festen  Pnnkt  der  2VAcbse,  aad  die  den  entsprechenden  Ana* 
fludlea     ^  xakommendea  Zeiten  t  i'  sind  daroh  die  Relatioa 

miteinander  verkn&pft. 

Wir  ziehen  ferner  einen  Radinsvector  durch  die  Ovale,  welcher 
sie  in  2  Ponkten  schneidet  Ans  der  Formel 


«  sine 


folgt 


2e  y«t.f  ^oos« 
cosÄ*+-y  siB<p*.oot#+-y  ainf"— 1  — 0 

4c' 

cosd-f-cosd'  —  smy* 

eos#cos0'  —  -jr«»9*— i 
Ana  der  Verbingang  beider  geht  die  ReUtion 
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l  +  p(C0B94-C088')-f00l6c089'  -i  0 

berror.  Analog  hierzn  sieben  wir  durch  die  EUipee  eioe  der  Z-Achae 
parallele  Gerade  y  —    womit  die  Fonnel 

1  +  «C08  #      1 -f« COBd' 

Terbuodea  ist  Ans  itir  erhalten  wir. 

1 4-  (C08  ö-i-  cos  Ö')+C08  ö  C08Ö'  -  0 

welche  mit  der  analogen  obigen  wegen 

cV  1+0« 

identisch  ist 

Den  der  X  Aebse  parallelen  Geraden  der  Ellip8e  enteprechen 
al80  Anomalien  oder  Folarwinkel,  welche  den  durch  den  Badine- 
?eetor  der  Ovalen  bestimmten  Focalwinkeln  gleidi  sind,  und  die  ent- 
sprechenden  Bogen  in  beiden  Cnrren  werden  von  beiden  Pankteo 
in  gleichen  Zeiten  dnrchlanfen. 

3.  Die  Wnrfbewegnng. 

Aach  diese  Bewegung  lässt  eine  elegante  Uebertragang  zu. 

Um  die  Jonoide  der  Begnng:  einoB  geworfenen  KOrpers  im  luft- 
leeren Baume  zn  finden,  haben  wir  snn&chst  zn  beachten,  dasB  die 
Qeschwmdigfceit  des  Punktes  in  der  Parabel  derjenigen  seiner  Ent- 
fernung Ton  der  Diiectrix  als  Fallhöhe  entspricht 

Die  Parabclgleicbnng  ist 

^_  q 

sini^ 

und  r  ist  die  genannte  Fallhöhe^  worattt  die  Belation 
folgt.  Da  aber 

2fl<;siny     2  sin  cos 
Itß^^  "   1— 28inie> 

80  können  wir 
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daria  eioffthreD,  nnd  mdem  wir  biiuüditiicli  der  Coutaaten  die  An- 
nalinie 

—  2pg  —  2a» 

machen,  erhalten  wir  als  .CorreDgleichang  die  JoDoide 

86)  «»—  yä  ->  a* 

also  eloe  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Brennponkte  ±c  sind. 

Im  Anfangspaiikt  der  Bewegung  habe  v  die  horiiontale  Gom- 
ponente 

Vx      «  C08T      98iD-|9  ' 

Vermöge  des  Obigen  findet  man 

also 

Die  grosse  Halbachse  der  Hyperbel  bezeichnet  also  die  Grösse 
der  horizontalen  Componente  im  Beginn  der  Bewegung  nnd  ttber- 
baapt 

Indem  alftO  die  Brennstrablen  der  g^chieitigeD  Hyperbel  den 
Polarwinkel  der  Parabel  einscfaliessen,  drückt  der  Badimvector  B 
der  erstem  die  Geschwindigkeit  des  geworfenen  Körpers  ans. 

Auch  dieser  i'  all  der  freien  Wurf  bewcguug  kann  erweitert  wer- 
den, wenn  wir  die  Bewegung  als  in  einer  festen  Parabel  vor  sich 
gehend  betrachten. 

Ist  dieselbe  vertical  nach  oben  gerichtet  und  die  Wurfhöhe  der 
Geschwindigkeit  »o  im  Scheitelpankt  »  A,  so  ist,  wenn  die*&  vom 
Scbeitei  an  gerechnet  werden 

-  2^(A-9tgi#*)  —  JZ* 

Die  Polargleicbong  ist  jetzt 

cos  iö> 

Abb  der  obigen  Formel  kann  man  tg^^  berechnen  nnd  in 

2tg  2Be  sin  g> 

einsetzen.  Fuhren  wir  dies  aas  und  nehmen  zwischen  den  Constanten 
die  Bedingung 

an,  so  erscheint  die  Cnrve 
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also  eine  £llipM,  welch»  die  Jonoide  der  ParAbelbewcftif  im  jetngen 
FaUiat.  Da 

2gh  —  2gqz=z  e'^ 

ist,  80  Bchliesien  jetzt  die  Leitstrahlen  der  Ellipse  den  Polarwiskel 

der  Parabel  ein,  und  die  Oeschwindigkeit  in  letzterer  ist  dem  ent- 
sprechenden Radiusvector  der  Ellipse  gleich}  mil  demMUMun  so«  ond 
abnehmend.  Die  grosse  Achse  ist  — 

Dia  P»mbel  sei  fetit  vertic«!  nadi  uotaii  geridbtnt 

Man  üadet  die  Hyperbel 

wean 

•welche  Cnrve  für  ä  «  g  in  die  gleichseitige  Hyperbel  flbergeht,  da 
alsdAuu  dio  BewegQDg  eiae  freie  ist. 

Die  Brennstrahlen  sdiliessen  den  Polarwinkel  1B0<^^  9  eis  und 
die  GMchwiadigkeit  iricbst  mit  dem  Yector  int  Unendliche. 


8.  Die  Bewegung  anf  der  Cykloide. 

Wie  auf  der  Oeomelrie  der  OyUdde  bekamit  iit,  sind  die  Coer- 
diaaten  sb^  Fmetionen  dea  Wlbuagiwiakelf  9,  ileo,  nenn  a  Kireie- 
radioe^iit 

p  «-  a(l — eoi^) 

Wir  lassen  einen  schweren  Pnnkt  jetzt  die  verticalstehende 
CyUoide  dniddaiifea.  Die  Balis  m0ge  horimtat  liegen,  tmd  die 
Carve  ihre  eoneave  Seite  nach  oben  kehren.  Die  Bewegung  beginne 
in  einer  Spitse  mit  der  Oeschwindigkeit  nnIL 

Der  Fallhohe  y  entspricht  die  Formel 
so  dass 

R*  —  2<?a(l  -  -cos») 

Das  hienuis  entwickelte  cos  6  ffthien  wir  in  die  Belatioa 

äHtfSiny 


ein,  letien  weil  feil,  das»  c*    ^tga  ist  ond  erhaltea  selüiMiUeh 
89)  12^  —  8e*coi29 

Hieran«  folgt  der  Satz: 

Die  Jonoide  der  Bewegnog  einet  lehwereB  Ponklei  in  der  Qr- 
Ueide  iit  eine  Iiemtnakate  mit  den  BremipiiiikCeB  ±a 

e  bödeatet  die  Geschwiuüigkeit,  welche  der  Fallbdhe  a  entspricht 

Ferner  bemerke  mm 

wai  ■nadrickt,  data  der  Foealwiokel  B  der  Jonoide  der  Zelt  pro- 
portional wichaty  wie  aich  von  aelbat  Tentebt. 

Der  betrachtete  Fall  ist  wieder  ein  ganz  specieller. 

Eine  Erweitemng  tritt  ein,  wenn  wir  dit  den  Qrkioiden  fthn- 
llcben  Troehoiden  dnfltbren.  Ea  sind  diea  Teiflaebte  oder  verkMe 
Cykloiden,  weldie  von  Pnnlrten  bescbrleben  werden,  die  entweder 
innerhalb  oder  ausserhalb  des  auf  einer  Geraden  roUemten  Kreises 
liegen. 

Die  Lage  der  hier  l^orz  betrachteten  verflachten  Cykloide  sei 
analog  der  frflheren.  Die  Qescliwlndiglmit  Ar  die  FUlhOhe  geht  nna 

lierf  or.      Jat  willkAriicb. 

Die  Gleiehnngen  der  Gonre  sind 

•  SS  =      — Äsiu# 

Hierin  bedeutet  a  den  Radius  des  rollenden  Kreises,  b  den  Ab* 
stand  des  festen  Ponktes  vom  Centrum. 

Man  bat 

Die  Elimination  von  B  fUurt  anter  YoranNetsang  dar  Beffiognng 

anf  diu  Gurveugleiciiuug 
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90)  Ä*— 2c»i2»C08  2g>  +  c*  —  4g*b* 

woraus  der  Satz: 

Die  Jonoide  der  Bewegung  doet  aehweren  Pnktei  io  einer  Tro- 
choide  ist  eine  CasBinische  Linie. 

Der  Parameter  iat 

und  für  eine  verflachte  Cykloide,  wenn  vq=0,  kleiner  als  c',  da 
b  <^a  ist. 

Wenn  noch  nichPbenierkt  sein  sollte,  dass  die  Gleichungen  der 

{»enannten  Trochoide  mit  denjonigen  der  planetarischeu  Bewegung 
identiüclrt  werden  können,  so  wollen  wir  auf  die  entsprechenden 
Gleichungen   

a  al 


aufmerksam  machen.  &  ist  hierin  der  excentrische  Winkel  oder  die 
mittlere  Anomalie. 


4  Die  Bewegung  eines  schweren  Panktes  im  Tertiealen 

Kreise  und  in  der  Ellipse. 

Wir  bezeichnen  mit  vq  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  welche 
der  EioQgation  a,  mit  %  «üe,  «dche  der  Elongation  8  19  Kreise 
r  *  a  entsprielit.  Alsdann  folgt 

t>*  —  »0*  4-  2ir  a  (cos  ö  ~  cos  a) 

Ii 

Fohren  wir  den  hierans  berechneten  Wert  von 

2gaco&&      Ii* — (»to*  —  2ifa  co&a) 
in  die  bekannte  Relation  ein  nnd  setien 

»^0*  ^  2tf  acos«  —  c* 

SO  folgt  scblieesHcb 

Also  ist  die  Jonoide  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  im 
verticalen  Kreis  eine  Gassiniscbe  Curve. 
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Ist  specicU  c'  '2ga  und  a  =  0,  wonach  Vq  die  Geschwindigkeit 
im  tiefsten  Pinilite  bezeichnet,  so  ist  die  eotsprecheudo  Uöhe  2(1. 
Daher  eutspricht  die  Lemuiakate 


der  asymptotisclieu  Beweguog.  Ist  die  Gescbwiudigkeitbhulib  grösser 
als  der  Durchmesser  2a,  so  wird  die  JoQOide  zor  Ovale,  deren  Ra- 
dieoTectoran  und  bezügliche  FocUwinkei  bei.  die  CteednriDdigkeit 
und  den  Anseehlagswinkel  6  bezeichnen.  Die  Pendelbewegnng  kann 
ebenfalls  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  dnrch  die  ans  einem  Zage 
bestehende  Carre  palariseh  dargestellt  werden. 

Eine  Anwendung  auf  die  Ellipse  ist  noch  leicht  zu  bkizziren. 

Die  grosse  Acbso  stehe  Tertical.  Die  Geschwindigkeit  im  tief- 
sten  Punkte  sei     und  der  excentrizehe  Winkel  —  0,  so  dass 

Daher  besteht  die  Formel 


wo  h  die  Geschwindigkeitshübe  des  Punktes  im  Scheitel  der  kleinen 
Achse  bezeichnet  Führen  wir  nnn 

ein,  so  ergibt  sich  wieder  vermOge  der  Gleichung 


eine  Cassinische  Cto?e^  deren  Focalwinkel  dem  exoentrischen  Winkel 
der  Ellipse  i^eicb  ist. 

Wir  wollen  hieran  noch  eine  Bemerkung  kadpfen. 

Entwickelt  man  das  Zeitintegral  der  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  in  der  Ellipse,  so  erkennt  man,  dass  es  zu  den  hyperellipti- 
schen gehört.  Es  scheint  aber  unbemerkt  geblieben  zu  sein,  dass 
dasselbe  in  einem  »peciellen  Falle  in  ein  elliptisches  ttbergeht,  und 
zwar  findet  sich  dieses  auf  folgende  Art: 

Das  Bogendiiferential  der  Ellipse  ist 


92)  . 


ijt-.c*4-v*cose 


Aus  der  Formel 
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/ds 

Wir  fuhren  jetzt  die  Directrix  ein,  deren  Abstand  h  vom  Mittel' 
puikt  SB  2  ist,  und  wfthlen  h  «Ib  GoehwiDdigkeitifafibe,  WM  bedmi- 

tet»  dut  die  G6MliwiBdigfc«it  des  Pimktei  in  Jeden  Orte  der  ElUpM 
^€lcli  deijenigen  ist,  weldie  er  erlengC,  wenn  er  bii  dahin  Ton  der 
Direetrii  ofme  An&ngageicüiwiadlglnlt  benbgelknen  wire. 

Der  Punkt  beschreibt  also  volle  Umläufe.  Wir  rechnen  die  9 
vom  oberu  Scheiteipuukte  au.   Es  ist  zunächst 

v*^  2g  {h—m) 
demnach  _ 

welches  ausdrückt,  dass  die  Zeit  durch  ein  elliptisches  Integral  der 
2.  Art  sich  finden  lässt,  wenn  die  Geschwindigkeitsverh&ltnisse  sich 
anf  die  Directrix  der  Ellipse  beziehen. 

Man  kann  das  Integral  schreiben 

'  =2|/^(l4-«)yj/l^j^siai6l^*ii8 
IKe  halhe  ümlattfi»eit  T  eigibt  lich  atoo  ans 

demnach  ist 

t  - 

oder 

6.  Elliptische  Schwingungen. 

Wir  betrachten  noch  den  Fall  der  Centraibewegung,  nach  wel- 
chem ein  Punkt  eine  Ellipse  beschreibt  durch  die  Wirkung  einer 
Kraft,  deren  Eichtuug  durch  das  Centmm  dieser  Gnrve  geht. 
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Der  Aiisdnick  dieser  Kraft  iit  doreh 


definirt,  so  dass  die  Krallt,  der  Entfennmg  proportional,  aoztehead 
wirict  Die  Geschwindigkeit  folgt  aus 


■*  »0* — 2 ^ (pdf 


nad  ist 

worin  «org'-sich  itof  den  Aofangssustand  beziehen. 
Nun  ist 


indera  wir  6  als  Polarwinlcel  von  der  kleinen  Acbso  aa  rechnen. 
Wir  fahren  ein 


and  setzen  «  »  H.  Die  Gleichnng  fttr  tg  8  ist  dann 


auü  da 

ist,  so  erhält  man  fUr  die  Bedingang 

^  •  T»^ 

die  Carve 

94)  Ä*—  ä-^j  4  — j—  Ä*C08 

weiche  in  einen  Kreis  ttbeiisebty  wenn  noch  die  zweito  Bedingung 

erfüllt  ist.   Die  Gleichnng  ist  dann 
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.     0*  o-y 

Ule  ConstaDteo  steheu  in  diesem  specielleD  Falle  durch  die  Be- 
laüoa 

in  Verbiodnng. 

Ferner  ist 

C        a  • 

Der  Aufaugspuukt  der  Cnrve  liegt  innerhalb  des  Kreises  und  die 

Strecke  —C  geht  bis  zur  Peripherie,  8o  dass  &  vou  0  bis  90** 

wichst  Die  Qescbwiudigkeil  enreicbt  daher  in  der  A-AehM  ihr 
Ifaiinram,  in  der  o-Achse  ihr  Mtnimam. 

Auch  die  all'jf'^iiHMncro  Gleichung  hat  in  sofern  Interesse,  als  sie 
mit  andern  Disci]  i m  u  in  Verbindung  steht  aud  in  leicht  anzugeben- 
den Fällen  reciprok  wird.  . 


Zu  S*  39  dem  Citatc  bcizurflgen: 

o«ler  p«g.  139  der  „Einfühlung  in  die  Tlicoiio  der  isogonalen 
Verwandtschaften **  von  HolzniüUer,  welcher  Autor  zuerst  die  Be- 
ziehungen Icinniskatist  lii-i'  Linien  zu  cinnnder  »»ntderkt  litit. 

Zu  8.  43:  Führt  man  iür  ein  zweites  Integial,  wekhes  Uli:  Byxcic  hnungen 
^'t  9  *  y*  batt  die  Trnnsronofition  CMy^^eM/  durchs  so  iat  dasselbe  dem 

ersten  Abolicb,  und  kOnnen  beide  wieder  mit  einander  rerglicben  werden. 

Zu  S.  €6;  Cui-ven  dieser  und  fthnlieher  Art  nennt  Herr  HolsnuJ'^r  »irre- 
gnlAce  Hyperbeln  und  Lemniskatan  ntar  Ordnung*. 


Ltoogie 
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III. 

Ueber  Baumcurven-Singularitäten. 

Von 

C.  F.  E.  Björllng. 


§  1.  Die  Punktcoorilinaten  jc,  z,  ir  einer  algebraischen  Itaum- 
eorve  seien  ratioual  ausgedrückt  in  einem  Parameter  A,  also 

X  y  z  w 

wo  9>t  H^y  2«  /  gftnxo  Fanctioocn  sind.  Jedem  A- Werte  entspricht  ein 
CtarreDpaukt  und  omgekehrt;  nur  einem  Doppelpunkte  zwei  ver- 
tchiedeno  i*Werte.  Die  l>Werte,  die  den  SchDittpunktcD  der  Carve 
mit  der  Ebene 

(2)  Xx  -f  I>  -f  Z«  -f  Ww  —  0 

entsprf^chcQ,  befriedigen  die  Oleichnng 

<3)  Jr.g,(A)-fr.t/;(A)-|-  Z.z(A)+W'./Tä)-0 

Dieselbe  hat  nnr-  T>oii})ol\vurzol,  d,  h.  die  Ebene  bat  an  irgeud 
einer  Stelle  zwei  auteiuanderfolgende  Punkte  mit  der  Curve  geroein* 
sam,  insofern  zugleich. 

(4)  X.q>'(k)  +  r.i^*(Ä)+Z.x'(A)+  W.nX)  =  0 

die  Ebene  berührt  iu  soicb«  ui  Falle  die  Curvu  au  jener  Stelle,  wo- 
fern nicht 
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Diese  drei  Ol,  ichungen  seien  nämlich  von  i  ij  befriedigt. 
Ans  der  Gleichung  (3)  folgt  dann  immer  (4) ,  welche  X,  F,  \V 
auch  sein  mögen;  d.  h.  jode  durch  den  betreffenden  Punkt  (X,)  ge- 
legte Ebene  hat  daselbst  zwei  Punkte  mit  der  Curve  gemeinsam, 
und  diese  hat  da  folglich  einen  statiouären  Punkt  oder  Spitze  (/3)'). 
Jeder  die  drei  liedingungen  (5)  erfüllende  A-Wert  ergiebt  folglich 
eine  solche  Singulant.it, 

Wenn,  sebst  (3)  oud  (4)  auch  die  Gleichnng 

(6)  X.<p"ik)  -f  Y.  rb"ik)  -f  Z .  fß)  +  W.  nX)  -  0 

von  einem  A-Werte  befriedigt  ist,  hat  die  Ebene  (2)  an  einer  Stello 
drei  aufeinanderfolgende  Punkte  mit  der  Curve  gemeinsam;  sie  ist 
also  Schniieguugsebene  oder  eine  „Ebene  des  Systems".  Wir  be- 
trachten (2)  als  „Zwisclienform",  d.  h.  X,  F,  Z,  W  als  die  Ebenen- 
coordinaten  der  gegebenen  Curve  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Punkt- 
coordinaten  ihrer  Bedproken.  Ans  (3),  (4)  und  (6)  erlialt  ^n 


(7) 
wo 

(8) 


X 


0(X) 


%  %»  f 


Y 

~  '^<X)  ' 
X.  /t  <P 

l\  f\  <p' 


z 


XU) 


gciniinsame  Factorcn  der  Nenner  setzen  W4r  weggenommen  voraus. 
iJas  Priucip  der  Dualität  ergiebt  sogleich,  dass  jedem  il-Werte  in  (7) 
eine  Schmiegungscurvc  entspricht  und  umgekehrt,  and  speciell  jedem 
die  drei  Gleichungen 


(9) 


eriimiendeiD  Jl-Werte  eine     '''«nlire  Ebene  («). 

%  2.  Es  seien  nun 

(10)  =  i^A'-f  Z,,A'+i+i,^     f  .  ,  ^ 

(11)  ^{k)  =  Mk"'  -f  3/jA'«+i  +  M,A"'+2  " 


i^ik) 


1)  wir  beBQtseii  die  gcwöbnlieben  Benehangen      /?,  0  Ar  dto  An' 

zahlon  der  stationUrcn  Ebenen,  Punkte  und  Taugenten  der  Raumcurven, 
aber  niu-li,  worin  ktiri  Mi.ssvcr^rfm'lnisä  möglich  ifit,  Bm  eine  einzige  Singulftp 
rit&t  der  bclreiTcndtin  Art  ganz  kurz  zu  bezeichnen. 


1^ lyui^i^u  Ly 
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(12)  x{k)      iVA''-i-A^yl»+i-f-iV,A"+^4-  ... 

(13)  m  =  F-\-F^i+P,l»-{- 

WO  dio  rechten  Hembra  endliche  Reiben  sind,  nnd  (wie  immer  im 
folgenden)  Z  <;  m  <  »,  und  L,  if,  N,  P  nicht  nnU.  Siö  dure  geht 
dann  for  1     0  durch  don  Anfangspunkt  O,  hat  daselbst  mit  ihrer 

Schmiegangsebene  («  -=>  0)  n ,  mit  üirer  Tangente  (2/  =  z  0)  and 
jeder  durch  dieselbe  gehenden  Ebene  m  Punkte  gemeinsam,  nnd 
schneidet  jede  andere  durch  O  gehende  Ebene  daselbst  in  l  Punkten. 
Einen  solchen  Punkt  der  Curve  nennen  wir  einen  m,  n)-Punkt; 
die  Zahlen  l^m^  n  seine  Indiccs.  Ein  (1,  2,  3)-Punkt  ist  also  ein 
g( ■^Y(>llnln  her,  uicht-singulärer  ;  ein  (2,  3,  4)  eine  Spitze  ^;  ein 
(i,  2,  4)  der  Berührungspunkt  einer  aLaUuuureü  Lbeue  (a)  oder, 
nach  ftiterer  Terminologie,  eine  ,,einfache  Inflezion'^;  ein  (1,  3,  4) 
(ino  „doppelte  Inflexion*^  d.  h.  der  Berfihmngspnnkt  einer  statio- 
nftren  Tangente  (6). 

Die  Gleichungen  (5)  werden  nuu  befriedigt  von  l — 1  Wcrtou 
^,•=•0;  die  Singularität  eines  w,  n)-Puukte8  ist  also 
mit  l—\  BtatioQärcü  Punkten  aequivalent. 

Ans  (8)  erh&it  man  ferner,  nach  Verkflrzen  mit  XHm-s 

(14)  (I>(A)  =«  MNPmnin  -  m)X^^-\-V\^^^  +  . . , 

(15)  5^(A)—  /..VP/n(i  — n)A»-«4-A/'A"-»»+l+ ... 

(16)  X(A)  ^  L  MPl  m  (m  —1)^N'IJ^,., 

(17)  F{1)  =  LMJS{n—m){m  -l)  (i  — »)/l"4-i^'il»*+i4-  . . . 

also,  da  die  Coef&cienten  der  niedrigsten  Dignitaten  in  den  rechten 
(xlledem  nicht  nnll  sein  können,  ist  ein  (Z,  n)»PanSt  immer 
zu  einem  (»^f»,  « — I,  «)-Pankte  reciprok. 

Durch  Aiwendang  des  Dnalit&tspriucips  an!  das  vorige  ergiebt 
sieh  bierhsns: 

Die  Schmiegungsebenc  in  einem  (2,  m,  n)-Pankte 
O  gilt,' 

Toa  einem  b«eliebigen  Punkte  in  derselben  gesogen, 
als  («— m)''fa(. aO  Ebene  des  Systems; 

von  einem  beliebigen  Punkte  der  Tangeute  iu  O 
gezogen,  als  (u— ;)-fache  Ebene  des  Systems; 


\\  Womit  natürlich  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  durch  denselben  Pnokt 
des  lUuiQca  ein  uudcrur  Zweig  der  Curvc,  welchem  ein  anderer  Furaiuctcr- 
w«rt  «ntipriebt,  gibeo  kann. 
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Björliag:  l/tber  Battmcunen'Siaguiaritättii, 


vom  Punkte  O  selber  gezogen,  als  »-fache  Ebene 
des  Systems^ 

« 

und  ferner,  dft  «  nsd  ß  reciproke  Singularitäteo  sind: 

Die  Singolarität  eines  (1^  m,  n)'pQiikte8  ist  mit 
n— m  — 1  Stationären  Ebenen  («)  aequivalent 

§  3.  Setzen  wir  nmi  w  =  1  ond  bezeichnen  die  Tcränderlichen 
Coordinaten  der  Taugeute  der  Carve  mit     %  ^  so  werden 

S— «  11  — y  t — »  (  »  \ 
V-V  =  V      (»0  «--^  u.  ..w.) 

die  Gleichungen  dieser  Tangente  oder,  fttr  X  nli  verftnderlicb,  die 
Gleichungen  der  von  dieser  Geraden  erzeugten  oseolirenden  Deve- 
loppablen.  Schneidet  man  diese  Flftcbe  mit  einer  Ebene 
(konstant),  so  werden  die  Coordinaten  der  ebenen  Schnittearve 

(»»)  c-.+^v 

oder  nach  Einsetsnng  dar  Ansdrüclce  fttr  «,     %     y\  «' 
(20)    fi  -  *'+Jtf"A«»-Hi-f. . . . 

Für  A,  =  0,  d.  h.  im  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  der  Tangente 
der  Raumcurve  iu  O,  hat  diese  ebene  Curve  einen  (m  —  Z,  n  —  iy 
Punkt,  alßo  eine  SiugularifiU,  acquivalcnt  mit  m  —  l — 1  Spitzen  (x)*). 
Jede  Spitze  in  der  ebenen  Schuittcurvc  einer  Develüppabieu  ent- 
spricht aber  einem  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  entweder  der  Ca- 
spidalcnrve  selbst  oder  einer  ihrer  stationären  Tangente  {%).  Da 
das  erste  Alternativ  hier  nicht  in  Frage  kommen  kann,  so  folgt: 

Die  Singularität  eines  {l^  m,  ») -Punktes  ist  mit 
vih  —  l  —  \  stationären  Tangenten  aequiv  lent 

IHese  Eigenschaft  ist  offenbar  zu  sich  selbst  reclprok. 


1)  Der  Bi^riff  (m,  ji)>Pnnkt  eltMir  «benaa  Cnrve  eigiebt  «ich  leicht  «!■ 
l^wdiUtiU  dcf  Torisen«    Er  ist  vom  Yert  amitthrlich  dcfinirt  und  bebandelt 

in  „EntsprecheDile  SinguUrit&rcn  in  nlg.  ebenen  Carven*  (Nuva  AetK  Suc« 
So.  Ups.  S«r.  III.  1879).  DüBK  «Iii;  Singularität  eines  solchen  (m,  M)-ruiikt<s 
mit  m — 1  Spitzen  (x)  und  w  — 1  Inflexioiien  (/);nequivalcnt  ist,  ist  unseres 
Wissens  zuerst  vonCaylcy  (»On  tho  higher  singulnritics  of  a  plsne  cnnrc". 
Quirt.  Joura.  of  Malhcm«t.  VII)  gefunden. 
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§  4.  Jenachdcm  oiu  Iudex  (der  erste,  zweite,  dritte)  ungerade 
(n)  oder  gerade  (g)  ist,  durchsetzt  die  Curvc  die  ontsprechendc  (ar- 
biträre, berührende,  Schmiegun47s-)Ebeuc  oder  ui(bt.  Eiuo  reelle 
Curve  muss  daher  in  O  irgend  eine  der  folgenden  acht  Formen 
darbieten: 

a)  (u,  ^,  u) ,  d.  b.  der  orste  nnd  dritte  Index  ungerade ,  der 
zweite  gerade;  die  Curve  darohsetzt  die  arbitrftre  und  die 
Sehmiegungs-Ebeue,  nidit  aber  die  berfthrende.  EinÜGuA- 
Bter  Fall:  (1,  2,  $),der  gewöbnlicbe,  nicbt  slogulftre  Punkt 

^)   K  9i  9)'   Eiii^-  Fall:  (1>  2,  4),  stationäre  Ebene  («). 

c)  (ts  u,  g),  £.  F.:  (1,  3,  4),  statioiiäre  Taugeute  (9). 

d)  (w,  M,  tt).  E.  F.:  (1,  3,  5),  Vereinigung  der  beiden  ietztuu 
Siügularitäten. 

e)  (g,  th  9)'  E.  F.:  (2, 3,  4),  stationärer  Punkt  {f), 

f)  u,  »).  £.  F  :  (3,  8,  5),  Verdnlgung  von  v  und  ß. 

g)  (9%  9i       E.  F.:  (2,  4,  5),  Yeroiiugaug  von  &  und  ^. 

k)  ($^1  9j  9^'  F.:  (2,  4,  6),  Vereinigung  aller  drei  Singu- 
laritäten'). 

Von  diesen  aclit  I  ornicn  ist  offenbar  b)  reciprok  zu  e)  nnd  d) 
zu  g)y  jede  der  übrigen  aber  zu  sieb  selbst. 

§  5.  Auf  sämtliche  hier  gefundenen  RcsnUnto  haben  die  An- 
x^-^hlen  der  Glieder  und  die  Grade  der  Functionen*  gp,  ^,  /  gar 
keib  m  Einfluss;  joue  Resultate  behalteu  also  ihre  Gültigkeit,  auch 
wenr    '»esc  Fantüonen  unendliche  convergircnde  Digni- 

tä*  «1  i^ii  ^  n  sind. 

In  aoki'T  Form  kdnnen  die  Coordinaten  jeder  algebraischen 
Raumcurve,  v  gstens  innerhalb  eines  endlichen  Gebietes  dargestellt 
werden.  Es  sti  '»ämlich  eine  solclie  Curvc  C  gegeben;  wir  vorlegen 
den  Anfangspunkt  In  einen  Puukt  O  derselben;  wenn  mehrere 
Zweige  der  Curve  dadurch  gehen,  behandeln  wir  jeden  für  sich. 


1)  Di«  Modelle  dee  Hrn.  Chr.  Wiener  (BriMs  Verlag,  Elfte  Serie) 
etellen  lioHliehe  diese  acht  Formen  dar.  KarConiiiodelle  der  Fomm  a)t  b), 

c)  und  d)  sind  ausgegeben  im  Werke:  „Qualre  modUea  repr^scntant  des  sur- 
face«  d^veloppnbles  pur  V.  ^J  ji  1  tli  c-Bniua  et  C.  Grone**.  Ancb  vom  Verf. 
sind  Modelle  der  acht  Formen  ausgegeben. 


kj ui^L-o  i.y  Google 


Kimmt  man  dio  Tangente  dos  Zweiges  in  O  zur  a-Axc,  und  seine 
Schmicgnngsebene  zura'y-Ebeiie,80  können  bekanntlich  die  Coordinaten 
y  und  z  der  Projectioncn  Cxy  und  Cx«  des  Zwdgcs  auf  dio  xy-  und 
o-e-Ebcnc  dargestellt  werden  durch  zwei  in  endlicher  Umgebung  dei 
Punktes  O  gültige,  Reihen  von  der  I*  urm 

m  m-l-l  OT-|-2 

(21)  sf  -  jif((«))T+j^i((*))"r+JWi( («))—+ 

(22)  »  -  -«r((«))5 +jy,((«)— +^«««»"Tr+  •  •  • 

wo  dio  Cocfficicnten  völlig  bestimmte  Grössen  sind ,  and  m  >  ^ 
»  >  fi,  da  die  beiden  ebenen  Curven  die  «-Axe  berühren. 

2  (resp.  ?,)  picbt  die  Anzahl  der  Punkte  an,  worin  €xi/{Cxi)  ton 
einer  in  ihrer  Ebene  belegenen,  duri  h  ü  gehenden,  beliebigen,  aber 
nicht  berührenden  Geraden,  aho  auch  von  einer  durch  O  gehenden, 
beliebigen,  aber  nicht  berührenden  Ebene  in  O  gesehnitteii  wird. 
Also  ist  denn  jede  ist  der  Ansahl  der  Pankte  gleich,  worin 

der  betrefibnde  C-Zwdg  selbst  von  der  genannten  Ebene  in  O  ge- 
schnitten  wird. 

Setzt  man  nun  «  -=>  A',  so  ergiebt  sich  aus  (21)  uud  (22) 

(23)  f  -  J«-»+il/il«+i+lf,l'»+«+  . . . 

(24)  s  =  JWl»+  2V,l«+l+ jy,l«*ä»4.  . . . 

die  Coordinaten  der  C  sind  also,  wenigstens  in  endlicher  Umgebaag 
des  Anfangspunktes,  in  der  genannten  Form  ausgedrückt,  u  ist  i>m^ 
da  «  =  0  die  Schmiegungsebeue  ist 

§  6.  Die  Gleichungen  (18)  der  oscnlirenden  Uevoloppablen  werden 
nun,  nach  Einführung  dieser  Ausdrücke  für     ^,  « 

^  ^       /        -W»i"»-^-f  J4(i»4-i)A'«-'+i+  .... 

t—NX**  -JVjA'*+^~  ...  

Änjl»-i4-iVi(»+l)l'-<+l-f.... 

WO  jedem  A -Werte  eine  Generatrix  entspricht  und  umgekehrt.  Wir 
untersuchen  ihre  Schuittcurven  mit  den  Coordiuateu-Kbenen. 

1)  I-Ogiebt 

(26)    lr\  —  Jlf(/— m)  A«  + Jlf'Ä»M-l+  . . , 

-  iV(i  -  «)  A-^  J\r'A«+i  4- . . . 
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die  Coefficieuten  der  nicdrtgston  A-DigDit&ten  können  nicht  Ter- 
Bchwioden ;  die  SchniUcorve  hat  also  einen  (m,  it)-pQnkt  in  O. 

2)   tjssO  giebt  nach  Verkürzung  mit  i»-! 

(27)  mi==(m  —  l)k^-{-L'ki+^-\-... 

die  Schnlttebene  entiiUt  also  die  C<Tangettte  in  0  (m^t)  mil  and 
eine  Gnrve  mit     ii)-Fnnkt  in  O. 

3>  £  —  0  giebt  nach  Yorkttrzang  mit  A***' 

(28)  a|=»(ii— l)A»+Z"Ai+i+... 

nn  =  Mifl  —  m)  A"'  4-  M"k^^ '  -f  • .  . 

die  Schnittebene  enthält  also  die  C-Tangente  in  O       Q  mal  nnd 
eine  Cnrve  mit  (i,  m)-Pnnkt  in  O, 

§  7.  Wir  bezeichnen  die  Plückcr'schen  Charaktere  der  Schnitt- 
cnrve  /S,  die  gebildet  wird  durch  den  Scbuitt  der  Developpablen  mit 
einer  heliebigen  Ebene  mit 

I», 

dagegen  dicjjenigen  der  Schnittcnrve  S\  wenn  die  Bchnittebene 
die  Tangente  in  einem  (I,  m,  M)-Punkte  O  enthält  (ohne  Schmie- 
gnngiebene  sn  sein)»  mit 

und  werden  nun  diese  mittelst  jener  nnd  der  Indices    m,  n  ans- 
dracfcea. 

a)  Der  Ebenensehnitt  der  P*  enthält  die  C-Tangente  in  O 
(m— j)  mal;  also  ist 

b)  Die  Spitsen  (»)  der  Schnittcnrve  entstehen  bekannüicfa  in 
den  Paukten,  wo  die  F->ciic  entweder  die  Curve  C  selbst  oder  eine 
stationäre  Tangeute  les  Systems  triüL  Wenn  nun  F'  die  Ebene 
ist,  gehen  von  diesen  Punkten  verloren 

1}  die  m  Punkte,  die  P*  mit  C  in  O  gemeinsam  hat, 

2)  der  einzige  Schnittpunkt  der  P*  mit  der  C-Tangcnto,  welcher, 
wie  oben  (§  3.)  erwähnt  ist,       l — 1  Spitzen  repräsentirt 

* 

Dagegen  kommcu  hinzu  die  l—l  Spitzen,  die  S'  in  ihrem  (2, 
n)-Paukto  in  O  hat     6.,  2J.  Also  wird 
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(30)  J('-i(-2(m-0 

c)  Die  InflexionslaDgentett  (»)  der  Scbnittoanre  enCslehen  be- 
kanntlich durch  dOD  Schnitt  der  Ebene  mit  den  stationären  Ebcucu 
(«)  des  Systems.  Wenn  P'  die  Ebene  ist,  gebt  ihre  einzige  Schnitt- 
linie mit  der  C-£bene  in       welche,  wie  oben  (§  2.)  erwftbnt  ist, 

n  — m— 1  stationäre  Ebenen  repräsentirt ,  verloren,  dagegen  aber 
kommen  hinza  die  n—l — 1  Inflexioueu,  die  iS'  in  ihrem  n)- 
Paukte  in  0  hat  Also  wird 

(31)  *'  =  »-f »— I 

Infolge  (29),  (30)  und  (31)  erhält  mau  nun  mittelst  Piückers 
FormeUi 


(32) 


§  8.  Hieraus  folgt  vermöge  des  Dualitätsprincips : 

Sind  ^,  4,  »,  V,  V,  4  die  Charaktere  des  ans  einem  beliebigen 
Punkte  zu  C  gezogeneu  Perspectivkegels ,  und  ti\  6\  %\  v\  r',  »' 
die  Charaktere  des  Kegels,  wenn  der  Punkt  in  einer  Tangente  eine« 
(I«  m,  n)-Pnnktes  O  (doch  nicht  in  O  selbst)  belegen  ist,  so  ist 

(33)   ft'-^i,  m-f?,   X'— if+m  — I,  y'ssv-m+l 

§  lu  diesem  §  habeu  P,  ft,  d,  x  .  .  .  dieselbe  BedtJutuDt^' 
als  in  §  7  ;  i"  sei  dagegen  die  Scbmiegangsebene  selbst  in  einem 
{If  tn,  tt).Pnnkte  O,  B*  ihre  Schnittcnrve  mit  der  Developpableu  und 

d',  »'  .  .  .  die  Charaktere  dieser  Curre. 

a)  Der  Ebeneuschnitt  der  P  enthält  die  C-Tangente  in  O  (n-~0 
mal}  also  ist 

(35)  ^'-^-n-fl 

b)  Vou  den  Spitzen  («)  der  Schnittcurve  geben  ,  wenn  P'  die 
Schnittebene  ist,  verloren 

1)  die  n  Punkte,  die  P*  mit  C  in  O  gemeinsam  hat, 

2)  der  einzige  Schnittpunkt  der  F'  mit  der  C-Xaogente,  welcher 
m—l—1  Spitzen  repräsentirt 

Dagegen  kommen  hinzu  die  l — 1  Spitzen,  die  S'  in  ihrem  (2, 
m)-Punkte  in  O  hat  (§  6.,  3).  Also  wiid 
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(36)  »'       X  —  2i  —  7n  -j-  -2l 

c)  Von  den  loflezioDen  der  Schnittearve  gehoo,  aos  domselbeii 

Grande  wie  oben,  n  — m  — l  verloren,  dagegen  kommcu  hinzu  die 
m— I— 1,  die  S'  in  ihrem  (2,  f»)-Paaktc  iu  O  hat  Also  wird 

(37)  *'  «  »— «-I-2Ä— J 

Infolge  (30),  (36)  und  (37)  erhält  man  nnn  mittelst  Plackers 

Formeln 

(88)    ^-v-n  +  ,u,   6^i+('-^('-'+^-^  +  ^-l 

(39)  »•  -  ,^.(»— >)(»-"+6-JL>+,_, 

f  10.  Hiemis  folgt  Teraittge  des  Dnalit&tsprindpB: 

Sind  [i,  Xy  v,  t,  t  die  Cbaraktero  des  aos  eiuem  buliebigeu 
Punkte  zu  C  gezogenen  Perspectivkegels,  und  ft',  d\  x',  v',  *'  die 
diaraktere  des  Kogels,  wenn  der  Pankl  ein  n)-Faikkt  der  Cnrve 
ist,  so  ist 

(40)  M'-l^-l,  «'-d+i2±|=^^+l-m.  ii'-«+«»-2l 

(41)  V  =.  V— t' ««  T-|  — ^,    t  —  i-f /  — 2m 

Ans  diesen  Fonneln  (29)  — (41)  geht  hervor,  dass  das  Ge- 
schlecht p  der  Scbnittcnrve  und  des  Perspectivkegels  durch  die 
betreffende  Spcelalisimng  der  Schnittebene  niid  des  Ecgdschoitels 
Dicht  geAndcrt  wird.  Die  Fonneln  enthalten  als  SpecialfUle  die  be* 
kannten  Kr.  1^4.  7,  S,  11—14  in  §93.  (&  118)  in  Salmon-Fiedlers 
„Analytische  Geometrie  des  Baames*^  Th.  II,  3*  AnfL 
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Misceütn. 


IV. 

Misoellen« 


1. 

Zttr  Theorie  4er  astroaeniseheii  StmUeDfereeteiiv* 

JPwiacAmBf  m  T.  VH.  Hr.  XXIII.  & 

Ans  der  im  citirten  Aufsätze  gefohrten  Berechnung  ergiebl  sich, 
dass  die  Fermd  die  Befractionen  bis  87^  ganz  gut  darstellt  Die 
Differensen  worden  vielleieht  noch  geringer  ansfiiUen,  wenn  die  Con- 
Btanten  noch  scbflrfer  bestiramt  werden  könnten. 

Mau  kauu  aus  der  Foraicl  leicht  di6  BrecLaogsexpouenten  fUr 
beide  Schichten  berechnen.  Man  findet 

»1  »  1,000062,      %  —  1,000-218 

Die  Höhen  dieser  Schichten  sind: 

^»0,00333,  ^-0,000564 

Demnach  wttrde  die  Höhe  h*  dieser  Athmospbftre  V>8  Heilen  be- 
tragen. 

Die  Anuahme  einer  dreimaligen  Brechung  führt  m  analogen 
Becbnnngen,  welche  indessen  sehr  weitläufig  ans&llen. 

JedenfallH  aber  würdou  sich  hierdurch  die  mittleren  Kelractionen 
noch  genauer  uod  vielleicht  schon  bib  88*^  Zeaithdistanz  darstellen 
lassen.  Wir  wollen  indcssou  diese  Rechnung  nur  theoretisch  durch- 
führen und  legen  also  jetzt  die  folgende  Kefractionsformel  zugraude: 

* ViTj^tg"«   Vi+yt««*  Vi+fttg« 
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Ans  der  entwickelten  Belhenfom  folgen  nach  OleicliBctzra  der 
entsprecbenden  Coefficienten  gleich  hober  Potensen  mit  der  vorhin 
nngeil&hrten  Reihe  die  Relationen 

Ans  dieten  6  Oldehnngen  sind  die  6  Uobelcannteo  sn  ermitteln. 
Mai^  findet  der  Beahe  nach  leicht  folgende  Werte: 

*  ^  Vx^ihx  —  ^»)    ~  y«) '  Vi  'lyi — ya)  (yi — y*) 

Durch  Gleicbtetzen  zweier  ftafeinander  folgenden  Anadracke  ergeben 
•ich  die  Gleichnngen 

«  yi  y*  y&  ~  ^(i/i  ^»  -i-  i^t  i/a'l  y^Vi)  4-  ^  (yi + y«  -i-  ya)  — —  0 
*  yi  yt  ys  —  «(yi  y? + ys  ya + y  s  yi ) + «'(yi + y»  -f  y») — <  —  0 
cvx  vt vz  -  ^ii/i  y«  -r  ^3 + y 5  i'i ) + «(yi + ys + y») — /■ = 0 

Hätten  wir  ans  den  Grundglcichnngen  die  Werte  oder  ab- 
geleitet, 80  Würden  wir  in  Folgo  des  symmetrischen  Baues  der  letztm 
'd  Gleichungen  auf  dasselbe  Schlussresaltat  gekommen  sein. 

Dieses  <eigt  nns,  dass  die  LOsnng  der  Aa^S^be  von  der  Anf- 
lösnng  der  Inibisehen  Oleichung 

y'— (yi  l-yi+ya)y'+(yiy«-f  y«y8-i-y»yi)y— yiyiy«  —  0 

abhängt,  deren  Joefficienten  sich  aus  den  vorhergehenden  Relationen 
berechnen  lassen.  Führen  wir  die  Rechnung  dorch,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung  3.  Grades 

—  <d(c»— ic)-f  A**— ac))y« 

+  (d{ed  -  be)  +  e^ae  —  c^)  +  f{bc  -  ad)  )y 

—  <i(d»~  c«)+«(6t— cd)  -|-/(c*  — W)  =  0 

flat  man  hiernacli  die  Wurzeln  y,  y^  l  erechnet,  so  sind  auch  damit 
nach  dem  Obigen  die  Werte  s^^t^t  besUmrot,  womit  die  Au|gabo  geltet 
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ist.  Wie  man  sieht,  ist  der  Gaug 
malige  Brechung  dem  vorstehendon 
4te]i  oder  nion  Grades  geknOpft. 

Sind  demnach  die  Coef&denlea 
chenden  Grade  entwidieli,  so  stehen 
ireitlftofigen  Bechnungsoperationen 
entgegen. 


der  LöBUDg  fttr  eine  4  oder  n 
analog  and  su  eine  Gleichoag 

der  Aeihe  his  m  dem  entspre- 
der  Lösung  aosser  einigen  etwas 
Iceine  weitern  Schwierigkeiten 
£.  Oekinghans.  . 


2. 

lieber  Gieicfagewichtspaukte  der  Anziehuug  vou  Liuien. 

Das  Folgende  'gibt  ausser  eiuigen  allgemeinen  Sätzen  nur  Be- 
rechnungen der  Gloicbgewichtspunkte  der  Anziehung  einer  Ansahi 
specieUer  Gebilde. 

§.  1.  Gleichgewichtspnnkt  der  Ansiehnng  zweier 
symmetrisch  begrenzter  Parallelen. 

Ist  L  eine  begrenzte  Linie  (oder  ein  System  solcher),  nud  sind 
3/,  N  zwei  Punkte  auf  deren  gerade  Ycrbinduugblinic  weder  L 
berührt  uoeh  in  einem  dritten  Punkte  (zwischen  M  und  N)  trifft,  so 
Ist  die  G<MDponente  X  der  Ansiehnng  von  L  auf  einen  Punkt  P  der 
Geraden  MN  In  der  Richtung  von  M  nach  N  nahe  bei  M  negati?, 
nahe  bei  A  positiv,  folglich  gibt  es  eine  ungerade  Anzahl  Punkte 
wo  sie  null  ist 

Dieser  Satz  gilt  im  Räume  wie  in  der  Ebene.  Wir  machen  da- 
von Auweuduug  auf  den  1^  uil,  wo  L  aus  2  Parallelen 

(t  •     CJ   —         tf  ^  a 

besteht,  und  M,  N  deren  Mitteu  sind,  und  zwar  seien  a»,  0  die  Co- 
ordinaten  vou  I\ 

0ie  Anziehung  wirkt  Iftngs  der  «  Aze  und  ist 

^  _  2a  26^ 

WO  zur  Abkürzung 
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gesetzt  ist. 

Um  Difforentiation  ergibt: 

daher  existin  zwischen  («,  0)  aad  (  — <r,  0}  immer  eia  und  onr  ein 
Gleichgewichtspaukt. 

Dieser  hat  die  Gletchang  ni  erfiUlen: 

a(c  -\~  x)o  ^  0{c — <  Q  (1) 

daher  auch  die  rationale  4.  Oradee: 

ond  genagt  jede  Warsei  der  letztem  entweder  der  Ol.  (1)  oder  der 
Gleichung 

a(b -j-x)6=  —  b(c  —  x)q  (8) 

Gl.  (1)  kann  nur  bei  ^*<c^  Gl.  (3)  nur  bei  a:«>c«  erfMlt 
werden.  Da  nun  Gl.  (1)  immer  eine  und  nor  eine  reelle  Worzel 
hat,  80  ergibt  sieh: 

61.  (2)  bat  immer  eine  und  nor  eine  reelle  Wurzel  swlsehen  e 
ond  —e.  Demnach  kann  sie  nur  2  oder  4  reelle  Wanteln  haben;  im 
erstem  Falle  liegt  eine ,  im  letztem  liegen  3  reelle  Wurzeln  ansaer- 
halb  des  genannten  Intervalls. 

Sei  a  <  fr.  In  (2)  geht  Ar  «  —  ±a>  das  Zeichen  —  über  in 

<C\  für  X  —  ±c  beziehungsweise  in       folglich  ist  stets  eiue  reelle 

Wurzel  ;>r,  die  '2  übrigen  sind  entweder  beide  >-<r  oder  beide 
<^--c  oder  imaginär. 


Setzt  man 

Äi— a»  b*-^d 


flo  lautet  Gl.  (2)  geordnet: 

— 4mM*-|~6»t* — 4(m-j-ii)M-|-l  0 
nnd  reducirt  sich  durch  Substitution 

anf 

'  t^-.6*t»>  — 4(2mA:-|-n)v-3P-4fc -4mn— 0  (4) 

WO  zur  Abkürzung 
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gesetzt  ist 

Siod  die  4  Wurzeln  dieser  Gleichung 

1J±3,    —p±r  i 

SO  genflgt,  wie  idi  T.  LXIX.  S.  III  gesoigt  habe,  4p*  einer  kobi- 
■eben  Gleicbnng,  die  sich  besonders  einlach  gestaltet,  wenn  man 

setzt,  wodurch  sie  abergoht  in 

Jetzt  kann  man  nach  Cardaui'scher  Formel 

.  >  i/.T^|/„.+  (4*4^+(/„.+l/«.+(4*±"'")' 
als  bekannt  sngmnde  legen  und  findet: 

\Vio  sich  die  4  Wurzeln  verteilen,  wird  durch  folgende  Rech- 
nung entschieden.   Man  hat: 

nnd  nach  Gl.  (5)  in  «  aasgedrflekt: 

pV»-*  (2Ä--|»)«(Ä;-f-i»)-(2/.-m+n)« 

folglich  sind      and  r'  von  ungleichem  Vorzr lohen  nnd  ist  r*  als 
das  kleinere  negatlT.  ' 

Jetzt  hat  Gl.  (2)  als  einzige  reelle  Wurzeln: 

deren  eine  >  die  andre  Ifittei  zwischen  e  und  —c  ist.  Bezeichnet 
q  die  positive  Quadratwurzel,  so  ist  hiernach  der  Gleichgewichts- 
punkt 

I 


i 
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§.  2.  Oleifibgewichtspnnkte  der  Anziahnng  dreier 
Seiten  eines  Rechtecks. 

Geht  von  einem  Punkte  A  einer  begrenzten  Linie  L  eine  an- 
begrenzte Oerade  AX  ans,  welche  L  nicht  berflhrt  nnd  nicht  zum 
zwdtenmale  tritt,  nnd  wird  ein  Punkt  P  auf  AX  TOn  L  nach  New- 
ton'schem Gesetze  angezogen,  so  ist  die  einem  yon  0  bis  «o  wach- 
senden /IP  entsprechende  Componente  nach  AX  zu  Anfang  nnd  später 
definitiv  positiv  in  der  Richtung  nach  A  hin.  Denn  für  unendlich 
kleines  AP  ist  die  Anziehung  eines  höchstens  in  1.  Orduuug  unend- 
lich kleinen  angrenzeiuleu  Stücks  von  Z  unendlich  gross  I.Ordnung, 
und  (ÜH  des  ganzen  Restes  von  L  endlicii.  Sobald  nachhfr  P  die 
Grenze  der  Projection  von  L  auf  AX  überschreitet,  liegt  die  ganze 
Figur  mit  A  auf  eiuer  Seite  vou  /',  zieht  also  in  allen  ihren  Teilen 
nach  A  hin.   Jiieraus  folgt  der  Satz: 

„Die  Componente  der  Anziehung  einer  begrenzten  Linie  in  be- 
„liebiger  nicht  tangirendor  Riclitung  nach  einem  Punkte  der  Linie 
„kann  nur  eine  gerade  An/abl  v  n  Gleichgewichtspunkten  ausserhalb 
,derLinie  habeu,  wofern  n»an  jeden  Punkt,  dem  eine  ('omponcnta 
„uoll  und  zugleich  Maximum  oder  Minimum  entspricht,  doppelt 
„zählt." 

Dieser  Satz  gilt  ebensowol  im  Räume  wie  in  der  Ebene.  Im 
Folgenden  machen  wir  spedelie  Anwendung  auf  einen  Fall  der  Ebene. 

Die  anziehende  Linie  U  bestehe  ans  3  Seiten  eines  Rechtecks. 
Sei  AB  ^  CD'^a  nnd  BC  »25,  der  angezogene  Punkt  P  liege 
auf  der  Symmetrieaxe  MN  innerhalb  des  Rechtecks,  wo  M  die 
Mitte  von  BC  Die  Anziehung  wird  also  reprftsentirt  durch  ihre 
aiiale  Componente. 

Diese  Componente  ist  für  jede  der  parallelen  Seiten 

\  1   

AP    BP^  y(ä— A)«+d«  ^J^J^iÄ 
die  Anziehung  von  BC 

BC  2b 
hBP^  hV^T^ 

wo  A  =  MB',  daher  ist  die  Anziehung  der  Linie  II 

Aich.  d.  Ibtb.  II.  Vkjt,  9.  B«Ui««  T.  VIH.  7 
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in  der  Ricfatnng  von  P  nacli  J/,  die  Bedingang  des  Gleichgewicbts: 

woraiiB  alB  notwendige,  aber  nicht  hinreichende  Bedingung  herror< 
geht: 

d.  1.  nach  Potenzen  von  A  entwidcelt: 

H{a,  h)  —  (2) 
2(a+6)Ä«-(a»+4flÄ+M)A«-l-2(a«4-a*+i«)ÄÄ  — (a«-f       —  0 

nad  naeh  Potenzen  von  ai 
ms  sich  lehrdbeo  läast: 

Die  3  Wurzeln  /i  von  Gl.  (2)  teilen  sich  unter  die  2  Gleichungen 
Ay^+Ä«  -  (A - ft)  y(a— Ä)»+6»  (4) 

A  y =  —  (A-i)  y(a— A)«+A*  (6) 

Dem  TorangcBteUten  Satze  zufolge  hann  erstere  nur  keine  oder  zwei 
reelle  Wurzeln  haben.  Gehen  wir  nnn  von  dem  Falle  azssh  ane* 
80  redacirt  sich  hier  GL  (2)  aof 

Ä»  +  (A  — J)s  -0 

und  hat  eine  reelle  Wurzol  /(  \by  welche  der  Gl.  (5),  nnd  2  imagi« 
xUire  A*—  l&(ldb*V3)»  welche  der  Gl.  (4)  genügen. 

Andrerseits  ist  Idcfat  za  ersehen,  dass  die  Function 

h  —  b 

▼on  irgend  einem  Werte  an  mit  A  beständig  nnd  ins  unendliche 
wächst  Nach  Gl.  (1)  wächst  dann  auch  das  stets  positive  a— A, 
und  urasomehr  a  mit  A,  d.  b.  die  Fonction  a  von  h  ist  eindeutig 
umkehrbar,  nnd  jedem  hinreichend  grossen  a  entspricht  ein  reelles  A. 

Lässt  man  nun  a  von  a^h  an  bis  zu  diesem  Werte  stetig 
wachsen,  so  muss  irgend  dnmal  das  anftnglich  oo^jugirt  compleze 
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W«rtepBr  A  in  ein  reeUfli  übergehen  nnd  an  der  Grenze  znsammen- 
fallen,  wir  wollen  sagen  in  A  <—  ^  entoprechend  a  —  <«o. 

Ist  ferner  a  =  derjenige  Wert,  von  welchem  au  A  imt  « 
wftchsC»  und  entspricht  ihm  A  =  /<j,  so  bat  GL  (4)  für  a  >  aj  zwei 
reeUe  Wurzeln  deren  einer  "^h^  ist,  während  der  andre,  weil  h 
eindeutig  in  o,  <1  A|  sein  mnss. 

Gleichzeitig  hat  Gl  (2)  3  reelle  Wurzeln,  deren  einer  der  Gi. 
(5)  angehört.  Diese  aber  kann  nur  für  ä  <  ö  erfüllt  werden.  Hier- 
nach bilden  b  und  feste  Grenzen  für  die  3  Wurzeln:  die  beiden 
grösstcn,  unter  sich  durch  A^,  gegen  die  dritte  durch  b  gdschieden, 
bestinimen  Glelchgewichtspankte;  da  sie  fttr  a  in  Jiq  znsammen- 
fsllen,  so  mnss     ~  ft,  nnd     =^  sein. 

Das  letztere  Ergebuiss  Hq  —  erhält  mau  auch  sofort  bei  Be- 
stimmung beider  Giii  ^ni.  Denn  h  hj  entspricht  dem  Beginn  des 
definitiven  Wachsens  vuu  a  mit      die  Bedingung  ist: 


Bedingung  für  A  «  Ao  die  Existenz  einer  doppelten  Wurzel,  also 
dieselben  Gleichungen  (6).  Es  bleibt  nur  in  Frage,  ob  diese  nach 
EUminatiou  von  A  durch  mehrere  Werte  von  a  erfttlit  werden  können. 

Unmittelbar  erbAlt  man  ans  den  61.  <6): 
worans  znnäebst:  (7) 

(a*  — 4a»i  — 6a«6»  — 16aÄ3_iu4)Ä  ==  (a^  —  ia^b -3aH^—iab^--Sf>*)b 

nnd  schliesslieh: 

2a«— 12o*i+3a*öä—40a363-.24a»6*  — 12/16^  — 256^  —  0 


BH(a,h) 


«0;  ff(a,A)«.0 


(6) 


das  tot : 


2(a— Ä)6  —  27(a»-i-i»)»6» 


oder^  da  a—b  stets  positiy: 


so  kommt: 


Setzt  man  hier 


V2(a -bf  «  3y3(a«-f 
+  6/  -  4(6     3  V  G.)  -=  0 


(8) 


7* 


100  MiiteUm. 

3    _  »  ^  

y- 3,1265746 
|  =        - 6,5164420 

Draekt  man  die  Coef&oientea  der  Ol.  (7)  In  y  ans,  so  kommt: 

2("-y*+ +  8y + 20>*  =  (—    +  2^»  -  0/«+ 32y  -f  32>ft 
(—    +  2y «  -  6y«  -1-  32y  +  32)Ä  72* 

Kedncirt  man  dorch  Gl.  (8)  nnd  y'  auf  niedere  Potenten,  so  geben 
beide  Oleichuogen  Übereinstimmend: 


I 


Demnach  ist  die  kleinste  Abscisse  eines  Gleidigewiclitspunktes  | 

nnd  das  kleinste  a,  dem  ein  Gleicbgewichtspnnkt  entspricht:  i 

—2^i^i  =  6,316  44206 
y  — ^ 

Um  die  Resultate  zusammeuzustelleu,  so  exiatirt 

far  a  <  «0  kein  Gleichgewicbtspnnkt, 

ftlr  a  *>*  oo  ^n^r,  nämlich  A  =;  ik^, 

flUr  a  >     zwei,  nämlich  A  s=  V  nnd  V',  von  denen 

Ä'  >  Äo,  >         >  Ä 

ist.  Die  dritte  Wurzel  von  IT  »  0  ist     <  6  nnd  genflgt  der  Glei- 
.  chnng  (5). 

Endlich  ist  ea  noch  Ton  Interesse  die  l4fisnngen  fiBr  unendlich 
grosses  a  zn  untersuchen.  Sei 

SO  dass  Ol.  (2)  ttbergeht  in 

2{l+ß)v'-(l-\'iß-\-ß')V^+^a+ß-\-ß')ßv-(l+ß')ß*  -0  (9) 

Für  /5  -=  0  erhält  man  (2»/  — 1)»;^  =  0,  woraus  als  grösste  Wurzel 
^  i  hervor|^<'l]t,  währeud  die  beiden  andern  verschwiudeu.  Ent- 
wickelt mau  also  ii  uach  Poteuzeu  von  ^,  so  ergibt  sich  der  Wert 
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ToA  V  s  Die  Entwickfilong  rnuss,  damit  nch  A''  and  ft'*  achd- 
den,  mindesteiiB  bii  zar  4  Potens  getri«beii  werden,  wo  nun  findet: 

Setzt  man  diesen  Wert  in  Gl.  (9)  ein,  snbtralurt  die  Gleichniig  in 
Ton  der  in  i}  vnd  dividirt  durch  ii^V,  so  erbält  man  die  quadra- 
tische, fta  vi'^if  und  fi'^ff  gültige  Gleichnng: 

oder  nach  Division  durch  l  +  jS: 

nnd  nach  AnflOsnng: 

das  ist: 

A'«J«-|Ä-^*i   Ä''«:ft+V2^';  *-'-Ä--V2^* 

Die  2  ersten  Ausdrücke  bestimmen  f^ilr  sehr  grosse  a :  6  anaabernd 
die  Gleichgewichtspuokte. 


I.  3^   Gleichgewichtspnnicte  der  Ansiehnng  einer 
symmetrischen  dreiteiligen  gebrochenen  Linie. 

Die  gebrochene  Linie  L  sei  ABCD^  die  Stücke  BA  und  CD 
liegen  symmetrisch  zur  x  Axo  JiiV,  und  zwar  sei  3/  Projection  von 
B  und  C  und  Anfang  der  Dcy,  N  Projection  von  Ä  und  D  auf  die  « 
Axej  ^  sei  Kichtangswiukel  von  BA. 

Der  von  X  angezogene  Punkt  anf  der  x  Axe  sei  P  mit  den 
Coordinaten  «,0  nnd  AP^'  q,  nP'^^  o.  Das  Lot  PQ  von  P  anf 
JA  sei  *  A.  Dann  sind  die  Coordinaten  Ton  A,  B  bshw. 

und  man  bat: 

p>  -  («-«)*+(Ä4-atg/S)^j    0«  = 

A  —  «Bin^+^C08|} 

Die  Componenten  der  Anzieiiiiuii  von  AB  und  BM  in  der  a; 
BicbtuDg  sind  bzhw.: 
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h±atgß       b  b 

daher  ist  die  Aoziehaug  der  ganzen  Figur  L 

und  die  Bedingung  des  Oleichgewichts: 

wftbrend    >  0  die  positive  »  Bichtnng  der  Anziehang  anzeigt 
Nadi  Moltiplication  mit 

Qb{x — Ä)  +  a(Ä  -f  tt  tg  i3)a; 

erhftlt  man  als  notwendige  Bedingong  die  rationale  Gleicbnng  4. 
Grades; 

|(a— a;)«-|-(6-f  «tgi3)«}6«(a:-Ä)*-(«*+**)(^4-<»tg/3A^  (1), 

unter  denn  Wurzeln,  solaoge  >■  0  Ist,  dl^entgen,  weklie 

>  h  sind,  auch  die  antrdcbende  Bedingung  6  —  0  erflUlen,  mithin, 
soweit  sie  reeU  sind,  Gleichgewicbtspunkte  bestimmen. 

Da  für  «  >  a  die  ganze  Figur  L  auf  negativer  Seite  von  P 
liegt,  so  ist  hier  stets  <? <C 0.  Hat  nun  G^O  reelle  Wnrseln,  und 
ist  ff  die-grösste  unter  ihnen,  so  ist  «r^  <  a.  TerULogert  man  dann 
B4  and  CD  um  gleiche  Stdcke,  so  ist  die  Componente  der  Anaiefaung 
der  Terlftngerungen  positiv,  also  wird  durch  den  Zuwachs  von  a  auch 
>  0,  muss  aber  für  hinreichend  grosses  x  negativ  werden,  folgiich 
f&r  irgend  ein  «  >     verschwinden.  Hieraus  folgt  der  Satzi 

Existirt  für  irgend  ein  a  ein  Gleichgewichtspunkt,  so  existirt 
ancb  fnr  jedes  grössere  a  ein  solcher,  und  edsturt  für  ii^geod  ein  a 
keiner,  so  existirt  auch  fttr  jedes  kleinere  a  keiner. 

Dcnii,!  tnäs?  rrl) alten  wir  die  äusserste  Grenze  der  Existenz  von 
Gleicbgewichtspunktcu,  wenn  wir  a— o»  setzen.  Dann  geht  Gl.  (1) 
über  in 

fl^8in>/34-&^drin/)--l)+2fr*ffCOSi>(l— sin/i)— »*G08V  ^  0 

oder,  wenn  man 

x^bzemßi  t&nß^n 

setzt,  in 

«*n«(l  -  n»)  +«*(2n— 1)4- 2»(1—«)— 1  =  0 
An  den  Grenzen  zwischen  zweien  der  Ffllle,  wo  sie  keine^  sw4»  oder 
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Tier  reelle  Wurzeln  bat,  miissea  2  Wurzeln  zusammenfallen  hier 
ist  afato 

Elimlnirt  man  z  zwischen  beiden  Gleichungen,  so  kummt: 

n^Ui»<^— dön^+ldn^+Sa»*— 19»*— 10)1+2)  ^0 

das  ist: 

n«(llft«— 14n  +  2)(n*  — n  — 1)«  -  0 

woraus  5  verschiedene  reelle  Wurzeln  hervorgehen.  Da  die  Elimi- 
nation der  höhern  Potenzen  von  r  zn  linearen  Gloichungen  führt,  80 
entsphcht  jedem  n  nur  ein     und  es  ergeben  sieb  die  Werte: 

__7±3V3  «'-Ä^  2 

"~     11     '  *     -^+1^3'  ftöö5?-"+V3 

_1+V5  •       ITv^.   g— A     i:f ys 
«»—     2    '  2    '  6coß/f"'  2 

Der  Fall  »  =  0  ist  in  §.  2.  bchaudoU.  Unter  den  4  übrigen  sind 
die  Werte  mit  obem  Zeichen  zu  verwerfen,  weil  «  >  1  wird.  Es 
Uelbeo  snr  die  zwei: 

1)  Fttr  positives  ß  bat  man  alleint 

8in/?-^~^j^^;  /J- 0,104  8707  E 

.  .  ^24-  ^^^^  beosß  -  2,642  460A  >  Ä 

2)  lür  negatives  /3: 

8in/?s=i^^i  0,424 1412B 


_l-j-V5^^^^  -  1,2720204  > Ä 


2 

Da  nacb  §•  2.  für  /3  =  0  und  hinreichend  grosses  o,  mitbin  aucb 
filr  a  ^  CO  zwei  Gleichgewichtspunkte  existiren ,  so  mttssen  sich  an 

der  eben  bestimmten  Grenze  das  reelle  und  imaginäre  Wurzelpar  so 
scheiden,  dass  das  reelle  im  ganzen  Intervall  zwischen  0  und  jeder 
der  beiden  Grenzen  statthat.  Es  bat  sieb  also  ergeben: 

Fflr  0  <  <  0,1048707  ...  B  eiistiran  fttr  hinrdcbend  grosses 
a  zwei  Gleidigewiditspiiiikte,  ittr  grosseres  ß  licelner,  so  gross  immer 
a  sei 
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Die  negativen  ß  würdou  iu  liciiefl  des  cYcutucUcn  Durchschnitts 
von  BA  Qnd  CD  besondere  Untersnchung  erfordern,  auf  die  ich  hier 
nicht  eingehe. 


f.  4.  HiBimvin  der  Kreisbogen,  deren  Anziehnng 
Oleichgewichtspvnhte  hat 

Wächst  der  Bogen  B  eines  constanten  Kreises  von  0  Ms  zum 
vollen  Kreise,  so  hat  (wie  ich  am  Schlüsse  des  Aufsatzes  XYII. 
T.  VII.  S.  336  bewiesen  habe)  seine  Anziehung  im  Anfang  bis  zu 
einer  gewissen  Grenze  keinen,  darüber  hinaus  zwei  GleicbgewichtSr 
punkte  auf  der  Symmetrieaxe. 

Im  Ftdgendoi  vül  ich  in  der  Ellne  das  Terfahren  angehen, 
nach  welchem  ich  diese  Grenze 

|B  —  1,806  9374  R 

WO  der  Badins     1  gesetzt  ist,  und  B  den  Quadranten  bedeutet,  be- 
rechnet habe. 

Da  nur  Punkte  auf  der  Symmetrieaxe  in  Betracht  gesogen  sind, 
so  ist  vorher  die  Berechtigung  zu  begranden.  In  der  Tat  gibt  es 
ein-  und  mehrfach  symmetrisch  gestaltete  Linien  mit  Gleichgewichts- 
punkten ,  die  auf  keiner  Axe  liegen .  Dass  ein  Krdsbogen  nicht  in 
diesem  Falle  ist,  Iftsst  sich  leicht  zeigen. 

Wir  nehmen  an ,  P  sei  ein  Gleichgewichtspunkt  für  den  Bogen 
J9,  ziehen  durch  P  den  Durchmesser  D  und  durch  beide  Enden  von 
B  Sehnen  KL  und  MIsl  normal  zu  V.  Letztere  teilen  den  vollen 
Kreis  in  4  Stücke:  Bog.  KL  und  J/iV,  einzeln  symmetrisch  zu  Z7, 
und  zwischen  beiden  Bog.  KM  und  LN  (in  besondem  Fallen  kann 
dn  Stflck  null  sein).  Die  zu  D  normale  Gomponente  der  Anziehung 
von  KL  und  MN,  mögen  sie  zu  B  gehören  oder  nicht,  ist  stets  nuU. 
Von  KM  und  LN  aber  ist  stets  eins  Teil  von  ^  andre  nicht; 
daher  ist  die  transversale  Gomponente  der  allein  übrig  bleibenden 
Anziehung  stets  positiv  nach  der  Seite  des  Astern  Bogens  hin ,  und  1 
P  befindet  sich  nicht  im  Gleichgewichte,  wenn  nicht  beide  Sehnen 
zusammenfallen,  mitbin  D  Sjmmetiieaxe  von  B  ist,  w.  z.  b.  w. 

Sei  also  der  vom  Bogen  B  aug  /OLroue  i'uukt  P  auf  der  Sym- 
metrieaxe D  gelegen.  Wir  nehmen  Uou  Hittelpunkt  des  Kreizes 
zum  An&ng  dar  aey,  i>  zur  Axe  der     positiv  nach  der  Bütte  von 
B  hin,  und  zwar  seien  «,  0  Goordinaten  von  P  und  cos^,  sin^  i 
Coordinaten  des  Bogenelements  9^,  Den  Enden  des  Bogens  ent-  ; 
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sprechen  (p  =  ißR,  und  g  sei  die  £utferQUDg  von  Puod  dq>.  Daan 
sind  die  Componenteu  der  ADziehaog 


am  OB 


oR  oB 

-oB  -«B 
Q*=  1  +  «*  — 2«C0if 

and  die  Bedingung  des  Gleiciigcwichts: 

wodurch  x  als  Function  von  a  bestimmt  wird. 

Zum  Anadraek  des  Integrals  in  elliptisclieB  FonctioDen  sei 

*    1—*'  *^  1— « 

df^n  wird 

'"■^  -«(iH-ar) 

Einfacher  und  ^nr  numeripchni  Rechnung  geeigneter  wird  der  Aus- 
drnck  durch  Einführung  der  Functionen: 

Hier  wird  dio  Bedingung^gleichaDg: 

Für  i  >>  V I  oder  7  <;  2K  kann  man  zum  conjugirten  Modul  0 
fibergeheu  bestimmt  durch 

et  -  4R* 

sogleich  Debmen  vir  dann  das  Complement  Ton  »  nnd  aetaen: 

-IM) 

dann  lautet  die  Bedingnogsgleichnng: 


! 
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Bei  dDMr  siebensteUigeo  KecbDuug  reicht  es  volikommen  aas 
die  Bethen  bis  znr  4.  Potenz  Ton 

zu  benutzen.  Die  Oleichnngen  werden  dann: 

4fl8in2t>(l  — 4g^cos2?') 

1  —  22C08  2v  4-fl*  coal^     ^C*-")  (1) 

l+22'co82Mo4-23'*<!084a^ 
J  —    (l+2g  4-2g  *)*  -  j_2a'-{-22* 

Um  nnn  für  gegebenen  Bogen  die  Gleicbgewichtspmdcte  za 
finden,  wfirde  man  »  als  Function  von  a  darzastollen  haben.  Mit 
g',  «,  to  stehen  s  und  »  in  folgender  Beziehnng.  Sei 

fc»8in/3B}        SS  cos /SR 

dann  wird 


ein 


ttR       ,,,//(y,  t)  Biny  — g*sin  3t> 

2  ^        HMr)  "  ^*  008. H-./ cos 

g)         ,  1 — 2g'  cos  2w-|-  2q'*'  cos  4tto 
H((w,  a/"  2fl'*(8in»ta  -fl'^sinS»») 

Da  in  Ol.  (1)  nnd  (2)  «  nnd  w  impUcite  von  »  und  a  abbangen, 
80  ist  eine  direete  LOsnng  naeh  »  nicht  wol  m^lich,  ebensowenig 
die  inyerse.  Man  bat  nnr  den  einen  Weg,  erst  die  Oldchnngen 
nach  V  resp.  w  (approximativ)  aufzalöseu ,  x  aus  q{q') ,  0  aas  », 
(g',  t^)  zu  berechnen,  schliesslich  die  erhaltene  Darstellnng  Ton  it  in 
«  nmznkehren. 

Diese  Rechnung  lässt  sich  in  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  g 
resp.  fortschreiten ,  ausführen ;  doch  convergiren  die  resnltiren" 
den  Reihen  so  schwach,  dass  sie  zur  nnmerischen  Ansrechnnng  vOIlig 
nnbranchhar  sind.  Dagegen  jfihrt  die  gewöhnliche  Approzimations- 
methode,  welche  jeden  NAhemngswert  dem  resnltirenden  Fehler  pro- 
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portiona!  corrigirt,  sehr  schnell  und  leicht  znm  Ziele.  Die  folgende 
kiciiiG  Tafel  geht  nicht  von  sondern  von  ß  aus.  Die  entsprechen- 
den Werte  von  q  habe  ich  der  von  E,  Meissel  herechneten  und 
herausgegoboneu  achtglclligcn  Tafel  eutuommen;  aus  ihnen  gehen 
die  Werte  toh  q'  leicht  hervor. 


ß 

«  1 

0,1 

1,993  8822 

-^,006 1940 

0,2 

1,976  1331 

—0,025  8856 

0,3 

1,948  5543 

—0,057  6378 

0,4 

1,914  Ü76Ü 

—0,105  5728 

0,5 

1,875  3810 

—0,171  5729 

0,6 

1,840  4380 

-0,259  6162 

0,7 

1,815  4961 

—0,375  5248 

Ofi 

1,807  8806 

—0,527  8639 

0,» 

1,947  3060 

—0,7294538 

Zur  Bestimmung  des  Minimums  von  et,  welches  der  Tabelle  zu- 
folge nicht  weit  von  /I 0,8  entfernt  sein  kann,  würde  sich  die  analy- 

tische  Bedingung  wenig  eignen,  weil  die  derivirte  Gl.  (2)  schon  com- 
plicirt  ist  und  nach  Elimination  von  Bq' ,  die  mittclßt  Gl.  (3)  noch 
compHcirter  wird.  Dagegen  ergibt  sich  das  Minimum  siebenstellig 
sehr  bald,  wenn  man  über  die  zweite  Bruchstelle  von  ß  eine  neue 
Tafel  berechnet,  die  sich  nur  auf  die  nächtliegenden  Werte,  etwa 
0,78  j  0,79 i  0,81  zu  orstrockea  braucht}  dauu  iu  der  Nähe  des  klein- 
Btev  «  mit  der  dritten  Stelle  ebenso  verlUirt,  u.  8.  f.  Die  vierte 
Tabelle  lantet: 


ß 

a 

1,806  9878 

0,7809 

1,806  9374 

0,7810 

1,806  9376 

Sind  die  Differenzen  der  ß  hinreichend  Idein  geworden,  wie  wir 
liier  z.  B.  annehmen  wollen,  so  kann  man  in  dem  kleinen  Intervalle 
die  Curve  o  «  ^d.  (ß)  durch  eine  Parabel  ersetzen,  die  durch  die 
3  FonlEte  («/O  S^bt,  und  deren  Scheitel  dann  dem  Minimum  sehr  nahe 
entsprechen  most.  Sei  also,  wenn  ao  — f$ct(/}o)  den  Scheitel  be- 
zeichnet, 

=  1,806  9378- lO-'-y;    ßo  -  0,7808+10-*F 
dann  kommt: 
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y «  —  2pXi    (  y—  1)2  -  2p{X—  4) ;   (  y  —  2)«  -  2piX  -  2) 

wovans: 

y     49      ^     7  1 

also 

/fo"- 0,780  9167;      =  1|806  9373  9167 

Die  3  letzten  Ziffern  würden  Geltung  haben,  wenn  die  Zahlen  (4) 
bis  auf  3  weitere  Stellen  genau  wären.  Für  die  siebensteUige  Rech« 
uuug  iaIloD  sie  weg,  und  man  hat  für  das  Miuimuni: 

ß  =  0,7809;     a  —  1»8069374;    xss  -0,4954 

Von  X  können  natürUch  alsdann  nnr  hOcbstens  4  StaUen  gefunden 
werctoi.  B.  Hoppe. 


3. 

Zar  Theorie  <er  Kegeleefealtlillnien. 

1,  Zieht  man  au  einen  Kegelschnitt  in  einem  beliebigen  Punkte 
A  die  Tangente  uud  verbindet  A  mit  den  beiden  unendlich  fernen 
Punkten  der  Curvo,  so  ist  das  Produet  der  Entfernungen  irgend 
eines  Punktes  der  Kegelschnittslinie  vuu  deu  beiden  letztgonanntea 
Gcradtiu  proportional  seiner  Entleruuug  von  der  Tangente. 

« 

Sei 

worin 

die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  bezogen  auf  rechtwinklige  Axen. 
Transformirt  man  zu  parallelen  Axen  mit  dem  Urspraog  ^(a«,  yo)* 
so  nimmt  die  Gleichung  die  Form 

worin 

*B|  ojs'«  <>n'  lineare  Fnnctionen  von  ^  mit  Coeffidenten 
der  arsprflnglicheD  Gleichung« 

Die  Gleichung  der  laugeule  lu  A  ist 

«i'-O  (3 

die  Gldcfaong  des  Oeradenpaars,  welches  A  mit  den  unendlich  fernen 
Punkten  des  Kegelschnitts  verhindet,  ist 
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Zerlegt  mftii  «a  in  aie  linemi  Faetoroi  und  setzt  dabei  snr  Ab- 
kflnang  die  poflitive  Qoedratworael 

80  eehreiben  steh  die  Oleichangen  (3  und  (4 

V  •«  a,j'ac-f  oij'if  -  0  (6 

«»  —  ^  [«M  y  +  («11  -       [og,  y  4-  (a^ji  4-  w)x\  —  0  (,Ü* 

Beaeicbnet  9  die  EntferDiiog  des  Pnnktee  i/(dr,  y)  aof  (2  Ton 
der  Tangente,  «'  seine  EDtfernnngea  von  den  naeb  den  unendlich 
fernen  Punkten  gericbteten  Geraden,  so  ergeben  sieb  auf  Grand  der 
Gleichnngen  (6  und  (6*  far  diese  GrOssen  die  Ansdrilcite 


.y 


9  = 


Hieravs  folgt  mit  Znziebong  ?on  (5 

«f  -  «'y(a„-a«)«+4«„« 
Die  Einfttlimng  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleich.  (2  gibt 


wo  nunmehr  *,  5  und  die  Quadratwurzel  mit  ihrem  absoluten  Be- 
trag zn  verstehen  sind.  Damit  ist  der  oben  aufgestellte  Sats  be- 
wiesen. 

2.  Die  geometriscbe  Bedentang  des  ans  den  CcHsfBeienten  von 

(2  gebUdeten  Factors  +  4<»i»*  "  ^  **** 

Csebaten ,  wenn  man  Ton  der  Axengleichnng  des  Kegdschnitts  ans* 
gebt. 

a)  Für  die  Ellipse,  beziehungsweise  Hyperbel  gebt  die  Gleichung 
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doFch  Tnutiformation  naeli  dem  ITnpniiig  A(xq,      ttber  io 
es  ist  also 

«II  — «11  =  0»    «im  — «*!    «j8'«'±»%»  «b'— «'n 

und   

der  Abschmtt  «,  welclieD  die  Haeptaxe  dea  Kegelschnitts  auf  der 
Normale  des  Panktee  A  bestimmt»  ist  aber 

wenn  also  die  relative  £zoentricitftt  mit  i  bezeichnet  vird,  so  geht 

der  Ausdruck  für  Ii  in  über,  und  Gloicli.  (7  schreibt  sich  für  die 
Ellipse  und  Hyperbel 

—  2nq  (8 
Fflr  die  gleichseitige  Hyperbel  wird  insbesondere  wegen 

—  (8* 

b)  Die  Gleichnng  der  Parabel  yerwandelt  sich  bei  der  nftm- 
lichen  Transformation  in 

so  dass 

«u**«M  — 0,  «it  — 1,  «1»'  — — P.  «»'— 3«i> 
nnd   

wird;  dies  aber  ist  zugleich  der  Ansdmck  HDr  den  Abschnitt  «,  wel- 
ehen  die  Axe  der  Parabel  anf  der  Noimale  in  A  bestimmt.  Da 
femer  im  gegenwftrtigen  Falle  die  beiden  reellen  unendlich  fernen 
Punkte  in  einen  snsammenMen,  so  wird  nnd  die  Gleich.  (7 

nimmt  fitar  die  Parabel  die  Gestalt  an  . 

««  =  2nq  (9 

Die  Scheitelgleichnng  ist  ein  spedeller  Ansdmck  fttr  diese  all- 
gemeine  Beziehung. 

c)  Bei  dem  Kreise,  dessen  Gleichung  die  Form 


III 


annimiDt,  werden  als  Abst&nde  eines  Paaktes  von  den  Geraden 
absolnter  Bichtang  dureh  A  nnendlicli  gross.  Betrachtet  man  Eher 
den  Ereis  als  Grenzform  einer  Ellipse  filr  ein  gegen  nnll  conyer- 
girendes  «,  so  zeigt  sich,  dass  das  Prodnct  i*««'  der  bestimmten 
Grenze 

rieh  nfthert«  wobei  e  die  Streke  AB  bezeichnet,  wfthrend  i»  den  Wert 
r  des  Halbmessers  annimmt  Mithin  wird  man  hier  za  dw  elemen* 
taigeometrischen  Beziehong 

»  2f9  (10 

geführt. 

3.  Der  ob{ge  Satz  gibt  dn  einfibches  Mittel  zir  Lftsnng  der 
beiden  folgenden  Aofgaben. 

*  a)  Von  eioer  Hyperbel  sind  eine  Tangente  a  mit  dem  Berüh- 
rungspunkt     ein  Punkt  B  und  die  Kichtnugen  der  Asymptoten  (die 

beiden  uneudücii  fernen  l'unktc}  giigeben. 

Man  führe  durch  A  die  Parallelen  zu  dcu  Asymptoten  und  fälle 
anf  dieselben  Ton  B  die  Lote  s\  ebenso  das  Lot  q  auf  a.  Yer- 
möp^e  der  Gleich.  ergibt  sich,  wenn  man  den  Asymptotenwinkel 
2^  einführt  durch  die  Kelation  c  sec^: 

(«sec  0)(*'8ec6) 
2n  —  

als  vierte  Proportionale  der  leicht  zu  construirenden  Strecken  *sec0, 
#'8ec#  und  der  Strecke  q.  Wird  iiuu  n  auf  der  Kormale  in  A  in 
der  entsprecbeudcD  Richtung  abgetragen,  so  erhält  man  einen  Punkt 
der  Ilauptaxe  uud  diese  selbst  als  Parallele  zur  Halbirunj;sliiiie  des 
Asymptotenwinkels.  Damit  ist  aber  auch  und  die  Öubtaugente 
t  von  A  bestimmt }  da  nun 


(«»-1)^0 
iBO  ergibt  sich 

■Co   ~  ^ 

ond  hiermit  der  Mittelponkt  der  Qrperbel.  Die  weitere  Verfolgung 
der  Angabe  bietet  keine  Schwierigkeit 

b)  Von  einer  Parabel  ist  eine  Tangente  a  mit  dem  Berührungs- 
punkt ^1,  ein  Punkt  B  uud  die  Kichtung  der  Axe  (der  unendlich 
ferne  Punkt)  gegeben. 
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Man  fiibre  durch  A  die  Parallele  zar  Axe  und  föUe  auf  die- 
selbe ana  B  das  Lot  s ,  ebenso  das  Lot  g  auf  a.  Auf  Grund  der 
Gleichung  (9  findet  mau 


durch  Abtragen  von  n  auf  der  Normale  in  A  eint  n  l'unkt  der  Axe 
und  somit  auch  diese  selbst.  Es  ist  nun  leicht,  die  weitem  Elemente 
zu  bestimmen.  E.  Czuber. 


4. 

lukreisceutrum  als  Oleichgewiehtspnnkt. 

Ist  Pein  Punkt  innerhalb  eines  Vielecks,  h  sein  Abstand  von 
einer  Soite  Aß,  (p  und  tp'  die  Richtungswinkel  von  PA  und  PBy  so 

ist  die  Componeute  der  Anziehung  von  AB  anf  7'=-(sin<3p' — sinqp):^,^ 
daher  die  Comp,  fi  Anz.  des  Urnfangs  die  '^nmmp  aller  den  Seiten 
entsprechenden  Werlo,  d,  i.  =0,  wenn  A  i  ir  alle  Seiten  gleich  ist. 
Folglich  ist  in  diesem  Falle  der  Mittelpunkt  des  eiubeschriebeuen 
Kreises  ein  Gleichgcwichtspunkt  der  Anz.  des  Umfaugs,  beim  Drei- 
eck bedingungslos. 

Das  Analoge  gilt  auch  vuiu  Polyeder  und  analogen  Gebilden  von 
n  Dimensionen,  nur  rauss  die  Anz.  der  ( — n)ten  i'uLenz  der  Entfer- 
nung proport.  »ein. 

Sei  nämlich  Bf  ein  Element  einer  Polyederseite,  q  seine  Ent- 
fernung von  Pf  h  das  Lot  von  P  anf  die  Seite,  •  eine  um  P  mit 
dem  Radios  1  bescbriebene  Kugelfiäche,  B»  die  Radialprojection 
TOB  djT;  dann  ist  die  Pyramide  über  9f  mit  P  als  Spitse  — 
—  ^9*9»,  daher  die  Anz.  yon  S!^  anf  P 

^  8« 
^  ^'^  h 

Ist  Jetzt  ^1  Normalprojection  von d»  anf  die  ffz  Ebene,  so  ist  B»t'*^ 
die  Comp.  d.  Anz.  nadh  »  Riebtang.  Baron  bei  glichen  h  die  Summe 
Uber  die  Oberflftche  genommen  gibt  die  Frojection  der  KugeHÜtehe 
anf  eine  Ebene,  d.  1.  null     w.  z.  b.  w. 

Anlass  zu  derlei  Untersnchnngeii  war  mir  der  Vortrag  des  Hrn. 
Oeikinghans  auf  der  Natnrforscbervere.  (Tsgebl.  LXI.  p.  7.)  welcher 
zeigt,  dass  die  Brennpunkte  der  Lemniskate  dem  Gleicligeiricbts<* 
punkte  sind.  B.  Hoppe. 
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V. 

Die  harmonische  Beihe. 

Ein  Beitrag  zur  algebraiäcUen  ÄDalysis. 

Vo» 

Dr.  Hdinrlch  Simon  in  Berlin*). 


Einleitung. 

Die  Reihentheorie  bedient  sich  zur  Begründung  ihrer  Siitze 
vielfach  des  fremdartigen  Ililfamittols  der  bestimmten  Integrale.  Es 
mag  in  manchen  Fällen  schwer  scheinen,  dieses  Uilfsmittci  durch 
die  Methoden  der  algebraischen  Analysis  zu  ersetzen  —  die  Be- 
hauptuiifT,  (Inss  ein  solcher  Ersatz  wünschenswert  sei,  wird  aber  kaum 
vielem  Widerspruche  begegnen.  Bezeichnet  Herr  Thomac')  es 
doch  geradezu  als  „eine  Forderung  der  Wissenschaft,  dass  sie  die 
Resultate,  die  sie  auf  elementarem  Wege  erhalten  ^■a^^»,  auch  auf 
diesem  zu  erhalten  suchen  tmiss,  wofern  damit  nur  nicht  übergrosse 
Weitläufigkeiten  verbanden  sind'*.  Mit  letzterer  Einschränkung  ist 
wol  der  Hanpteinwand  berOhrt»  den  man  jener  Forderang  entgegen* 
stellen  kann:  Ist  Reinheit  der  Methode  ein  berechtigter  Anspmch 
der  Aestbetik  der  Wissenschaft,  so  ist  es  doch  Elegans  and  Kürze 
nicht  minder,  und  wo  beide  in  Widerstreit  geraten,  wird  im  ein- 
zelnen Falle  der  Geschmack  zu  entscheiden  haben,  welcher  von  ihnen 


1)  NaehiteheDde  Arbelt  isi  ein  ao  vielen  Stellen  umgeftTbeiteter  nnd  er- 
weiterter Abdrtick  der  unter  dcrseUun  Aufscluift  nschienenon  Inaugurnl-Disser- 
tation  des  Verfaieert  (HftUe,  1886).    YergL  Aüch  den  Aabets  d.  Verf.  T.  VI. 

S,  105  tt.  220. 

2)  „Klementnrc  Behandlung  der  liypergoometrischen  Eciiie^.  Zttehr.  L 
Math.  u.  Ph)rg.    Bd.  XXVI.  (1881)  S.  313. 

Ireh.  d.  Hfttli.  e.  Vbji.  2.  Bailie,  T.  VIU.  S 


Digitized  by  Google 


■ 


114  Simon:  DU  karmoiMeU  Bdh», 

dorn  audera  unterzuordnen  sei.  Lässt  sidi  aber  beiden  zugleich  ge- 
nügen, so  wird  ein  Versuch  in  dieser  Richtung  keiner  weitem  Becht- 
lerügung  bedürfen. 

Zu  solchem  Versache  forderte  nuE  die  harmonische  Bdhe  be- 
sonders auf. 

Diettdbe  wird  in  ihrer  einfachsten  Gestalt,  als  Reihe  der  reci- 
prolcen  natflrllchen  Zahlen,  gerade  in  den  Elanenten  der  Reihen- 
lehre häufig  herangezogen.  Sie  pflegt  als  der  erste  Beleg  dafar 
angefahrt  zu  werden,  dass  die  nnh^enzte  Abnahme  der  Glieder 
allein  nicht  hinreicht,  um  eine  unendliche  Reihe  oonvergent  an 
machen;  sie  liefert,  mit  wechselnden  Vorzeichen  vorsehen,  das  ein- 
fachste Beispiel  einer  convergeuten  alternirenden  Reihe;  an  ihr  wird 
endlich  seit  Dirichlet^)  die  bedingte  Convergenz  erläutert  und  mit 
den  Mittclu  der  algebraischen  Analysis  Tiacligcwiesen,  dass  eine  ver- 
änderte Anordnung  der  Glieder  von  Einlluss  auf  die  Summe  sein 
kann. 

Alieiu  dauut  sind  die  Eigenschaften  der  Reibe  nur  an  der  Ober- 
fläche gestreift. 

Denn  zunächst  lässt  sich  das  Uuendlichwerdon  der  harmonischen 

Reihe  in  Beziehung  setzen  zu  dem  des  Logarithmus;  im  engsten 
Zusammenhange  hiermit  steht  dann  die  Gauss'scbe  Function 
die  als  Specialfall  die  Euler 'sehe  Coiistante  enthält,  und  mit  deren 
Hilfe  die  auuühernde  Summirung  der  endlichen  Reihe  möglich  wird. 
Das  UmordüungsprobJcni  endlich,  welches,  in  Ermaugelung  des  mass- 
gebenden Grenzwertes  eines  «  gliedrigen,  uncii  llu  h  fernen  Reihen- 
Ausschnitts,  nur  für  einige  wenige  Spccuiliaiie  behandelt  zu  werden 
pflegt  —  und  das  in  einer  Weise,  die  den  wahren  Sachverhalt  mehr 
Terhttlit  als  aofklärt,  —  lässt  sich  mit  Hilfe  des  gedachten  Grenz- 
wertes allgemeiner  nnd  klarerlösen. 

I>ie  luci'lier  gehörigen  Sätze  sind,  wie  eine  Uebersicht  der  ein. 
scblägigeu  Litteratur  weiterhin  zeigen  wird,  an  den  verschiedensten 
Stellen  zerstreut  und  fast  ausschlicsslicb  mit  Hilfe  der  Infinitesimal- 
rechnung hergeleitet  Insbesondere  werden  zur  Eiaiitteluug  der  Wert- 
änderung der  altemixenden  harmonischen  Reihe  für  den  Fall,  dass 
man  anf  p  posltire  Glieder  immer  q  negative  folgen  läast,  überall 
bestimmte  Integrale  herangezogen,  so  dass  Herr  Frings  hei  m,  nm 
solche  Wertändemngen  zn  Teranschaalicheo,  ein  anderes  Beispiel  vor- 
schlägt, bei  dem  die  Integrale  entbehrlich  sind  *).  Letzteres  ist  nun 

1)  Abhandlg.  d.  lierl.  Akad.  d.  Wiss.    1837.    S.  48, 

2)  „Ucber  die  Wertvei  ändcrurigcn  bedingt  convctgenter  Reihen  und  Pro- 
dukte".   Math.  Annalcn,  Bd.  XXli.   (i88S).    S.  459. 
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aber,  wie  sich  zeigen  wird,  auch  hol  der  harmonischen  Reihe  der 
Fall ,  und  damit  ist  das  Umorduuugsproblcm  der  algebraischen  Ana- 
lysis  iu  aligcmciucrer  Gestalt  zugänglich  goniaeht,  als  man  zunächst 
erwarten  sollte.  Denn  ein  noch  zu  erwähnender  Satz  von  Herrn 
Schlö milch  führt  die  Wertänderung,  die  eine  ganz  heliehige  con- 
vergento  alternirende  Reihe  bei  der  gedachten  Umstellung  der  Glie- 
der erßüirt,  auf  die  Wertftndenmg  der  Jwnmifäien  Boihe  zurflck, 
und  dieser  Sats  Iftsst  sich  ohne  Hflhe  für  den  Fall  verallgemeinerD, 
dass  die  Zahlen  p  und  q  variabel  gemacht  werden. 

Es  sei  bei  dieser  Gelegenheit  bemerkt,  dass  von  den  allgemein 
tiblichcii,  becjuemen  Ausdrücken  „Umstellung  der  Glieder",  „ver- 
änderte Anordnung"  u.  8.  w.  hier  nur  unter  dum  Vorbehalt  Gebrauch 
gemacht  wird,  dass  dieselben,  wie  schon  Herr  Natani  hervorhebt, 
„im  nneigentliehen  8inne  zn  verstehen*^  ^ien. 

Was  als  Veränderung  der  Anordnung  bezeichnet  wird,  ist  ei^j^eut- 
lich  die  Bildung  einer  ganz  neuen  Reibe  aus  ansgewäiiUen  Gliedern 
der  ursprünglichen  und  läuft  auf  das  Fortlassen  einer  i.  A.  unendlichen 
Anzahl  unendlich  ferner  ^Glieder  hinaus. 

Bei  dieser  Autfassung  ist  das  logische  Paradoxon  hinfUllig,  dass 
die  Reihenfolge  der  Summanden  von  Einfliuss  auf  die  Summe  sein 
könne,  oder,  wenn  mau  lieber  will,  es  lässt  sich  der  Begritt'  der  Ad- 
dition auch  auf  den  Fall  unendlich  vieler  Summanden  übertragen, 
ohne  das  Vertausch uugsgesetz  aufzugeben.  Um  den  Betrag  jenes 
fortgelassenen  Ausschnitts  muss  sich  nun  oilcnbar  die  Reiheusumme 
(algebraisch)  vermindern.  Damit  ist  denn  unmittelbar  klar,  dass 
eine  solche  Fortlassnng  bei  absoha  convergenten  BeÜiea  ktine  Ter- 
ftndemng  der  Summe  bewirken  kann,  weil  die  Gonvergm  einer 
ans  lauter  positiven  Gliedern  bestehenden  Beihe  eben  dareh  das 
VeridaoMden  Jeder  unendlich  grossen  Anzahl  unendlich  ferner  Glieder 
d^mrt  ist  Eine  Ywänderung  der  Summe  kann  also  nur  bei  heüagt 
convergenten  Reihen  vorkommen  and  wird  gleichzeitig  mit  jenem 
Ausschnitte  einen  endlichen  oder  unendlich  grossen  Wert  haben, 
in  welchem  letzteren  Falle  die  neue  jReihe  divergirt.  Auch  bei  be- 
dingt convergenten  Reihen  ist  indessen  das  Verschwinden  des  frag- 
lichen Ausschnitts  nicht  ausgeschlossen,  wie  das  Beispiel  der  Reihe 

J  L_  .  JL.J  JL_  . 

f{l)     2  A2)     3/(3)     4/(4)  -T  -  •  •  • 

zeigt,  wo  /(»)  eine  beliebige,  mit  7i  beständig  wachsende,  aber  nicht 

1)  Mathemat.  WOrtcrbuch  (begonnen  t.  L.  Uoffmanti).  Art.  aKcihe". 
Bd.  VI.    S.  272. 

8« 
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Stärker  als  logn  uuendlich  werdende  Fiinctiou  bedeutet.  Leitet  mau 
aus  ihr  eine  neue  Reihe  dadurch  ab,  dass  mau  auf  j(?  ein  positives 
Glied  zwei  negative  Glieder  folgen  Uisst,  so  entnimmt  man  aus  den 
4n.  ersten  Gliedern  zwar  säuitliche  2«  negativen,  aber  nur  die  ersten 
»  positiven  OHeder.  Der  forlgelasseae  n-gliedrige  Ausschnitt 

liegt  zwischen 

(2«H-l)/(2»-hl)  (4»-l)/(4n~l) 

hat  also  für  n  —  oo  die  Null  zur  Grenze,  so  dass  die  vorgenommene 
Umstellung  die  Summe  der  Reihe,  trotz  ihrer  nur  bedingten  Couvcr- 
gen2,  unverändert  lässt. 

Der  oben  gegen  die  übliche  Behandlungsweise  ähnlicher  speci- 
eller  üraordnun»cn  der  harmonischen  Reihe  gerichtete  Vorwurf  be- 
zieht sich  darauf,  dass  nirgends  von  diesem  Ausschnitt  die  Rede  ist, 
der  doch  für  jede  endliche  Gliederzahl  deu  greifbaren  Unterschied 
der  beiden  Anordnungen  darstellt,  und  dosseo  Grenzwert  leicht  ele- 
mentar zu  üudeu  ist. 

Litteratnr. 

Kuler  behandelt  dio  endliche  harmonischo  Reihe  als  Beispiel 
zu  seiner  Summenformel  wobei  die  nach  ihm  benannte  Constantc 
c  als  Integrationsconstante  auftritt.  Die  hier,  Gleicbung  (22)  für  die 
allgemeine,  Gleichung  (28)  für  die  specielle  harmouischc  Reihe,  ge- 
gebene Näherungsformel  stimmt  mit  dem  Anfang  der  Enler 'sehen  . 
halbconTergenten  Entwickeinng  ttberein.   (Vgl.  Formel  28  ft.) 

Eni  er  8  Summatiou  scheint  das  erste  wirkliche  Resultat  in  der 
Theorie  der  harmonischen  Reihe  zu  sein.  Er  zählt  dieselbe  auch 
bereits  neben  der  Facultät  1.2.3  ...«  zu  den  „iuexplicablen" 
Functionen,  während  Job.  Bern  ou  Iii  noch  auf  die  Sunimiruog 
durch  einen  geschlosseneu  Ausdruck  hotito  und  X^oibuitz  um  einen 
solchen  augieug  ^).  Als  BernonlH  später  in  einer  filteren  Ab- 
handlung Leibnitz' die  Behauptung  fsind,  man  kOnne  beliebig  viele 
Glieder  der  harmonischen  Beihe  summiren,  wiederholte  er  seine 


1)  DiHcrentinl-Rechnang.    II.    §  142  ff. 

2)  Leibnitz'  Mathcmat.  Werko.  licrnM.«!prpfr.  v.  Gerhardt,  III.  S.  160. 
Brie!  vum  2  Ft:br.  1695.  —  Die  bezügliche  Stelle  ist  auch  in  Granerts 
Archiv,  B«l.  XXVI  S.  109  nbgcii ruckt. 
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Bitte'),  Leibuitz  musste  iudesscu  zugcbou,  er  habe  sieb  damals 
geirrt 

Dir  I  ntersnchung  der  verallgemeinerten  Facultät  n(z)  führt 
Gauss  3)  dazu,  die  logaritbmische  Ableitung  derselben  als  besondere 
Function  W(z)  einzuführen,  wobri  —  ^F(O)  die  Eulor'sche  Con- 
staute  ist.   Gloicbzeitig  wird  fUr         der  Ausdruck 

lim   f.  1         1  IT 

gewonnen,  dessen  Zasammouhang  mit  der  harmouisoben  Reihe  or* 
sichtlich  ist. 

Aus  beiden  Quellen  fliessen  eine  Anzahl  Eigenschaften  von 
Statt  dieser  ist  hier  (§  5)  die  ganz  ähnliche  Function 

dcfiuirt,  deren  Grenzwert  für  n=oo  mit  der  Gauss 'sehen  Function 
durch  die  Beziehung 

C(z)  =^-W(z-~lj,      W(z)  =  -CHc-f  1) 

verknüpft  ist.  Die  Eigenschaften  vou  C(z)  lassen  sich  leicht  ans 
dieser  Dchuitiou  allein  und  ohne  Hilfe  höherer  Rechnung  ableiten 
(S  6). 

Herr  Tliomae  berührt  in  seiner  schon  cr\Yähnt0n  Abbandlaug 
über  die  Gauss'sche  Reibe  die  I ni!  tion  W(z)  nur  flflcbtig  und 
beschrftnict  sich  auf  die  Uerleitnng  des  Satzes,  dass 

W  [n]  ~  log  »  -  /A")  =  ^  + 

WO  9(n)  mit  wachsendem  n  verschwindet. 

Eine  ziemlich  vollständige  Theorie  der  Reihe  giebt  Herr  Na- 
tahi  Mit  Hilfe  bestimmter  Integrale  wird  gezeigt,  dass  die  Dif* 
ferenz 


1)  Brief  vono  12.  Sept.  1696.    A.  a.  0.  S.  327. 

2)  Briefe  vom  6.  Oct.  und  6.  Nov.  16d6.  —  Vgl.  auch  die  Einleitung 
Gerhardts  zam  Briefireehself  a.     O.  S.  119. 

3)  „Disquis.  generale!  circa  Nriem  inflnitam  etc."  §  30.  Gomment.  soc* 
Gotting.  U.  1813.  ^  Werk«,  lU.  üebersets.  r.  Sioioii,  Berlin  ISSS. 

4)  Heth.  Wftrterbach.  Art  »Reibe«.  8.  284  iL 
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sich  mit  wachsendem  n  eioem  Grenzwerte  ^(a,  nfthert.  Nach 
6  aasa'  Bezeichnung  wäre  alBo 

Es  wird  eine  schwach  convcrgircndo  Reihe  für  (p{a,b)  entwidcelt 
und  daraus  in  cp{\yl)  die  Euler'sche  Constante  gewonnen.  Die 
Summe  der  alternirenden  Reihe  wird  diircli  dio  Function  7  ansge- 
driickt.  Die  positivon  und  negativen  Glieder  dieser  Reihe  w(  rdou 
in  Gruppen  von  ;>  bzhw.  q  Gliedern  zu  einer  neuen  Reihe  zusammen- 
gefasst,  dio  Summe  dorselbeu  wird  auf  dio  der  ursprünglichen  Reihe 
zurückgeführt,  und  der  Betrag  der  Wcrtänderuug,  die  hier,  wie  es 
scheint,  zum  ersten  Male  als  Ausschnitt  einer  divergenten  Reihe 
dargestellt  ist,  darcb  ein  bestimratee  Integral  ermittelt 

Bevor  auf  die  fihrigen  Behandlangen  des  Umordnungsproblenm 
ciiitrefjfiTiiren  wird,  siud  iiorh  einige  Arbeiten  zu  nennen,  die  daraut 
ausgehen,  die  endliche  Reihe  näberungsweise  zu  summireu. 

Herr  Oatalan  leitet')  durch  bestimmte  Integrale  die  £in> 

BcbliessuDg 

«'+log«+  l  <  1  +i+  ...+  l<e+\og,+  l 

her,  wo  c  die  Eulcrsche  Constonte  bedeutet.  Die  Uebereinstim- 
mung  der  utitereu  Grenze  mit  den  eisten  Gliedern  der  Euler'schen 
Reihe  wird  merkwürdigerweise  nicht  hervorgehoben. 

An  einer  anderen  Stelle  *)  werden  aus  der  geometrischen  Be- 
deutung des  bestimmten  Integrals  Sätze  abgeleitet,  wonach  Summen 
zwischen  Integrale  eingesclilossen  worden.  Bei  der  Anwendung  auf 
dio  harmonische  Reihe  ergeben  sich  l'  ormcln  von  geringer  Annähe- 
rung bei  ziemlich  umständlicher  Rechnung.  So  wird  die  Summe  der 
ersten  tausend  Glieder  noch  in  der  ersten  Dccimaisteiie  falsch. 

« 

Auf  elementarem  Wege  gehen  dagegen  die  Herren  Mansion 
und  Cesaro  vor.  Der  crstcrc  gelangt')  mit  Hilfe  der  Quadratur 
der  gleichseitigen  Hyperbel  zu  der  Einsclüiessung 

1)  „Sar  la  scrio  harmonique".  Comptes  Koniius  de  i'Acad.  {r.  I6ö6.  II. 
8.  688. 

8)  ^TnM  4l4amudn  des  aerics*,   iSftO.  Cap.  IV. 

3)  »On  thft  hürmomc  series  und  8tii-ling*a  formnU*.  Menengw  of  Math. 
XL   (1881)  8.  88.  —  Aach  Malhetii.  L  S.  16». 
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Die  eingeschlossene  Reibe  coDTergirt  demnach,  und  ihre  Samme  « 
liegt,  fttr  n  *  1,  zwischen  i  and  |.  Danins  ergiebt  sich  weiter,  dass 

1  11 
«+log«4- gjq:^  <  i+i+  •  •  •  H-  -  <  <?+iog»»+§;i 

Herr  Cesaro  gewinnt  (dem  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der 
Math.  1881  S.  199  zufolge)  iu  einer  mir  nicht  zugänglich  gewesenen 
Arbeit  ^  die  Formeln 

10g(«+i)+0,67  <  l  +  i+  '•+l<  lo«(i»+i)+0,60 

und 

. . .  +  ^  -  c+iogy«"(H="r)         (o  <  «  <  d 

Eine  (andere?)  Ilerleitung  der  letzteren  Formel  giebt  er  noch 
in  einer  neueren  Kote  wobei 

QOl        «  1 
c  -  l-iiog2-i|:j^3— i^j^—  ... 

gesetzt  ist,  also  wol  durch  diese  Kntwickelnng  definirt  sein  and  ans 

ihr  berechoet  werden  soll.    Zur  Rechnung  ist  jene  Formel  wegen 

der  Unbestimmtlieit  von  B  nicht  sehr  braacbbar*,  den  besten  Nähe- 

rnngswert  würde  d  —  1  liefern,  da  dann  die  rechte  Seite,  nach  Po- 

1  1  1 

tenzen  von  -  entwickelt,  mit  <?-f  logn  +  g;^— beginnt,  wie  m 

der  Eni  er 'sehen  Beihe. 

Was  die  Werteerändentng  der  altomirenden  harmonischen  Beihe 
betrifft,  80  scheint  Dirichlet,  der  an  der  schon  angegebenen  Stelle 
zuerst  darauf  hinwies,  auch  an  anderen  Orten  kdnen  Beweis  oder 
eine  Ermittelang  des  Betrages  jener  Wert&nderuug  mitgeteilt  zu 
haben  *).  Vielmehr  scheint  die  erste  nähere  Behandlung  der  Auf- 
gabe von  Ohm«)  herzurllhren,  der  aus  der  Beihe 


1)  MatbMii»  I>   S.  51  nnd  S.  143. 

2)  „Sur  U  fdrie  hftrm.*.   Kouv.  Annales  df  Mnth.    1885.   S.  295. 

8)  Vgl.  Pringshcim,  a.  a.  0.  S.  456.  Wenn  daher  Hr.  Schlömilch 
iD  einer  „Notiz  über  die  bedingt  converg.  Reihen"  (Ztschr,  f.  math.  etc.  Un- 
terricht. XII.  (1881)  Ö.  SO)  seinen  Nachweis  dem  von  Dirichlet  angeb- 
lich an  der  citirten  SteUe  gegebenen  als  einfacher  gcgcnftbwrtelU,  M  li«gt 
Yielleicht  eine  Verw«ch*elang  mit  einer  VorlMiing  Dirichlet»  tor. 

4)  De  nonnuUis  scriebo«  inflnitb  lummaiidis.   Berlin.  1889. 
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l-i+i-iH — ...  =  log2 

mehre  andere  ableitet,  indem  rr  dem  Yerbältnias  der  Aozabl  der 
positiven  zu  der  der  negativen  Glieder  verschiedene  spocielie  Werte 

und  endlich  den  Wert  7n :  n  beilegt;  die  Reihen  werden  durch  Inte- 
gration 8ummirt,  und  so  wird  schliesslich  der  Satz  gewonnen,  dass 

im  allgemeineten  der  bebandelten  Fälle  die  Reihensnmme  um  ilog^ 

wächst.  Bei  einigen  der  speciellen  Fälle  wird  nebenher  darauf  anf- 
merksam  gemacht,  dass  die  ursprüngliche  und  die  umgestellte  Reihe 
sich  um  dine  Eeihe  von  Gliedern  untersdieiden,  deren  Summe  den- 
selben Grenzwert  hat  wie  die  Wertändemng 

Dieselbe  Aufgabe  wie  0  h  m  beliaudelt  Herr  S  c  h  1  ö  m  i  1  c  h  für 

die  allgemeine  harmonische  Reiiie,  indem  er  zunächst  die  Summe 

der  alternironden  Reihe  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausdrückt, 

und  auch  für  die  Wertäuderung  ein  solches  aufstellt  und  auswertet. 

Von  der  zweiten  Auflage  an  wird'die  Untersuchung  ausserdem  noch 

anf  eine  häiebit/e,  convergente  altemirende  Beihe  erstreckt,  wobei 

Bich  der  Satz  ergiebt  *),  dass  die  mehrfach  erwähnte  Umstellnng  der 

1  lim  p 
Glieder  der  Eeihensnmme  den  Zuwachs  ä      ^in^}^og-  zufahrt. 

Die  elementare  und  noch  etwas  verallgemeinerte  Herleitung 
dieses  Satzes  wird  möglich  mit  Hilfe  einer  von  Herrn  Prings- 
heim^)  gegebenen  Methode,  die  Wertbeatimmnng  eines«  nnendlieh 
fernen  Ausschnitts  einer  dtvergenten  Beihe  positiTer  Glieder  auf  die 
des  entsprechenden  Ausschnitts  einer  andern  solchen  Beihe  zorttck- 
zufähren.  Denn  wie  Herr  Frings  heim  bemerkt,  beruht  der 
Schlöm  Heb 'sehe  Satz  unmittelbar  auf  dem  Verhslten  der  haimo- 
ni sehen  Reihe,  und  der  in  Frage  kommende  Ausschnitt  der  letztereu 
wird  ^ementar  bestimmt  werden. 

SdiliessUch  ist  noch  der  in  vielen  LehilMichem  ttberdnstimmeBd 
gegebenen  Behandlungen  der  Umordnungen  der  speciellen  Beihe 
1 — i+  J— J-| —  . . .  fflr  1» 1,  j  «  3  und  p  —  2,  ^  ^  1  zu  ge- 


1 )  Wie  die  Anmerkung  „Series  InfinitM  nuH^iinii  non  eodcta  valorc  gAu- 
dent,  gi  adhac  mancnt  convcrgcntcs,  etiainsi  omnes  termini  signo  (adiliiio- 
nis)  afficiantur"  (n.  a.  O.  S.  14)  zeigt,  hat  Olim  sehr  wol  gewusst,  dnss  ab- 
Eulut  convergente  Reiben  6tets  dieselbe  Summe  behalten.  Vgl.  dagegen 
Frlngshftim,  a.  a.  O.  S.  456. 

S)  Uebnagabtt^  mm  Stndinn  d.  bflb.  Analyah.  II.   Cap.  V.   §  2S« 
8}  8.  a.  ZtMhr.  f.  Math.  it.  Pb^  XVUI  (1979)  8.  SiO. 
4)  A.  a.  O.  S.  471. 
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,d"iil\i  ii,  wobei  die  Sammcnäuderung  um  Jlog2  elementar  uachgc- 
wieseu  wird  ').  Inwiefern  die  dabei  übli(3ho  Darstellung  reformbe- 
dürftig erscbciut«  ist  bereits  ausgcftlbrt  worden. 


1.   Aufstollang  der  Reihe.    Die  Forderung,  jedes  Glied 

einer  Reihe  solle  das  arithmctischo  Mittel  zwischen  dem  ihm  vor- 
hergehenden und  dem  ihm  folgenden  Giiede  sein,  führt  zu  der  arith- 
metischen Reihe;  soll  jedes  Glied  das  geometrische  Mittel  zwischen 
seinen  Nachbargliederu  brin ,  so  aelangt  man  zur  geometrischen 
Reihe;  dieselbe  Bedingung  fiir  das  harmonische  Mittel  liefert  die 
harmonische  Reibe. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe»  die  aUgemeiiie  Form  dieser  Reiiie 
zu  ermittein. 

ftit'ist  das  hannoniscbe  Mittel  zwisehen  A«.i  und  Aw-i-i,  wenn 
die  drei  Grössen  der  stetigen  harmonischen  Proportion 

genOgen.  Dies  liefert 

d.  h.,  wenn  man  die  reciproken  Werte  der  Reihengliedcr  betrachtet, 
80  ist  jedes  Glied  das  azithmetisclie  Mittel  zwischen  seinen  Nach- 
barn. Die  re^roken  Waie  der  Glieder  hädm  also  eine  artätmOittiie  Meike^ 
80  dasB  das  aUgemeine  Glied  der  harmonischen  Reihe  die  Form 

besitzt      Lassen  wir  noch  den  Factor  j  fort  und  setzen  wir 


1}  So  b«i  Schlfimilch,  Algebraische  Analysis  §  29.  »  Scheibner, 
Ueber  naendUcbe  Reiben  und  deren  ConvergAs,  Leipzig  1960,  §  6.  —  Vgl. 
aneb  Lionnet,  Note  sar  la  sdrie  l''4*M'~l*l'~  ••*  Nour.  Annale«  de 
Math.  1879. 

S)  "Wie  es  scheint,  ist  die  dgentliche  Begrflndttttg  des  Namens  der  har- 
monischen Reihe  ziemlich  in  Vcrgcgsenbeit  geraten;  sonst  würde  wol  kaum 
Schcibnrr  (Uebcr  unendliche  Ueiheii  §  20)  die  Reihe  der  Potenzen  der  rcci- 
prüken  ganzen  Rahlen  als  harmonische  Reihe  bezeichnen  und  weiterbin  gar 
(§21)  dieidbe  Benennung  ffür  die  Reiben 

Torscblagcn. 


Digitized  by  Google 


122  Simon:  Die  harmwmeh^  lUih«. 

a 

SO  schreibt  sieli  die  Keibe  in  elnfacbster  Form 

••"1111  1 

'  0    «  +  ^      «  a4-2^  ^«4-» 

Dabei  kann  z  jeden  beliebigen,  positiven  oder  negativen,  reelloD 

oder  complexon  Wort  habon;  ausgeschlossen  seien  nur  Null  und  die 
negativen  ganzen  Zahlen,  die  eins  der  Glieder  oo  machen  würden, 
sofern  die  Reihe  von  k  ^  Q  au  iu  Betracht  gezogen  wird;  auch 
diese  Beschränkung  fällt  aber  fort ,  wenn  die  Reihe  erst  mit  einem 

so  grossen  k  begonnen  wird,  dass  k-^^*^!  ist^. 

Jpde  harmonische  Reihe  lässt  sich  leicht  auf  die  angesetzte 
Form  zorUckfUbreu.  So  ist 

"  *  C^/*  +  a;6  +  1     •  •  •  +  «/*  -h f»)  "^Ä^G) 
and  die  Reihe  der  reciprolLen  natttrlicben  Zahlen 

2.  Grenzen  für  den  Ansschnitt  £m(«)~<5m(«).  Die  Bei- 
ben-Eotwickelnogen 

log(l+»)«««-       ~3  ^  "7 

liefern 

log<l+a)<  »  <  log 

Setzen  wir  hierin 

1 


l)  Als  Summatiunsbachstabe  gilt,  wofera  nichts  anderes  angegeben  ist, 
überall  k. 
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indem  wir  k  poiitiv  nnd  80  grosa  voranssetieDy  dus  ib-)-» 
Bo  erhalten  wir 

und  wenu  wir  hin-  nach  und  nach  k  die  ganzzahligen  Werte  m-j-l, 
m  -f  2,  ...  n  anncbmou  lasseu  and  die  so  entstelieuden  Ungleichaogea 

addircQ 


Ist  «  reell,  ao  ist  die  Geltnngebedingang  erfOUt 

bei  «—-00...— 2  fflr  »  =  0,1,2... 
2  —  —  2   ...  —  1  m  =         2,  3,  . . . 

2  •=  —  1...       0  m=       1,  2,  ... 

•  «  —  Oj     . . .  +  OD         I»  —  0,  1,  2,  . . . 

immer  Tomoageaetzt,  dass  verschwindende  Nenner  vermieden 
werden. 

Ist  z  complex,  etwa  gleich  x-\-yiy  wo  also  ^  nicht  0  ist,  so  kann 
.  fQr  die  Werte  «     —  oo  ...  —2  und  «  —  0  . . .  +  <»,  bei  ganz  be- 
liebigem y,  II»  =s  0, 1,  2, . ..  sein.  Hat  aber  «  einen  der  Werte  swischen 
--3  nnd  0,  die  Orenxen  ausgeschlossen,  nnd  ist  k  die  kleinste  ganze 
Zahl»  Ar  die 

erfittlU  ist,  so  kann  i»  —  ib,  ib+^t    •  gesetzt  werden. 

3.  Divergenz  der  Reihe.    Lassen  wir  in  (2)  n  nnendlich 
•werden,  während  vi  endlich  bleibt,  bo  werden  beide  Grenzen  fttr 
— Sm  uneadiich,  also  auch  Sn  selbst. 

Die  Formel  giebt  zugleich   eine  gute  VorsUiluug  davon,  wie 
ausserordeutlicii  iuugäam  die  Keihe  divergirt.    Denn  es  ist  für  »=2i» 

Sm  1 

Wie  grusö  man  auch  m  wählen  mii^o  —  die  Summe  der  m  ersten 
Glieder  wächst  durch  die  Summe  der  nächsten  tu  Glieder  stets  um 
weniger  als  log  2  ^  0,69  .  . .  Denkt  man  also  die  Reihe  in  Gruppen 
von  je  I»  Gliedern  zerlegt,  so  ist  die  Summe  der  zweiten  Gruppe 
<  log  3,  die  Summe  der  folgenden  beiden  Gruppen  wieder  <C,  log  2, 
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ebenso  die  Summe  der  auf  sie  folgciuku  i  Gruppen,  dauii  der  iiäch- 
Btcn  8  Gruppen  u.  s.  w.   Trotzdem  wächst  die  Summe  ins  Grenzenlose. 

Die  Diverf^onz  der  harmonischen  Reihe  liefert  ferner  einen  Beleg 
dafür,  dass  ( s  zur  Gonverf,'en7;  auch  von  Reihen  mit  wechselnden  Vor- 
zeichen nicht  ausreicht,  wenn  das  «to  Glied  die  Null  zur  Grenze 
bat.  Denn  zerlegt  mau  jedes  Glied  der  Reibe  nach  dem  Muster 

_1  V         1  ^  \ 

so  erhält  man  die  divergente  Reihe 

00     1  1  1  1 

2£  — ^  .  L  — - 

4.  Endlicher  Wert  des  Aasschnitts.  Wird  mit  »  auch 
m  unendlich,  aber  so,  dass  lim     endlich  bleibt,  so  Mon  in  (2) 

beide  Grenzen  zusammen,  und  wir  erhalten  unmittelbar  den  sonst 
nur  durch  einen  Uebergaug  zum  bestimmten  Integral  hergeleiteten 
Satz 


(3)  lini(Äi-Ä«)-Jim  ^  .  *    -  log(jim^)  *" 


—  00 

0& 


Sind  z.  B.  n  and  m  ganze  und  gaozzablige  Functionen  gleich  hohen 
Grades  einer  nnendlich  werdenden  Veränderlichen  w,  so  ist  lim-; 

der  Quotient  der  Cocfiicieuten  der  höchsten  Potenz.  So  hat  mau 
ohne  Weiteres 

lim  P^*Po   1    _  ,  5 

und  wenn  fj(w)  und  f^iw)  ganzzahlige  Werte  sonst  bulicbiger  Func- 
tionen sind 

^    i '  ,-1  -  =  ?  lim  Z  ^  -  i  log  (um  '} 


Die  erstere  Formel  alleui  reicht  au«,  um  die  Wertveränderang  zu 
ermitteln,  die  die  Bdhe 


1)  Dieselbe  find*;t  aich,  für  2  =  1,  bei  Catalan,  Traltd  <Slem.  de»  td- 
liM.  Cap.  IL   §  XV. 
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erfährt,  wenn  immer  p  positive  Glieder  mit  g  negativen  abwechseln 
(§  11). 

Als  eioe  einfache  Anwenduog  diene  die  Summiruag  der  Keihe 


+  a-+-2n)     »>2+  *• 


in  Inf. 


Dieselbe  ist  die  Grenze  des  Ausdrucks 

«tu     1  »»1  1 


1  «r+*      1  m4-l*+* 

für  m  =  00,  somit  hat  man 

f  («+  (A  —  l>»-i- 1  +  a-f >  -  l)n +2  +  ' ' '  +  «-f  ka 

-  .U  - 

wobei  «  gauz  beliebig  bleibt*). 


1)  Für  n  =:=  2  erhält  man  mich  dem  Obigen  die  Formel 
*  /        1  1  1  \ 

die  VOR  Herrn  CatAlan  gegeben  ist  (Noav.  Corresp.  muth.  I.  1879).  — 
LftBBt  man  n  nnbcMiiniBt,  letxC  aber        0  «nd  schreibt  statt  noch 

~  — — ,  so  kommt,  zunächst  für  endliches  w, 

*>*  (         1  1  1         n — 1) 

f  ((*  -  l)n+l+  (t-.l)n+2+  ■  •  +Ä;r^  aS"} 

wofau  üeh  s.  B.  ilar  n  =  2  die  ebenfalls  Catalan'sche  Fonnel 

•rgiebt}  Ton  d«r  gleich  Gebrauch  gemacht  werden  wird.   Wichst  aber  nnn 

m  ins  Unendliche,  so  crh&U  man  links  eine  schon  von  Eni  er  gegebene  Reihe 
für  logn  (Integralrechnung  IL  §  147.  Auch  hei  LacroiXi  Traitd  du  calcul 
diff.  et  int.  III.  §  1UÜ3). 
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Bei  der  Wichtigkeit  der  Formel  (3)  möge  sie  noch  auf  folgende 
Art  direct  abgeleitet  werden. 

Zmiflchst  ist  ersiohtlicb,  dass  der  gesacbte  G-renzwert  tod 
"1        *  1  1 


weun  er  existirt,  zwischen 


u  —  *         i-ui  * 


liegen  mnss»  also  fttr  m  —  od,  n  —  oo,  mit 

übereiustimint    Diese  Summe  liegt  nun  zwischen 


oder  zwischen 


n  —  m 

n  — m 

m 

and 

m 

'  m 

n 
m 

bleibt  also  endlich  mit  lim  -  «  und  wird  eine  Fnnction  von  t  sein. 
Setzen  wir  daher 

lim 

m 

BO  haben  wir 


lim   /  1  I  _ 


Nach  einer  schon  erwähnten,  von  Herrn  Gataian  heirahrenden 
Formel ist  aber 


t)  Sie  iBtit  ilcb  leicht  so  herleiten : 


Digitized  by  LiüOgle 


m     lim  (l -i H-i - i+ -  , . .  ^  ^)  -  Iog2 

also 

/(&)  -  log8+/(0 

Setzen  wir  f{t)  =  logqpff)  und  gehen  wir  zu  den  Zahlen  über,  so 
kommt  qp(20  —  2qp(0'j  die  Functiouswcrto  von  ^{t)  sind  also  pro- 
portional den  Argumenten,  d.  h.  <p(t)  ist  rein  lineär,  etwa  =  at.  Die 
Conatante  a  ergiebt  üeh  aus  f{,2)  =  log 2a  =  log  2,  mid  vir  erhalten 


/0)-log«  =  log  (lim  ^) 


5,  Die  Function  C\(3)  und  ihr  GroTizwert  C{z).  Für 
grosse  Werte  vou  n  und  m  wird  nach  (3)  annähernd  die  Gleichung 

Sn  —  Sm^  log«— log« 

gelten,  oder 

Sn  —  log«  =  iS»  — logm 

Bein,  TL  z.  werden  diese  Differenzen  einander  nm  so  näher  kommen, 
je  melir  «  nnd  m  wachsen.  Wenn  nun  zwar  hieraas  noch  nicht  zu 
sehliessen  sein  dürfte*),  dass  die  Difterenz  «S^— logn  sich  bei  un- 
begrenzt wachsendem  n  einer  von  n  unabhängigen  Grenze  nähert,  so 
läsat  sich  doch  die  Existenz  dieser  Grenze  folgendermassen  zeigen. 

Wählen  wir  m  so  gross,  dass  nach  (2) 
gilt,  nnd  snbtrahiren  whr  flberall 

log  (n  -j-  «) — log  (»I  +  2) 

BO  folgt 


-(i+i+...+^)-<i-}-i  +  ...H-^)  =  i-m-i 
1  1 

Fftr  M  =:  o»  hat  man  hieraui  rnimittelbar 

was  auf  antlereiQ  Wege  Herr  Unf«rd1ngcr  bowieMB  hat.  (SiUgflbr.  der 
Wiraer  Akad.  IS67.   Bd.  55.   II.   8.  93.) 

l)  Wie  es  bei  Natani,  Math.  Worterb.,  Art.  „Reihe«,  Bd.  VI.  S.  284  f. 
geacbieht. 
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log         X  log    X^Il-  < 

•  -  log(»       -  [04«)  -  log  (»+»)]  <  0 
oder,  wenn  wir  die  Besteichnnng 

ÄW-log(*+«)  =  ft(«) 

einfttbroD, 

log(l+;^)  +  C«,(.)-log(lH-^)  <  a»w  <  C^i») 

Bei  festem  m  nähert  sich, für  wachsendes  n  das  erste  Glied  linker 
Hand  der  Nall,  CV(«)  bleibt  also  zwiecben  endlicbea  Orenxen,  die 
Bich  um 


nnterscbeiden.  Da  nun  dies  endliche  Intervall  durch  TergrOsserang 
von  m  beliebig  vericlwnert  w^en  kann,  so  nfihert  «ich  Cni»)  mit 
wachsendem  «,  bestftndig  abnehmend,  einem  nur  noeh  von  s  abhän- 
gigen Grenzwert  C(«). 

Derselben  Grenze  strebt  offenbar  auch 

iS»  — logn  —  iS„  — log (»4-^)4- log  (l+^) 


ZQ. 


6.  Uanpieigenschaf ton  von  C(z).  Aus  der  Definition 

W  -  t  +  iii  +  •  •  •  +  .-f .  -  '"8  ('+ ") 
Mgt  minitttlbtr 

(4)  ow-cfy)  =  yi  i^\r,-f!fi  +  —  - 
also 

(5)  C(t)-C(«+l)  =  l 

(6,     c'(,+»)  =  c-w-(?  +  ^-^+...+,-^pi^) 

(7)      C(.-„)_CW+tij+,45+...  +  ^) 

Fttr  «  »  1  liefert  (6) 
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(8)  C'(»*  + 1)  «  C?( I)  -  (l  -f  i  +i  +  .  . .  + 

80  dass  C{s)  für  positive  gan/zalilige  Werte  von  -  tlnrcb  C  (1)  und 
die  speeiello  harniouiscbe  Keiiie  beätiiniiit  werdt  u  kuuu.    Dabei  ist 

die  Euler'ache  Constante,  auf  deren  Bereebnung  weiterhin  noch 
eingegangen  iHrd. 

Für  s  0  oder  gleiclx  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist  nacli 
(4)  C{z)  CO, 

FOr  y  »  1— «  liefert  (4)  die  bekannte  Beibe 

11,1         1,1  , 

1^+ 1+]; 2+; 

so  dass 

(9)  C(«)  —  C(l  —  «)  -»  ir COtgfr« 

2»t4-l 

Da  Gotjgmi  f&r  ' — ^ —  versehwindet,  so  liat  mau  hiornacb 

für  gaozzahlige,  positive  uder  negative  m 

(10)  C(m+i)-C(^m4.J) 

und  da  fOr  iK  —  ^ 

C0tg9fS  *—  1  ist, 

(11)  C{m-\-l)-C{-m-\-'i)^n 

Aas 


.  X  1 


log 


ni»-|-mg-|-fe 


folgt,  wenn  wir  über  ^•  —  1,  2  ...  m  summireu 

(»•+1)»«    1   1  ♦« 
I  ^  ^^^^TjTi.  "-^^og  ^  ^  


*»  --j:-^— -£log(iim4-jn«-|-A)-f-i»log»i 

l       Htm       W  j 


Arch.  d.  MkUi.  u.  i'hjü.   2.  Oeili«,  T.  Vlli. 
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Nlin  iBt 

wir  können  also  Bchreiben 

und  da  für  n  =  oo  jedes  der  m  Glieder  der  letzteren  Summe  ver- 
scbwiadet,  ergiebt  sieb 


m        /  \ 

(12)         2;  a  ^«-f  - j  =  1)  4-  mlog 


Hieraus  für  »  —  0 

(13)  *f*^(»)  "  OC'(l)  +  mlügm 

BeitpUHe,  Fflr  m  —  2  ist  naeh  (13) 

C(l)=CCl)  +  21og2 

dann  nach  (5) 

C{\)  ^  0(i)— 2  —  C(l)+21ogS— 2 

Für  f»  »  3  kommt 

C{i)+Cii)  -  2C(l)+31og3 

dazu  aus  (9) 

C?(i)-C(i)-JfüOtg|  =  |v3 

Bo  daaa 

C(i)  -  C(l)+ilog3  +f  V3.   C(i)  =  C(l)+|log3-^ -/S 
fli     4  liefert 

Ca)  +  C(i)-\-Cii)  -  3C(l)-i-4iog4 

alao,  da  C(i)  bekannt  ist, 

2c(l)4-61og2. 

Mit  Hilfe  von 

C?(i)-C(})-«cotgj-« 

ergiebt  iieh 

ca)  -  <?(l)H-3 Iog2+ 1,     C(i}  =  C(l)  +3 log  2  -  I 
Für  f»  —  6  üodet  sieb 
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cik)  =  ca)-f  2iog2+giog3+f  ys 

-  C(l)+21og2+flog3-| V3 

Wie  man  siebt,  gelingt  es  schon  mit  Hilfe  der  entwickelten  Formeln, 

die  Werte  c(^),  c(^,  . , .  C-^-^^),  für  t»  -.  3,  3,  4,  6  durch 

Logarithmen  und  Teile  der  Peripherie  darzustelleu.  Für 
TO  =»  5  aber  erhält  mau  uur 

-  2<7(l)+f  logö  +  f  (cotg  I  H-cot«  ^5-) 

mid 

^iU+Cii)  ^  26X1) +  1  log 5  _^^cotg|  +  cotg  y) 

ohne  dass  zunächst  eine  wdtere  Trennung  möglich  ist.  Ebenso 
kommt 

CW+C(t)  -2C(l)+8log2-h  |(cotg^  +  cotg  ^) 

CCD+CW  =  2Cr(l)+81og2~  I  (cotg|  +cotg*^) 

Um  nun  C(e)  für  ganz  beliebige  rationale  « im  Intervall  0<«<  1 
darsustelloo,  bat  Gauss ^  iudependentc  Formclu,  u.  z  ohne  Be- 
nutzung höherer  Rechnung,  abgeleitet»  die  sich  nach  unserer  Be- 
zächnung  schreiben  lassen; 

m— 1 
2 

C       -  C(l)  + 1  cotg     -flog  TO-  2  -Tcos  ^  log  (28in  ^) 

fbr  ungerade  m 

(14) 

m  -2 
2 

^(«)     ^^1^+2  cotg^ -l-lügm-2-ScüS  —  log(^28m  -  j 

-|-(— l)*'+Mog2  für  gerade  m 

Da  nun  mit  Hilfe  von  (G)  und  (7)  Uie  Werte  von  C'(z)  für  alle 
rationalen  «  >  1  auf  C{z)  mit  echt  gcbrocheuem  Argument  zurück- 
zuführen sind,  so  können  wir  mit  Gauss  den  Satz  aussprechen, 


1}  IHcqnis,  gen«r.  $  33.  Formet  (74)  rniil  ('»). 

9* 


Ltoogie 
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dtm  Wik  Of«),  Ptr  alte  rationolen.  poai^  «der  neffatwm  Werte  von 
durch  die  SuAir'Bche  und  JC««Wf  gehe  Comtante,  sowie  durdk  Logarmmen 
bestimmen  UlsgL 

Am  Scbluss  der  Gauss'schen  Disquis.  gener.  findet  sich  eine 
von  Nicolai  berechnete  Tafel  der  numerischen  Werte  von  — C(»4-l) 

-     1      2  99  1 

lor  «  —  0,         jQQ,    - .       1.  Zieht  man  diese  Werte  von  -  ab, 

80  erhält  man  nach  (5)  die  Tafel  der  Werte  von  C{z)  für  dasselbe 
Intervall. 

Die  zweite  der  Formelo  (14)  lässt  aich  noch  znsammensiehen. 
Sei  m     2|A,  und  fassen  wir  in 

/i-i 


'z}  Ith  ,  /  .  kn\ 
^cos  — log(^28m^j 


das  erste  und  letzte,  zwuiLu  uud  vorletzte  u.  s.  w.  Glied  zusammen, 
so  kommt  allgemein 

COS  —  log  5i  sm  ^  H-  cos  log2  sin  ^-^-^^ 

=  COS—  log  28in2j^  +  cos       -  —  j  log  2  sin  - 


und  wenn  wir  voranssetzen,  dass  ~  in  kleinsten  Zahlen  gegeben  sei, 
so  dass  1»  ungerade  uud  cosnn;  =  —  1  ist,  wird  dies 


knn ,  kn 
»co>-logtg^ 

Ist  die  Gliederanzahl  (;4  — 1)  gerade,  so  haben  wir  ^^-^^ umzufor- 
mende Gliederpaare,  tot  aber  ^  gerade,  so  ist  ein  Hittelglied  f&r 
^  §■  vorhanden,  dessen  Wert 

cos -g-  log  2  sin  ^  «  0 

ist.  Demnach  wird 

(14a)     c\^-j  =  C(l)4.^cotg-+log(2m)-22;cos^^2logtg- 

f»  ungerade,  m  gerade^  ;b  »  1,  2,  3  ...         oder  -j— ) 
nachstehende  Tafel  giebt  eine  Uebersicht  einiger  Fälle^  in  denen 
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sich  C(z)  veriiältDissmässig  einfach  auadrückt;  dabei  f»ilt  das  ohore 
Warzelzeichen  stets  für  den  in  der  ersten  Spalte  vorausteheuueu 
Wert  TOD  «. 


C(z) 


1 

1 

2 

3' 

3 

1 

3 

4' 

4 

1 

4 

5' 

5 

2 

3 

5' 

5 

1 

5 

6' 

6 

1 

7 

8' 

8 

3 

6 

8' 

8 

1 

9 

10' 

10 

3 

7 

10' 

io 

1 

11 

12' 

12 

5 

7 

12' 

12 

c  +  21og2 

c  +  |log3±^V3 

c-|-31og2±| 

■  Kl  c  I  V'ö,  3+ V5  .  «  ^  « 
c+f  log5+  -j-log  ±  2  co*g  5 


>-f-2tog2+iIog3±^V3 


c+41og2  -  V21og(V2-l)±  §-CV2  +1) 
c+41og2+V21og(V2-l)±^(V2--l) 
c-|-21og2H-Jlog6+f  VÖlog^^  ±  ^cotg^^^ 
o+21og2+|log5-|Völog^^i^±|eotg^ 
c + 3  log  2  +  i  log  3  -  V3  log  (2  -  V3)  ±  I  (2  +  V3) 
c4-31üg  2  -f  §  log  3  +  V3  log  (2 — V3)  ±  |  (2  ~  V3) 


also 


7.  Keiheu  fttr  6'(«).  Schreiben  wir  der  Kürze  wegen 

C5k(a)  =»  5*(«)+logA* 
BO  18t,  immer  z  als  Argument  gedacht, 

C3t_i  —  C5k  =  Ä-i-i-logÄ*^i— Ä*— logÄ*  =  —  A»  -i-log  ~i 

Je  nachdem  wir  nun 
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•  oder 

1 


Bcbrdbeii,  erhalten  wir  einen  der  Amdrttcke 

a_i  -  a  -  -  At+logfl+Ät-i] 
Ok-i— Ci  —  — »t— log[l-a»] 

Jeder  derselben  flibrt  zn  einer  Beilien-Entviekelnng  fttr  C, 

Die  erste  Form  liefert  entwickelt 

o-i  -  a = -^^-Ä»_i— iÄA-i^-f  4  A*-i3 — f- . . . 

und  wenn  wir  Ober  i  =»  mH-li  ^4^2,    .  «  sammiren, 

mfl  st-fl 

Benutzen  wir,  dasB  allgemein 

M  1t— 1  II 

m-f-l  n»  m-f  1 

ist,  so  sondern  sieli  ans  jeder  der  rechts  stdienden  Sommen  Aus- 
drucke von  der  Form 

p 

aas,  die  mit  der  Differenz  (hm—K)  zu  log(l-{-Am)'log(l-f M 
Terscbmelzen.  Somit  wird 

(15)  CWW-  Cn{n)  -  log  -  i  ZV+i^Ak»  -  +  . . . 

"*  ~r       «»4-1  m\\ 

Der  zweite  Ansdmck 
eigiebt,  wenn  wieder  Aber  k  *  m-f  l  ...»  soramirt  wird, 

(16)  C«.(«)  —  Cni»)  =  A  Ä    -1-  i  1      4-  . .  . 
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Beide  Reihen laaaen  sich  so  ^ner  drittOD,  rascher  convergirenden, 
yereinigen ;  wir  erhalten  durch  Addition  sofort 

(17)  CM  -  CJi»)  -  ilog  \  i^!"  +  i  2rÄ*3+^  ^Äi^^^  . . . 

^  ~r "»     «1+1  m-fl 

und  hierans  Ittr  n  »oo,  da  0 

(18)  (7m(«)-C(^)  =  ilOg(l  +  W4-i2Äk»+iiA»6^ 

m-l-l 

\  I  > 

wodnrcfa,  nnter  der  Bedingung    m-|-«-)-l  ^IdieBerechnnngvon 

C{z)  anfdievon  Cm{9)  =  Sm{x)-\-\oghw  zurftckgefiOirt  ist.  Ist  der 
reelle  Teil  von  »  einer  der  Werte  —  oo  ...  -.2, 0  . . .  -f  oo,  so  darf 
(nach  $2)  m  —  0, 1  ...  oo  gesetzt  werden«  80  eigiebt  sich  1.  B. 
fur  m    0^  wo 

q>(»)'-i  +  logi  ist, 

(19)  ^(«)  =  ,--ilog4.4-l}-i2-^^ 

Mau  kaiiu  uunüttolbar  zu  der  Eatwickeluug  (17)  gelangen,  wonu 
man  von  dem  Ausdruck 

ausgeht,  denselbea  auf  die  Ymm  bringt 

flbef^ft  -»  m^-1  . . .  n  smnndrt  nnd  beachtet,  dass 

CW+i  =  Cm-l-iW+i— log(l+Ä*) 

ist 

Die  Convergenz  der  Reiben,  die  in  den  Formeln  (ir»)  bis  (19), 
zum  Teil  stückweise,  auftreten,  kann  zwar  als  bekannt  vuraubgesetzt 
werden,  mag  liier  aber  noch  in  einer  Weise  gezeigt  werden,  die  zu- 
gleich brancbbare  Grcnzeinschliessungcn  fOr  die  Berechnung  der« 
selben  liefert. 

Bekanntlich    gilt  für  positive  a  und  p  die  Eiuschliessong 


1)  Eine  mit  (15)  in  w«ieniHch«ii  ftberdiistininMiid«  B«lh«  iladet  M 

bei  Nßtuni  „Kftihc*',  a.  a.  0. 

S)  VgU  I.  B.  ScblOmUch,  UebungBbncb,  I.  8.  S.  f. 
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WO  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  m  nehmen  sind,  je  nachdeoi 
27^1  ist.  Durch  Division  mit  ^aP(a  4- 1)^  kommt 


<p[af     (a+l)fj  < 


ai»(a-|-l)  N  p\aJf  N 

Zur  Verstärkung  der  oberen  Uagleichang  ist  liuks  a  für  a-f"!» 
rechts  a+1  für  a  za  setzen;  die  untere  Ungleichung  wird  aber 
durch  die  umgekehrte  SabstHiition  stärker,  so  dass  beide  die  ge- 
meinsame Form  annehmen 


> 


Schreiben  wir  noch  in  dem  sweiten  Teil  dieser  Einsdiliessang  a— 1 

für  o,  80  erlialten  wir  für         die  Begreu/ung 

IFL  ?_|^JL.^ir_J:  11 

P  («+ W  ^  aP^l     p  [(a  — 1)1»  afj 

Jetzt  werde  a  =  r-j-^*  gesetzt  und  über  die  Werte  k  =  m-\-l  ...  n 
summirt;  dann  ergiebt  sich 

und  für  n  —  OD 

(21)  -  Ä«+ii'  <  2  Ä*P+1 

Damit  ist  der  bekannte  Satz  bewiesen,  dass  fllr  jeden  Wert 
1>  >  0  die  Reihe 


convergirt;  die  in  den  Formeln  (15)  bis  (19)  auftretenden  Seihen 
—  auch  in  (15)  und  (16)  kann  ja  n  «oa  werden  —  sind  besondere 
Fälle  derselben.  Der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  statt  der 
Summe  eine  der  beiden  einschliessenden  Grenzen  setzte  ist  kleiner 
als  die  Differenz  der  letzteren  und  mithin ,  nach  dem  eben  benntztra 
Hiifssatz,  sicher  kleiner  als  hn^^K 

Was  die  Gonyergenz  der  Doppel-Reihen  für  Cm  -Qt,  bzhw.  fftr 
Cm  —  C  betrifft,  so  bedarf  es  des  Beweises  nar  fftr  die  zweite  der- 
selben (IG),  da  mit  ihr  sicher  auch  (15)  und  (17)  convergiren.  Dass 
aber  die  Reihe 
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convei^rt,  ist  leicht  ersichtlich    Denn  es  ist 

Der  massgebende  Quoticut  der  Reibe  ist  also  kleiner  als 
^-|-^Amfi,  bleibt  mithin  ancb  fftr  X  —  od  ein  echter  Brach. 

Die  Formeln  (20)  und  (2)  lassen  sich  ancb  erhalten  als  beson- 
dere Fälle  des  Satzes 

f /(a:>to</(m+l)+/(m  +  2)  +  ...+/'(n)</  fix)äie 

der  unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  f(x)  positiv  ist  und  im  In- 
tervall X  m  .  .  .  n-\-l  nie  zunimmt,  und  der  sich  leicht  aus  der 
geometrischen  Bcdoutnng  des  bestimmten  Integrals  ergiebt.  In  der 
Tat  braucht  man  nur  fix)  die  Werte  V*^^  und  A«  zu  erteilen,  um 
zu  jenen  Formeln  za  gelangen. 

8.  Grenz  ein  seil  liessuTirr  von  C(z).  Wenden  wir  die  For- 
mel (21)  auf  (lö)  au,  also  auf  die  (ileichuug 

4iog(i+/.»)+Jä^i  U^H' 

80  erhalten  wir 

3Q  hJP 


'  Beide  Grenzen  lassen  sich  leicht  nach  Potenzen  von  Am  ent^ 
wickeln;  mit  Bflcksicht  auf 

hm-^l  —  j^f~^^     — Äm^H-*»'  h  •  •  • 

findet  man 

3 
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Die  Differenz  beider  Grenzen  beginnt  mit 

wenn  man  also 

(22)  Q»(«)-<7(a)  =  i8;»(«)— log(i»+«)--C(«) 

Beizt,  begeht  man  einen  Fehler,  der  sicher  lileiner  als  |Am'  ist  t  der 
also  doreh  TeTgrOsserun^  von  m  beliebig  Terkleinort  werden  kann. 

TaUüchlicli  ist  übrigens  die  Annäherung  der  Formel  (22)  er- 
h( blich  grösser,  als  es  aus  den. obigen  Kechuungcn  zu  erkennen  ist. 
Denn  die  llcihc  ') 

ilSiM  _,,(., — c(.+i) 

wo  die  B  die  Bemonilii'Behen  Zahlen  bedeuten»  liefert,  wenn  nnr 
die  drei  ersten  Glieder  berttcksichttgt  werden, 

0(.  +  l)  log.- 1+ 

also  nach  (5) 

(23)  c(«)-  -log«-|-^^+j|-i 

und  diesen  Wert  orgiebt  Gleichung  (22)  schon  für  m  U.  Nun  ist 
bei  jener  Reihe,  so  lange  die  Glieder  abnehmen,  der  begangene 
Fehler  stets  kleiner  als  das  erste  nicht  mehr  berücksichtigte  Glied, 
also  bei  (23)  kleiner  als 

Schon  für  ä  =  10  genügt  daher  Formel  (23)  zur  Berechnung  von 
C{z)  auf  6  Decimalütclleu  genau,  und  man  würde,  von  solchem  Werte 
ausgehend,  C'iz)  auch  für  kleinere  »  mit  Hilfe  von  (6)  hinreichend 
genao  berechnen  kennen. 

Ist  sonach  t'{z)  für  jedes  z  als  bekannt  anzusehen,  so  bietet 
Gleichung  (22)  umgekehrt  ein  Mittel,  um  Sm(z),  die  Samme  der  end- 
lichen harmonischen  Eeihe,  leicht  zu  berechnen. 


n  Knlcr,  Difr.-Rcchn.  II.  §  146.  »  NaUni,  ^Reib««,  8.  SSO.  Eben* 
cl«t  8.  dl4       liadel  man  die  fehlerbestimmung  nach  Serret. 


Digitized  by  Google 


Simont  Die  hamonisehe  Reiht.  139 

Zar  Ableitung  dieser  Näbcrungsformcln  war  eine  Summuuug 
der  Beiheu  voa  der  Gestalt 


in  geschlossener  Form  eutbehrlicfa.  Dioselbo  bat  indessen  keine 
Schwierigkeit.  Denn  wegen 


serilUlt  Jede  Samme  in  die  Difforonz 


Hiernach  fiadet  man 


i+fiogd+u-  (i+ JJioga+au)<G.-c 


9.  Die  speeielle  harmonische  Beihe.  Als  solche  werde 
die  Beihe  der  redproken  natarlichon  Zahlen  bezeichnet,  die  ans  der 
allgemeinen  Reihe  fflr  «  1  hervorgeht.  Formel  (2)  Iftsst  sich  dann 
schreiben 

10g^±4<i  i<iog^    (m^O,  1,  2...) 

Hiernach  liegt  z.  B.  die  Summe  des  zwciteu  Tausends  der  Glieder 
der  Beihe  zwischen 

2001 

log        =  0,6926  ...  und  log2  =  0,6931  . . . 
Fuhren  wir  die  Bezeichonngen 

l+i4-J+--  -hi  — oiicl  **— log*  — «f* 

rw 

ein,  so  ist  nach  (3) 

lim  («« — «m)  =  lim  2?  t    log  [um  "     "  ^ 

Die  Fnnetion     ist  hier,  da  z  den  feston  Wert  1  erhalten  hat,  nor 
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noch  vou  ihrem  Index  abhängig  sie  fällt  von  r,  1  mit  wachsen- 
dem k  bestftndig,  bleibt  aber  positiv,  da  sh  >  log(«H-l)  >  logn  ist, 
nähert  sich  also  einem  coustauten  echten  Bruch  c,  tur  den  EiU' 
Schliessung  gilt  (§  6): 

Cm— log  <c  <Cm 

Zur  Berechnung  von  e  ans  einem  bekannten  cm  dienen  dann, 
entsprechend  (X5)  und  (16),  die  Reihen 

oder  besser  die  aus  beiden  hervorgeheudc  Reihe 

(24)  ^      =  Ilog  (l+ 1)  +       +  J_|  l  + 
Fttr  fl»  —  1  erhält  man  hieraus  die  Formel 

(25)  ir-l-ilog2-.i|i-jif^-.... 

die  sich  in  der  Theorie  der  analytischen  Facaltftten  als  Specialfidl 
der  Formet 

logr(l+«)  =  ilog^-ilogi±^+(l -.)«-!'  I  ^4»  - . . . 


fiAr  a  —  1  ergiebt.  ^) 


Zu  Formel  (24)  gelangt  utaii,  ohne  den  Umweg  über  die  weniger 
convergentcu  Eutwickeluugeu  zu  nehmen,  wenn  man  iu 

ttber  k  =  m-f-l  .  - .  n  snmmirt  Man  erhalt  so 

und  mit  Btteksicht  auf 


1)  Natani,  Die  hfihere  Analysis,  S.  188. 
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*n  -i  log  n(n 4-  1)  =  Sn  —  lOg  »  —  ^  log  ^1+ 

kommt 

»•1       ♦«  1 

was  far  n  »  OD  ia  Formel  (24)  Übergebt. 

Eine  noch  mtcher  convergirende  Reihe  entsteht,  wenn  m 

oder 

2Ä:  +  l       1  1      ,    _i  . 

über    —  f»-(~l  .  •  •  «  sommirt. 
Man  erb&lt  so: 

und  wenn  man  hiervon  die  Identität 


« 

liu 


log  -      log«  -logi 

abzieht»  kommt 

also  f  ür  n  -=  00 

(1\       1  ff  1  , 

1+ W  +  374        fc*  +  5:4^41^^+  •  • 


,     2m-f  1  1 
i,-#„-log"^         0  4i^     5.4^  4i*'  ' 


Cm 

oder  noch 
(26) 

So  ist  X.  B.  fOr  m  SS  0 
(27)      «-log2-3;^  2;  ^3-^,  f  p-'  - 
nnd  die  ittr  m  »  1  entstehende  Formel 

(27a)  logl  -  3^  ^^-3-  5.42  f  ^5  - 
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würde  sich  aus  dem  oben  angcfuhrteii  Aasdrack  fUr  log  1^(1 -f-^^) 
durch  dio  Auoalime  a  «  ^  ergeben. 

'Scbreibeii  wir  (26)  in  der  Form 

nud  V/  Ti  len  wir  die  Einschliessnng  (21)  fflr  die  Summen  der  reci- 
prok  II  Potenzen  an,  80  erhalten  wir,  wenn  wir  nach  Potenzen  von 
Ijm  entwickeln, 

J_  _i  .     17  .  , 

2»*~12««'"24m»^'240m*  '   '  v*«.-iog»-tf 

<J_  L.  .  _?  JL. 

l2m»^24»i^  «Um* 


Das  arithmetische  Mittel  zwischen  beiden  Grenzen  bis  zum  dritten 
Gliede 

1  1 

(28)  ^»  -  log  m  -  c  -  g-  - 

ist  dann  ein  Nähemngswert,  der  sich  von  dem  wahren  höchstens  nm 

nr~i  entfernt,  während  die  blosse  Specialisirung  der  Formel  (22) 

zwar  denselben  Nähemngswert  ergebt,  aber  für  den  b^piagonen 
Fehler  den  vierfachen  Spielranm  läset.  In  Wirklichkeit  ist  auch 
dieser  noch  viel  zu  weit  gegriffen,  denn  ans  der  Reihe  ^) 

(28»)  ._^-„g„_^H.f 

geht  Formel  (28)  für  n  —  1  hervor,  und  der  Fehler  beträgt  wieder 
weniger  als 

 1^ 

4m^  ~  120»»* 

Nimmt  man  m  =  100  an,  so  liefert  (28)  also  c  bis  anf  10  De- 
dmalen  richtig.  Die  Addition  der  ersten  10)  Reciproken  der  natür- 
lichen Zahlen,  die  zu  diesem  Zweck  anf  12  Deciroalen  berechnet 
wurden,  ergiebt 

«,00  —  5,  1073  775  176 

während 


I)  Euler,  Ditf.  R.  II.  §  149. 


9 
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ist.  Somit  ist 


log  100 -  4,  6061  701  860 


«-0,  6822  073  316  —  | .  0,01  +  .-^  .  0,0001 


e  —  0,  5772  126  649. 


Für  m  =  50  erhält  mau  c  auf  8  Decimalen  richtig,  für  25 
auf  7.  Beil»  «»20  beträgt  tlio  Abweichung  eine  Einheit  der  7. 
Stelle,  bei  m^lO  eine  Eiaheit  der  6.  Stelle.  —  Euler  bat  o aas 
der  soeben  angefobrten  Reihe,  fftr  m  =  10,  auf  16  Stellen  bereeb- 
net  Wie  ans  einer  Note  bei  G-aaBs')  hervorgebt,  bat  Masche- 
roni  (in  den  mir  nicht  zugänglicb  gewesenen  Adnatatunee  ad  E*deri 
Caie.  hu.)  die  Rechnung  weiter  ausgedehnt  nud  einen  Wert  gefunden, 
der  von  der  20.  Stelle  an  von  dem  durch  Gauss  anf  23  Stellen  be- 
stimmten Werte  abwich,  so  dass  auf  Gauss'  Veranlassung  Nicolai 
die  Berechnung  bis  aof  40  Stellen  erstreckte.  Er  fand  *) 

e=^0,  5772 166  649  015  328  606  065  120  900  824  024  310  421  ... 

Jede  der  Grossen  logw,  r,  die  die  linke  Seite  in  (28)  bil- 
den, kann  übrigens  aus  dieser  Formel  bereclinet  worden,  wenn  die 
beiden  anderen  als  bokannt  voranszusetzeu  sind. 


So  hat  man  zur  Ermittelung  der  Summe  det  etMen  miiäon  Wieder 
der  speciellen  harmonischen  Beihe 

0,  5772  156  649  015  328  606  065 

logm  - 13,  8155  105  579  642  741  041  079 


Den  Beitrag,  den  die  zweite  Million  Glieder  zur  Summe  liefert, 
findet  man  aus 


und  mit  Benutzung  von 


1)  Disquis.  goner.,  Art  31,-2)  Vgl.  Oettingcr,  Ueber  die  Cooitante 
des  iDtegrallogaritbmus.    Crellc  Journ.  LX.  375 — 6. 


2m  12m2 


0,  0000  0O4  999  999  166  666  667 


««-»14,  3927  267  228  657  236  313  811 


beseicbnet  m  eine  Million,  so  hat  man 
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log2  —  0,  693  147  180  559  945  309  417  232 

ergiebt  sich 

Hm—^     0,  C93  140  930  5Ü0  007  Ö09  417  232 

Dies  Resultat  zeigt  recht  deutlich  die  schwache  Couvergenz  der 
Reihe  l  —  ^  +  j  —  IH —  •  .  •  =  log 2  Denn  da,  nach  der  schon  in 
§  4  benutzteu  Catalan 'sehen  Formel 

Reihe  ist,  so  wiinle  din  Addifion  der  orstcn  zwoi  Millioucn  Glieder  der 
tleu  soeben  bcrechucteu  Wert  0,  09 1409  ergeben,  während  die  Samme 

durch  das  njichstfolgende  Glied      \^    auf  0,693  1474  springt »  so 

dass  beide  Grenzen  noch  nicht  iu  deu  sechs  erstcu  Stellen  übereiu- 
stimmen. 

Formel  (2.^)  kann  auch  dazu  dienen,  die  Berechnung  der  Loga- 
ritlimcu  grosser  Zahlen  auf  die  kloinorcr  zurtlckzuführen ,  wie  dies 
schon  Eulcr')  getan  hat.  Wir  wollen  hier  noch  eiue  Anwendung 
auf  die  Logarithmen  der  FacultiUen  machen  und  eine  Formel  ablei- 
ten, die  mit  der  S tirli ug'scheu  sehr  nahe  übereinstimmt.  Herr 
Hansion  hat  so,  ans  der  in  der  Einleitung  angeführten  Einschlies- 
snng  fiOr  «h  den  Ansdmck 

log(n!)  -  («-i.i)log«-n+  §   (0  <  ©  <  1) 

gewonnen.  Nach  der  Stirliug 'scheu  Formel  ist  nun  bekanntlich 
fttr  wachsende  n 

log(n!)  -  (n-|-i)logn-.«+ilog(2«) 

und  da 

-  0,788  6078 

ilog(2n;)  — 0,918  9385 

ist,  so  bleibt  jene  Annäherung  hinter  dem  wahren  Wert  erheblich 
zurück,  um  so  mehr,  als  auch  die  Stirling'sche  Formel  noch  durch 

Uiuzufagaug  von  ^  sehr  viel  genauer  wird^). 


1)  Diff.  B.  II.  §  145. 

S)  Vgl.  Euler,  Diff.  Reebn.  Cap.  III,  169  oder  OaniB,  Digqaw.  gener. 
9  29. 
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Weim  wir  mu  in 

über  Tc  =  m-|-l  . .  .  «  summiren,  erhalten  wir 

(*a+«i+  •  •  •  +•»»)  —  («1  -f«t+  ...«*•)  =  log(«l)  -log(m !) 

1  1 

Wie  m&D  Bich  leicht  aberzeugt  ■),  ist  aber 


<,+»i-f- , . ,  4-**  (t+i)** 

also 

10g(n!)  -  Iog(7«!)-|-(n  +  i>,~(i«+J)*«  — (n-«)(l+«) 

Für  das  letse  Glied  liefert  (20)  die  Grenzen 

1         1  1  1 

dereu  aritbrnetischcs  Mittel,  wenn  wir   --K-r  uacii  Potcuzeu  von  - 

n+1  tt 

entwickeln  nnd  bei  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  stehen  bleiben, 

wird.  Setzen  wir  diesen  Wert,  sowfc  für  «„  den  Näherungswert  aus 
(28)  in  <];(>  letzte  Gleichung  ein,  so  kommt,  nach  gehöriger  Zusam- 
meuziehuiig 

(28b)       log(nI)  -  (n+ J)log«-n  +  j^^^  +  e« 
wo 

ist.  Die  Formel  wird  mit  der  verbesserten  Stirling'schen  um  so 
gcnfiocr  übereinstimmen,  je  grösser  das  feste  m  zur  Berf  climinf?  der 
Cüüstaiite  angenommen  wird.  Schon  für  m  =  1  uiitcrsrhoidet 
sich  aber  ==0,92-^33  von  |Iog2ff  um  kanin  (>,oi.  Legt  mau  w  10 
zu  Grande,  so  nimmt  die  Formel  diü  Gestalt  an 


1)  Vgl.  MansioD,  a,  a.  O.,  sowie  <lcs  Verfassers  Notiz  „Zur  Soromation 
endlicher  Reihen  von  der  Form  £kuk'''    Aich.  tl.  Math.  T.  IV.    S.  107. 

Aiek.  4.  Kütli.  n.  Phy«.  2.  B«ilia,  T.  TOI.  10 
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(28c)      log(nl)  -  (n+i)log«-«+  i^^+Ö,dl8  9658    (»  >  10) 
Für  «  s=  100  ist 

(«+i)log»— n  —  362,  819  6037 

also  nach  unserer  Formel 

log  (100!)  =  363,  739  4028 
während  die  Addition  der  Lo  ':aritlimen  der  ersten  100  ganzen  Zahlen 
in  einer  siebenstelligen  Tatel  den  Wert 

logdOO!)  -  363,  739  3755 

eiigieht.    Genau  denselben  liefert  die  verbesserte  S tirl iug'sche 

Formel,  die  gewöhnliche  dagegen  einen  nm       —  0,0008333  zu 

kleinen.  Nach  der  Formel  Ton  Mansion  wird 

log  (1001)  »  363,  6ü8  2116 

Nimmt  man  m  =  100  an,  so  findet  man  mit  Hilfe  dos  genauen  Werts 
von  log(lOOl)  und  von  «im  (der  letztere  wurde  oben  auf  10  Deci- 
malen  angegeben) 

6,00—0,918  9385 

also  in  den  sieben  ersen  Doeimalen  mit  ^logSar  vollständig  Aber* 
einstimmen. 

10.  Die  alternirende  Reihe.  Versiebt  man  die  geradstel* 

1 

Ilgen  Glieder  der  Reihe  ^ negativem  Zeichen,  so  erhält 
man  die  Reihe 

die  für  n~o>  io  eine  couvergeute  unendliche  Keibo  übergeht,  da 
die  Glieder  sioli  unbegrenzt  der  Null  nähern  ,  bestiiudi«^  fallen  und 
abwechselnde  Zeichen  haben.  Die  Summe  dor  Reihe  lässt  sieh  leicht 
durch  die  Function  C{z)  ausdrücken.  Fassen  wir  zu  dem  Eade  iu 
^iu(,z)  die  pusitiveu  und  die  negativen  Glieder  für  sich  zusammen, 
Bo  ist 

Vi     "2+^  2+»/ 

also 
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2©2n(«)  -  -Ä^l  (^^) 

Hier  würde  iür  n=0D  die  rechte  Seite  in  unbestimmter  Form  er- 
sdieiium,  waa  durch  Einführung  von  Cuiz)  vermieden  wird.  Wir 
erlialten  so: 

und  fttr  »  -»  at> 

(29)  SW-iKO-'-'C^)] 
wie  auch  durch  (4)  leicht  zu  bestätigen. 

Zq  einem  anderen  Ansdrnck  gelangt  man,  wenn  man  schreibt  *)  > 

l  +  Jlfri  +  •  •  •  +  2  4. 27»  +  1^+3  +  •  •  •  +  ,4-2n-lj 

(30)  =  C(«)-c(^)  +  log2 

Die  Vergleichuug  beider  Formeln  ergtebt  die  Beziehung 

(»1)  +  ^  (^)  =  2[C(«)  +log  2] 

oder 

(?(«)  H-f7(«+ 1)  =  2C(2»)  +21og  2 

Beüspieie.    Für  2  =•  1  ist 

Formel  (30)  giebt  dann  das  bekannte  Resultat 

8(1)  -  log  2 

während  ans  (29)  oder  (31)  der  schon  in  $  6  gefundene  Ausdruck 

1)  Vgl.  Ndtaiii,  »Reibe%  S.  286. 

10* 


uiyiii^Cü  Ly  VjOOQle 


148  Simtm  2>M  harmonisdke  Heik«, 

C(i)=21og2-[-c 
folgt.  Naeli  (39)  und  (11)  ist 

Nack  (30): 

1-1+1-1^+-. =        =        -C(i)  -i-  log  2] 


^     f--^  ~  2log  2+ y  ö  log 


3-i-y5 

2 


] 


Setzen  wir  z  gleich  der  rationalea  Zahl     so  ist  Dach  (29) 

Unter  der  Bedingang  0  <  n  <  «  liefen  dann  die  zweite  der 
Formeln  (14) 


krtn 
COS  — 
m 


^  ST^ y      Bin — +.  (-1)«  n  [i  _  (_  1 log  2 

Da 

cos  —  -  cos  (—  +  kn)  =  cos  —  [1  -  (- 1)*] 

ist,  so  &nen  in  der  Somme  die  Glieder  filr  gerades  k  fort,  und  es 
ergiebt  sicli, 

wenn  m  gerade  ist, 

nnd  wenn  m  ungerade  ist, 
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w— 1 

2 


m 

+(-l)*-»log2 
(0<n<m) 

Ist  m  gornde ,  so  dass  n  und  n-\-m  als  UDgerade  angesehen 
werden  köuueu,  so  lässt  sich  in 


für  die  beiden  C-Fnncüonen  Fennel  (14a)  in  Auwendong  bnngen. 

Man  erhält  so 


8in  — 


oder 


28int- 
ffi 


/« lugende  ,  ,  „  '«—2  ,  m  \ 
Ug<nd6    •  *-1.2..--i-  oder  j.  0<»<».; 

dne  Formel,  die  sidi  natürlich  auch  ans  (32)  in  derselben  Weise 
hetleiten  Iftsst,  wie  (14a)  ans  (14)  gewonnen  wnrde. 

Die  ümfonnang,  die  hier  die  Gliederzahl  der  zn  snmmirenden 
endlichen  Beihe  auf  die  Hälfte  herabminderte,  hat  diesen  Erfolg  im 
Falle  eines  ungeraden  m  nicht.  Denn  dann  wird,  je  nachdem  n  ge- 
rade oder  ungerade  ist,  einer  der  Zähler  n  und  n-^-m  in  den  auf- 
tretenden (7-Fanctionen  gerade,  so  dass  Formel  (14a)  nur  auf  eino 
der  letzteren  anwendbar  ist.  Immerhin  hat  die  Rechnung  den  Kr- 
folg,  die  unter  dem  Summonzeichen  stehenden  Bögen  zu  Yerkleinern, 
so  das  wenigstens  das  Besultat  ang^eben  werden  möge.  Mau  er- 
hält 
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m— 1 
2 

(33a)  "--{-(-.l)»-Mog2-2J?(-l)-(»+i)cos^*  « 

28111—  ^ 

(m  iiiigerade,  n  beliebig,  0  •<  » •<  m) 

wo  das  FnnctionszoicluM)  /"  dm  Siiius  oder  Cosinus  bedeutet,  j©  nach- 
dem  k  ungerade  oder  gerade  ist,  so  dass  also  auch 

geschrieben  werden  könnte 

-^-2coß2logtg| 

also 

+  -  ...  -  [|+log(V2+l)] 

wie  sich  auch  ans  (29)  mit  Hilfe  der  kleinen  Tafel  in  Abschnitt  6. 
ergiebt. 


1)  Die  Formeln  (32),  (33)  xxw\  (32«)  finden  sii  h  bereits  in  einer  älteren 
Abbaadiung,  nuf  die  ich  erst  «ut'mcrksnm  wurde,  nachdem  der  erste  Druck 
der  vorliegenden  Arbeit  fost  vollendet  war ,  wobei  übrigens,  wie  manches  an» 
der«,  auch  die  UmfonDiiiig  (32b)  der  Bannienpaniie  wrgen  fortblieb*  Jene 
Abhandlung  ist  die  Ton  Prof.  Sehr  «der  in  Tübingen  herrahreade,  flberarbei« 
lete  Lr»(^ti\)):  einer  im  Jahre  1813  von  der  Kopciihn^cncr  Kgi.  Oeeelleehaft 
geitellten  Preieanfgabe,  die  unter  dem  Titel  aCommentatio  de  ennMaatione  «eriei 

-r-^r—,  4-  , — r^r-  "   .       -4-  .  .  **  »u  Weimar  1B18  «nebien.  DieSnm- 

Hb-\-d)  ^  (6-j-2rf)(*+3rf)  ^  •  •  • 

mirung  wird  durch  Intefi^rntion  bewirkt  und  liefert  die  genaonteo  Formeln  auf 
8.  17.  Spiter  (§  1&  fi  )  wird  die  Reibe  ala  Differena  iweier  harmonischen 
Beihen  mit  Hilfe  der  Euler'achen  lemieonTergenten  Snmmenformel  behandelt 
und  die  Bestimmung  nach  Erching  er  ansgelttbrt  (»qui  ant»  paucoa  annoa 
rusticns,  none  mathesin  apprime  sciens«  eam  in  Lyoro  Tubingensi  docet*  a.a.  O* 
S.  57). 
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@(^) .  ~  -  log  2—2  f  cos  ^  ]og28lii       cos  Y^^^S^co^f 

67t,     ^  .  'Sii\ 

+  C08y  lOg^SlO  ^  ) 


28iB  Y 


•  •  •     *  I  y 

[28iB^ 


somit  ist 

T 

—  log  2  —2  (cos  y  log  2  8in      -  sin     log  2  cos  ^  —  cos  ^  X 

X  log  2  cos  y)]- 

Mit  Hilfo  ficr  Formelti  und  (33)  oder  (32a)  und  (33a)  lässt 
sich  jede  uneiidüche  altcrniroiuit!  Reihe  rationaler  Zahlen,  deren 
Nenner  eine  arithmetische  liciho  bilden,  summiren.  Denn  es  ist 

1  1  ,  1_         ,  _  1  /«\ 

ä     a4-6"^  11  +  26  T"  

Die  Formeln  geben  ^{^'ij  ftUsrdings  Dur,  wenn  a<6.  Ist  nmi 

0  >  ^,  etwa  a  «  r^'-^-q,  wo  p  und  q  ganzzalilig  and  q-*^b  ist,  so 
kann  man  die  Reibe  nach  rttekwörts  bis  znm  Nenner  q  fortsetzen 
and  hat  dann,  indem  man  das  Hiozugefttgte  wieder  abzieht 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  p  gerade  oder 
ungerade  ist,  so  dass  wir  anch  schreiben  können 

(34)  ©(p-ff) 

Zar  anrjrnrihertm  numerischen  Berec-hnung  von  @(^),  besonders 
für  grosse  Werte  von  z,  bat  man  ans  (30),  wenn  man  fttr  C{z)  den 
KäherangBwert  ans  (23)  setzt, 

(35)  ©W-^-j^  +  jl^-g^+log^i 

Für  2  —  1  beben  sich  die  Ungenanigkeiten  dieser  Formel  voll- 
ständig  auf,  sie  liefert  richtig 
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6(1)  =  log2 

Im  allgemeinen  ist  der  Fehler  fOr  ;i     1  kleiner  als  j5(^^xj* 
Wird  In  (35)  noch  nach  Potensen  von  ^  entwickelt,  so  ergtebt 

sich 

(35a)  <S(*)  =  2«  +  ^-4^ 

Diese  Formel  ist  anch  sehr  brauchbar,  nm  die  Snmmimiig  einer 
endlichen  Gliederzatal  der  alternirenden  Reihe  zn  bewerkstelligen, 
oder  was  anf  dasselbe  hinauskommt,  den  Rest  der  nnendlichen 
Reibe,  beim  Abbrechen  nach  einem  bestimmten  Gliede  zn  sch&txen. 

Offenbar  ist  nämlich 


uud  aaf  das  letzto  Glied  lässt  sich,  Nvonn  m  nicht  all  zu  klein 
ist,  Gleichaug  (35a)  mit  hinrcichouder  Genauigkeit  anwenden.  Da- 
mit ist  aher  der  fragliche  Rost  bestimmt,  uud  sonach  auch  die  Summe 

der  m  ersten  Glieder. 

Setzen  wir  nun  in  (3&a)  «^-i»  statt  a  und  entwickeln  wir  nach 
Potensen  von  — ,  so  kommt 

also  Ist  der  Best 

(350  + 

Die  Snmme  der  m  ersten  Glieder  der  Reihe  1— 

ist  also  uro  (—1)"»       ~4;;;2  +  ^ä      )  algebraisch  kleiner  als 

log 2,  wie  schon  in  Abschnitt  9.  gefunden  wurde.  Sollte,  um  ein 
anderes  Beispiel  zu  wählen,  n  aus  der  Lcibnitz'schen  Reihe 

berechnet  werden,  so  hfttte  man  a 1,  d  »  2,  mithin  fittr  n  selbst 
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Kimmt  mua.  also  m  » 10**  Glieder,  so  betrftgt  der  Febler  faai  genau 
eine  Einheit  der  nten  Stelle  hinter  dem  Dedmalkorama,  und  zwar 

erhält  man  dici  fdo  Ziffer  mn  1  za  klein,  die  darauf  folgenden 
Stellen  aber  richtig,  and  eine  Abweicbnng  tritt  erst  wieder  nach  2n 
weiteren  Stellen  ein. 

Es  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  Formel  (35b)  nicht  nur 
dazn  dienen  kann,  die  Snmmimng  der  endlichen  Bdhe  auf  die  der 
nnendliehen  zurücksnfahren,  sondern  dass  danach  eben  so  wol  die 

linke  Seite  berccbnct  werden  kann^  indem  man  die  Sammation  der 
endlichen  Reibe  soweit  wirklich  ausfahrt,  dass  zur  Abschätzong  des 
Bestes  Gleichuug  (35)  oder  gar  die  nngenaaere  aber  einfachere 
Formel  (35c)  genügt. 

So  ist  z.  B. 

f-l-i-i-H-4©(ä) 

und  nadi  (35) 

©  (|)  =  0, 12  308 

während  nach  (35c) 

©  Q  «  0, 12  285 

kommt.    Für  ^  erhält  mau  so  die  Werte  0,  78  535  bzhw.  0,78524, 

deren  erster  dem  wahren  Werte  0,  7 -'53  98  natürlich  näher  kommt 
Man  sieht  leicht,  dass  man  den  Fehler  erheblich  verkleinern  kann, 
wenn  man  nur  ^nige  Anfangsglieder  mehr  anmittelbar  addirt 

11.  Abgeleitete  Reihe».  Worden  alle  Glieder  der  Reihe 
@  positiv  genommen,  so  geht  sie  in  die  divergente  Reihe  S  ttbcr 

sie  convcrgirt  also  unr  bedingt.  Convergcnz  und  Summe  der  Reihe 
sind  daher  abhängig  von  dem  Yerhältniss,  in  welchem  die  positiven 
und  negativcü  Glieder  in  den  ersten  n  Gliedern,  als  deren  Grenz- 
wert die  Summe  der  Reihe  anzusehen  ist,  auftreten.  Wio  schou  iu 
der  Einleitung  und  im  §  4  angedeutet,  ist  die  Untersucbnog  dieser 
Abhäugigkeit  mit  deu  hier  gcgebeueu  MiUcln  sehr  eiufach  ausführ- 
bar. Der  einzuscblageudo  Weg  ist  derselbe,  dem  Herr  Natani') 
gefolgt  ist,  nur  dass  wir  keinen  Gehraach  von  bestimmten  Inti^graloi 
machen. 


1)  A.  a.  O.  S.  287. 
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Wir  leiten  aus  der  gegebenen  Reihe  €  eine  neue  ab,  in  clor 
positive  und  negative  Glieder  nicht  mehr  in  gleicher  Anzahl,  sondern 
im  Verhältnis  p  :  <i  vorb-itidon  sein  sollen,  und  zwar  so,  dass  wir 
die  TP  ersten  ülicdor  der  gegebenen  Reihe  unmittelbar  auf  einander 
folgen  lassen,  dann  die  q  ersten  negativen  Glieder  einschalten,  dann 
wieder  7)  positive  und  q  negative  Glieder  nehmen  u.  s.  f.  Da  p  und 
«2  als  endlich  vorausgeäctzt  worden,  besteht  die  neue  Reihe  aus  alicr- 
nfrend^  Gruppen  tob  mdttdi  vielen  QHedern.  Diese  Güedergruppea 
«erden  sobliessUch  anendlicb  klein;  ob  sie  beständig  abnehmen,  ist 
nicht  ohne  weiteres  ersichtlich.  Hier  genügt  aber  auch  die  erstere 
Eigenschaft  zur  Convergenz,  da  sich  leicLt  ergiebt,  dass  die  Summe 
einer  endlidien  Anzahl  der  Gruppen  sieh  mit  vachseuder  Anzahl 
einer  festen  Grenze  nähert.  Fassen  vir  nftmlich  die  beiden  ersten 
Gruppen 


und 


11  1 


«+1     «4-3  »+2«— 1 


zu  einem  Gliede  ui  der  neuen  Reihe  zusammen,  so  können  wir 
P  >  g  voransgesetzt,  schrdbens 

(i  ~  «4-1       '  *  *    a 4-2a-  -  2 "        - 1    « Hr2i) 

and  erhalteo,  wenn  wir  np  und  nq  statt  p  nnd  g  setzen,  die  Summe 
der  2i»  ersten  Gmppen 

Mm)  =  @«H,W4-#/^ — ' — +1 — i  4- . . . 


+  7 


also,  wenn  wir  zur  Grenze  ttbergehen,  und  beachten,  dass  nach  (3; 

lim  "g-^  1  V 

ist, 

(36)  ^•)-@W4-ilogJ 
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Fflr  9>'p  hfttte  man  ganz  ebenso 

also 

— ^log^ 

mithin  dasselbe  Besnltat. 

Die  Summe  ikr  '2»  ersten  Grunpen,  oder  der  M(/)-f"«?)  ersten 
Einzelglicder,  der  ueueu  Keilie  bleibt  also  mit  waeliseiideni  n  end- 
lich; da  nun  citi  Oscillireu  der  Keihti  Uurcli  das  sclilicssliclic  Ver- 
schwinden der  GrupptMi  ausgeschlossen  ist,  muss  die  Reihe,  aueh 
weua  man  au  anderer  Stelle  abbricht,  demselben  Grenzwert  zu- 
streben. 

Es  ist  deutlich ,  wie  die  ursprüuglirhp  und  die  neno  Reilie  sich 
für  jedes  endliche  n  um  ciuo  Anzahl  Glieder  unterscheiden,  die  mit 

wacbsendem  n  selbst  eine  nnendlicbe  Reibe  mit  der  Snmme  ilog^ 

bilden.  Ist  q'^j>y  so  verschwindet  dieser  Betrag,  und  die  abge- 
leitete Beihe  hat,  wie  zu  erwarten  war,  diemlbe  Summe  wie  die  nr- 
spranglicbe. 

Die  Wertänderung  ist  übrigens  einerseits  von  andererseis 
anch  davon  nnabhttngig.  wie  die  einzelnen  Glieder  innerhalb  der  2n 
ersten  Gruppen  angeordnet  sind,  da  es  hei  der  Ermittelung  der 
Summe  nnr  darauf  ankam,  wieviel  Glieder  jeder  Art  vorhanden 
waren.  — 

Die  Trraonng  der  Fftile  />  >  9  nnd  p  <,q  Iftsst  sich  anf  fol- 
gende Art  vermeiden.  Schreiben  wir 

^-1.^  -1-    _L     ^       _L-  _L._ 

~  «+2fl-l  "        (0  ~  (^) 

so  ist 


2  "r"2  * 


also  für  n  »op 
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Scrw-cg)-cf+»)+.og? 


woraus  sich  nach  (39)  Formel  (36)  eiigiebt 

Beispiele.   £s  war 


daher  f  ür  p  =  2,  «  =  1 
Für  2  -i  1  hat  man 


80  dass  mau  dio  Logarithmen  beliebiger  rationaler  oder  quadratisch 
irrationaler  Zahlen  durch  dio  reciproken  nattirlicheu  Zahlen  dar- 
stelleu  kuüu.  —  Für  jp  —  1,  g  ■=  4,  eriiait  man  so: 


0=rl-i-l-i^-i+i~l^F-A-Ä-t^+  ... 


Eine  Entscheidung  darüber,  ob  die  Gliedergmppen  beständig 
abnehmen,  oder  aber  bald  steigen,  bald  fallen,  lässt  sich  mit  Hilfe 
der  Formel  (22)  gewinnen ,  da  jode  Grnppe  als  ein  Ausschnitt  einer 
harmonischen  Reihe  anzusehen  ist.  Bezeichnen  wir  die  Äste  Groppe 
mit  vk,  80  ist  die  »te  positive  Groppe 


Demnach  ist 


6(1)  -  l-4+J-i+- . . .  -  log2 


1 


1 


ü  +  •  * .  + 


1 


3-f  2np  —2 


also 


Ebenso  gilt  fOr  die  »te  negative  Gmppe 


1 


«-|-2«g  —  1 


^SkCh  (22)  ist  nun,  lax-  hiuroicheud  grosse  vc  und 
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m  -\-x      1/1  ^  \ 

-  S„M  =  log      ^  +  2  [mfx  ~  ^'^J 

1   

also,  wenn  wir  |  —  «  aeteea 

i  /  i_  _  l  ^ 

Eutwickela  wir  nach  Potensea  von  so  wird,  wenn  wir  nur 
die  beiden  ersten  Potenzen  beracksichtigen 

Setzen  wir  bierin         statt  »  nod  q  statt  j»,  so  erhalten  wir 

und  ebenfalls  aus  2v2n-\i  für  n^-l  statt  n 
Demnacb  ist 

und  zwar  bis  auf  Grössen  yon  der  Ordnung  ^  genau.    FOr  einen 

hinreicbend  grossen  Wert  Ton  n  baben  also  die  Differenzen  vsm- 
nnd  vin  -^v^^-i  bzbw.  dieselben  Yorzeicben  wie 

«••=-+  - — -  und         2 — w. 
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Sutd  »1  md  Wg  beide  poeäio,  «o  ndtoim,  von  jenem  n  an,  die  Glieder- 
gruppen begUktdig  ab.  DioB  ist»  wie  Idcht  ereichtUcb,  für  gaos  belie- 
bige Werte  p  and  q  der  Fall,  sobald  (»  als  reell  voraasgesetit) 

0^  «  ^  1 


ist ,  da  dann  aucli  ir^  in  demselben  Intervall  liegt,  mithin  ic^  sich 
zwischen  1  uud  2  bewegt.  ImlmontUre  gilt  dies  also  iHtn  allen  auf  die 
in  Rede  etdtende  Art  aaa  der  ^peadUn**  karmonimAen  Reihe  tAffdeketen 
Seiken. 

Ist  aber  >  i  oder  negativ,  so  hängt  das  Vorzeichen  der 
Grössen  w  von  der  Wahl  von  p  uud  q  ab.  Ut  z.  ß.  «  —  2,  so  ist 

2  _  1  _  2/)--g 

also  negativ,  wenn  2>  =-  If  q     3  ist.  In  der  Tat  ist  dann 
1.1.1  108«2  -36»  — 1 


6»  — 3     6ii    1     C»-j-l  "~  2 16»*  — 108»=« — 6» + Ü 


2»'  2n+2 

3 

und  scbon  von  u  -=  l  au  «^^«-1  <^  «2»,  aber  V2«     g^^^-  >•  «2»^i, 
so  dass  in  der  Reibe 

-  (S(2)  +  ilogi  =  l  -  log2V3 

die  Gruppen  von  Anfang  an  abwechselnd  steigen  und  fallen.  Mau 
kann  also  durch  passende  Wahl  von  2>  ii"^l  '/  leicht  Reiben  vou 
dieser  Bescbaffeubeit  herstellen,  die  trotzdem  couvergireu. 

Uebr^ns  ist  ancb  ebne  die  Beziebnng  w,  3  klar,  dass, 

wenn  eine  der  beiden  GrOssen  w  nogatir  ist,  die  andere  nicht  aneh 
negativ  sein  kann,  denn  sonst  wüi  den  die  Gruppen  beständig  zu." 
nehmen,  könnten  also  nicht  unendlich  klein  werden. 

Ist  g  » jp,  so  fällt  »  ganz  heraus,  es  wird 

1  2p -X 

d.  b.  beide  sind  stets  positiv,  Gruppen  am  glei^  Vitien  GHedem  faUen 
«dUüenficlk  he^ändig^  aus  wdcher  harmmatAen  Utike  man  auak  die  Glieder 
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12.  Verallgemeinerung.  Es  Hegt  nahe,  die  Gliederzabi 
Uer  altciüiioudeu  Gruppeu  iu  Uor  abgeleitctcu  Reihe  variabel  zu 
machen.  Bezeichnen  wir  sie  mit  pn  für  die  positiven,  qn  fUr  die 
licgativen  Glieder,  aa  beginnt  die  neue  Beihe  also  mit  den  ersten  j»^ 
positiven  Gliedern  der  ursprQnglichen,  dann  folgen  die  ersten  $|  ne- 
gativen, dann  die  nächsten  positiven  und  negativen  Glieder 
Q.  8.  f.  Schreiben  wir  noch 

«iH-«*+  ♦  -  •        —  ^.  J»i+I»i+  ♦  • '  +1»»  —  -P* 
so  ist  also  die  nte  positive  Gruppe 

und  die  darauf  folgende  nte  negative  Gruppe 


so  dass  also  die  Summe  der  ersten  2n  Gruppen 

t     _t_  1 

ist,  woraus 

**n  —  i  ~t~  2 

Es  seien  nun  pn  und  9^  so  gewählt,  dass  Pm  und  Qh  mit  n  un- 
endlich werden. 

Wäre  lulmlicb  otwa  lim  P«  eiidlidi,  so  müsste  iiiii/)„  Ü  sein, 
also  pv  bei  einein  gc^viösen  n  uuter  1  sinken;  dies  bedeutet  aber 
ein  Auliiuren  der  positiven  Glieder.  Ware  daun  auch  lim  Q,.  end- 
lich, so  br&che  die  Beihe  ab,  während  bei  lim^  ^  1  die  negativen 
Glieder  weiter  laufen  und  die  Reihe  divergent  machen  wfirden. 

Werden  aber  Fn  und  CU  beide  unendlich,  so  ist 


% 
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Lim  F2n  bleibt  also  ciullicli  mit  lim  Pm  :  Kommt  noch  hinzu, 
dass  die  Gruppen  v  die  Null  zur  Grenze  iiaben,  so  convergirt  die 
neue  Reihe,  und  ihre  Summa  wird  durch  Formel  (37)  angegeben. 
Ist  dagegen  Umt2K-i  —  lim^>2n  endlich,  so  wird  die  neue  Reihe,  als 
Summe  der  einselneii^  v  anfge&sat,  in  dea  Grenzen  lim^  nnd 
lim(F2H-l-t^2Mi  l)  oacilliren;  indessen  wttrde  dann  jede  der  Reihen 

CO  r/j 

^ (t'2*-i "Vük)     lim  V2h   und   tu  —  £(f>jik  ~t^>^f  ij  —  lim  l  2m4-i 
1  1 

als  convcr£^cnt  zu  bezeichnen  sein,  nnd  je  nach  dor  Definition  der 
neuen  Reihe  durch  die  eine  oder  die  andere  Form,  bat  sie  danu  die 
eine  oder  die  andere  Summe. 

Znr  Ontersncbunj^  von  «oo  ^  man 

2.o„.i  -  Sp^-i  (0  -  Sp^^^-i  (l) 

also  nach  (3) 

2\mv3n^i     log  ^lim  ^J-^  -  log |^lim  (l-f  j 
(38)  und  ebenso 

Slim«.  =  l.g(lim  ^)  =  I.g  [lim  (l+  -^-^)  J 

'  t^oD  wird  also  immer  nnd  nur  dann  verschwinden ,  wenn  Pn  nnd  Qn 
stärker  anendlich  werden,  als  pn^i  nnd  gwf-i. 

BehpieU.  Dio  Voraussetzung  limPM=Qc,  limQ=oo  ist  erfüllt, 
sobald  die  Reihen  Pi+T'a-f-  ..  .  ,  'ii4~5a"f"  •  •  •  divergiren,  zunächst 
also  sicher,  wenn  auch  pn  und  qn  mit  n  unendlich  werden,  so  dass 
die  Gruppen  schliesslich  selbst  unendliche  Reihen  bilden.  Dass  die 
Couvergeiiz  der  dann  entsti-heiidcn  Doppelreihe  uicht  auisgeschloasen 
ist,  zeigt  sich  in  dem  Falle,  wo  und  qH  ganze  rationale  Functio- 
nen YOtt  n  sind.  Sei  vom  Grade  r,  qn  vom  Grade  so  ist  i% 
vom  Grade  r-|-l,  Q«  vom  Grade  #+^1  ^^'^  ^ 

'  ^  <?« 

^a-f  2P«-i'  \J^^J^tqn-\ 

80  folgt,  auch  ohne  die  Benntsting  von  (38)  unmittelbar,  dass 

limv2«— 1  =  limt!2M  =  0 

in 

ist  Lim  TT  wird  nnn  nnr  dann  endlich  nnd  von  nnll  verschieden, 

-wcuu  beide  Functionen  von  gleichem  Grade  sind,  also  r  =  «  istj  ist 
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r  ^  so  wird  der  Quotient  oo  oder  0 ,  der  Logarithmna  desselbeo 
alao  ±.co^  und  die  v-Keibe  divergirt 

So  erhalt  man,  um  einen  gan2  einfachen  Fall  sn  wfthlen,  fQr 
«  —  1, 1»  =s  1,  g  —  n,  die  Beihe 

l-(i)  +  ^-(i+i)  +  i-(irfi^  +  lS)  +  i 

—  (ä+  •  •  •  +  2ö)  "I       •  •  • 
Die  aUgemeinen  Glieder  derselben  sind 


und  da 
iat. 


1 


=  1  +  2+... 


_        1         ,         ,  1 
ii<ii-l)+2"*"  *  •  •  ■*"«(«+l) 


n 


Trotzdem  nun  vz»  <  i)+2»  *****  limt»ai  —  0  iat,  wird  die 
Beihe  mit 

log.-- «  log 


negativ  uocndlich  und  giebt  so  ein  einfaches  Beispiel  für  eine,  trotz 
der  unbegrenzten  Abnahme  der  Glieder,  divergente,  allernircade  lioihe 
(Vgl.  §  3.) 

Ist  aber  «  =  r  ond  |)n     ar »**+...,     ~  ^n*'  +.*• »  so  ist 

P«=:flr|i'^+.^., 

lim^^^        -  Um«?. 

Die  Snmmenftndening  hängt  also  nur  von  den  Coeiffidenten  der 
hOdnten  Potens  in  pn  nnd  ab,  so  das«  wir  den  Sats  aussprechen 
können: 


1)  Dan  die  ganz  ähnliche  Bdbet  welche  man  erhalt,  wenn  man  umgekehrt 

p  =  n,  J  =  1  wählt,  eine  gleichfalls  divergente  „Urastellnng*'  der  Reihe  l  ~  i 
-|-|— |-i-—  ...  i«t,  hat  Herr  Lionnet  in  der  schon  angcü&hrtea  Note  nach* 
gewiesen.    (Nonv.  Annales  de  Math.  lS7d.) 

ANh.  dw  Matb.  n.  Php.  2.  Reih«.  T.  VUL  i  t 
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Sind  pn  und  gi»  ganzzcJdige^  ganze  ratiotude  Fundionen  gleichen  Grades 
von  n,  und  hihlet  man  au,s'  den  Gliedern  der  allemirenden  hawimischen  Reihe 
eiue  neue  Jieilw,  in  dir  auf  Je  p„  pmlive  Glieder  der  ersteren ,  je  nega- 
tive Glieder  dersflln-n  fnl'jfH^  so  convergirl  die  neue  Reihen  und  ihre  ütOMue 
ubertrifft  die  der  ersten  um 


Insbesondere  wird  keine  Summenänderung  stattfinden,  wenn  die 
Coefficienten  der  höchsten  Potenz  in  pn  und  qh  gleich  sind.  Dem- 
iiach  ist  also,  für     =  2n—  1»  gn  ^ 

und  ähniich 

-j- . . .  —  ^ 

Sind  die  Functionen  und  */»  vom  Grade  0,  also  constant,  so  ent- 
steht Formel  (36). 

Ein  Beispiel  fftr  den  Fall,  dass  die  Gruppen  fttr  n  -^«>  nieht 
der  0,  sondern  festen  endlichen  Grenzen  zustreben,  bietet  sich,  wenn 
pn  nnd  qn  Exponentialfanctionen  sind.  Sei  etwa  pn  ^  nnd 
a  >- 1,  also 

so  ist  nach  (38) 

Iim2v2i»-i  —  log  ^lim  j^—^  =  loga 

Die  v-Reihe  kann  also  nur  convergiren,  wenn  auch 

lim2«SM  =  logd^ 
was  etwa  dnreh  die  Wahl  Ton 

zn  errdctaen  ist.  Han  hat  dann 

ümFa»  =  <ö(Ä)H-ilogl  - 

nnd 

OD 

£vk  wird  zwischen  diesen  beiden  Werten  osclUiren,  wofern  nicht 
1 
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darch  Zusammenfassung  je  zweier  aufeinander  folgender  Glieder  in 
in  der  oben  angedeuteten  Weise  für  die  Conyergenz  gesorgt  wird. 

Wir  wollen  noch  aber  das  GrGsseoTerbftltnisB  anfelnander  fol- 
gender Gruppen  dieselbe  Untersnchung  anstellen,  wie  sie  in  Abscbnitt 
11.  bei  constanter  Gliedersahl  p  nnd  q  gefObrl  wurde.  Wir  brauchen 
In  den  dortigen  Ausdrfleken  fttr  vsn-i  und  nur  P»  statt  np  und 
Q»  statt  fujf  zu  schreiben,  um  die  jetzt  in  Frage  kommenden  Werte 

ZU  erhalten;  demnach  ist,  wenn  wir  noch  ^  =  «  setzen, 

und  fOr  hinreichend  grosses  n,  wieder  nach  (22) 
2*^..  -  _log(l-^^^)  +  ^  (^^^, 

^  \  ^ 

Hier  können  wir  abbrechen,  wenn  wir  bei  der  Entwickelung  nach 

Potenzen  von  ~-  uns  mit  den  Gliedern  zweiter  Üiduuug  begnügen 
wollen.  £s  wird  so 

2«a« 


Pn"*"*VPj'^     2  P^V 


Qn 


—  Z  pnj.1 

2 


wo  die  Formeln  für  W2t»  nnd  »2«+!  wie  früher  aus  dem  Werte  von 
r2tt_i  abgeleitet  sind,  üm  die  Vorzeichen  der  Grössen  viH-i  —  r^n 
nnd  V2» — V2»i-i  untersuchen  zu  können,  wollen  wir  voraussetzen,  pn 
und  seien  ganse  rationale  Functionen  gleichen  Grades  von  n  und 
dieselben  wie  vorbw  bezeichnen.  Dann  ist 

n  n 
1  1 

und  für  Tiuseren  Zweck  genttgt  es,  zu  wissen,  dass  diese  Summen 
die  Form 

II* 
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besitKen      Wir  haben  hiernach  nämlich 
also 

UDd,  weua  wir  wieder  bei  deu  Gliedern  zweiter  Orduuug  stehen 
bleibeu, 

«         ««    Vr  «r         2  / 

Da  wir  ^die  Fuuctioueu  p  und  q  miadeslens  als  linear,  also 
r^l  voransBetzen  kOnnen  —  der  Fall  r-»0  ist  in  Abschnitt  11. 

erledigt  —  so  wird  das  in  »2n-i  auftretende  Glied  schon 

für  r  1  mit  Gliedern  dritter  Ordnung  beginnen,  also  iür  uns  nicht 
mehr  in  Betracht  kommen.  Wir  haben  daher 


f+1 

r-|-l  «r-1  1 

n 

29»! 

r+1 
n 

r-l-1  ir-l  1 
r  n* 

r+1 
n 

_r  +  l/      «..A  1 
r    1*^^  a,  j  n» 

mithin 


r-j-l  /Är-l       gr-l\  1 


•■+l(rJ^  +  <!S=lY- 

\       Or    *     Or  /  fr 


Für  hinreichend  grosse  "Werte  von  n  sind  folglich  die  Vorzeichen 
dieser  Differenzen  dieselben  wie  die  der  Grössen 

"^i^Tr  TiT'  »f-**-^^! 


l)  Eine  t'lenu'iiture  Ilciloitimg  dieser  Kigciiscli:i f»  f'-'ilft  man  in  dem  sclioti 
oben  nngeffihrtpn  Aiil'sntr.c  „Znr  Snmmation  endlicher  iieilicn  u.  s.  w."  (Archiv 
d.  Math.  T.  IV.  S.  107.) 
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Boiiacb  nnabbängig  von  a,  so  lauge  uicht  tr,  oder  tr^  null  wird,  in 
Welchem  Falle  dio  höheren  Potenzen  von  »  iu  Frage  kommen,  deren 
CoefficieDteu  z  euthaitcu. 

Daa  beständige  Fallen  der  Gliedergrappen  von  einem 
gewissen  n  an  ist  also  hier  an  die  Bedingung 

geknüpft. 

In  den  beiden  oben  gegebenen  Beihen  fOr  log  2  und  ^  ist 

^Wfi^i,  also  die  Bedingnng  erftlllf,  während  ftlr  j?»*««,  gn—n-'l 
flieh  10]  =  —  1»  t0^  —  2  ergiebt,  so  dass  in  der  Beihe 

^+  l^"*"  »^4)  ~    + 1)  +  Hf^) 

Ton  einem  gewissen  Gliede  an  jede  positive  Gmppe  sowol  kleiner 
ist  als*  die  Torhergehende  wie  anch  als  die  folgende  negative  Gruppe. 

13.  Der  Schlömilch'stlic  Satz  verallgemeinert.  Wie 
in  der  Einleitung  erwähnt,  hat  Herr  Pringsboim  eine  Methode 
gegeben,  um  die  Wertveriinderung  einer  bedingt  convergentcn  Keiho 
nnter  Umstäudeu  auf  die  einer  andern  znrückzufübren.  So  führt 
der  ebenda  genannte  Satz  von  SchUimilch  die  Wertänderung  einer 
beliebigen  convergenten  alteruucudeu  Kcihe  für  den  Fall,  dass  die 
positiven  und  negativen  Glieder  nicht  mehr  in  dem  Yerbältois  1 : 1, 
sondern  in  dem  Verhältnis  p  :  q  auftreten,  auf  die  entsprechende 
Wertändemng  der  harmonischen  Beihe  znrttck,  die  hier  in  f  11  er- 
mittelt ist  Wir  wollen  diesen,  in  so  enger  Besiehnng  zur  harmo- 
nischen Reihe  stehenden  Satz  elementar  herleiten,  dabei  aber,  wie 
in  §  12,  statt  des  constanten  Verhältnisses  p  :  q  das  variable  p»t^ 
sowie  die  fiedlngong  F<gy'^cD,  Q^ja^co  einfahren. 

Zwei  divergente  Heiben  positiver  Glieder 

»5  ...   und  ««s,  t«4,  %    t  . . 

seien  nun  zu  der  bedingt  convergenten  Beihe 

«j— Uj+i^  — Ut-f— . . .  »  U 

vereinigt,  wobei  nicht  erforderlich  ist,  dass  die  uk  mit  angeradem 
Index  demselben  Bilduugsgcsetz  folgen,  wie  die  Glieder  mit  geradem 
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Index.  Uk  sei  die  Summe  der  ersten  k  Glieder,  üüdeu  wir  jetzt 
die  neae  ßüilie 

(«ix+«8+  •  •  •  +«8pi-i)— («t+»4+  •  •  •  +«a»»)H —  •  •  • 

so  ist  (bei  derselben  Bezeichnung  wie  in  §  12)  die  mit  einer  nega* 
tiven  Gruppe  abbrecbeDde  Summe  der  ersten  3is  Gruppen  oder 
Pn+  Qn  Einzelglieder: 

Fa«  —  (tti+t4»+  . . .  4- «*2i;-i)— •  •  •  +«agt,) 

Je  nachdem  nun  P»>  Qh  oder  Q»  >  Pn  ietf,  ?rird  Fs»  im  Yer- 
gleich  mit 

Ihp^  —  («1+U8+  '  •  •  •  •  • 

Pn  —  Qh  negative  Glieder  vmigcr,  oder  Qm'^Pn  solGbe  Glieder  nuhr 
enthalten,  so  dass  vir  schreiben  lOmasa 

=»     SvUi  wenn  r»  >  Q» 

»  — ^toi,  wenn  Pn<<U 

Ziehen  wir  nun  uach  der  Pr in gshci m 'sehen  Methode  die  har- 
monische Reihe  zur  Ycrgleichuug  heran,  indem  wir  sciiroibeu 


Fib.-l^^=  £{k,m).^  (Pn>Qn) 


80  mosB  es  zwiscben  dem  Ideinsten  und  dem  grössten  der  Werte 
einen  Mittelwert  Mt  geben,  dergestalt  dass 

Fa.— iaj;=:ÄS,j:  J 

Ist  nnn 

lim 
n  -=  « 

wo  }M  endlich  (auch  0)  oder  unendlich  sciu  kauu,  so  nimmt  auch 
jedes  der  Prodacte,  deren  Mittelwert  Jf»  ist,  fftr  «  —  oo  den  Wert 
m  an,  so  dass  auch  limJlfN  mit  diesem  ttbereiostimmen  moss,  und 
wir  erhalten 
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(39)  limFa, «  ir+  ^  log  ^ 

und  zwar  auch  für  dcu  Fall  Pn  <  Qn,  da  dann  zwar  nnd  Qu  m 
vertauschen  sind ,  dafür  aber  der  Logarithmus  das  negative  Zeichen 
bekommen  mnss,  tind  beide  Operationen  einander  aufheben. 

Im  ttbrigen  gelten  auch  fbr  Formel  (39)  die  bei  (37)  gemachten 
Bemerfcangen. 

So  ist  £vk  Jiar  dann  convergeut  and  gleich  lim  r»»,  wenn 
lifflvsnf  1     0.  Nun  ist 

Ph+1 
V2H+1  — ■  *t42A-l 
Ptlfl 

also,  auf  demselben  Wege  wie  vorher, 

lim  r  ,  P«+il 

lim«2»*+i  —  ^  ^  Qpl»  •  «2»»~i log -^^J 

Ist  z.  B. 


(40) 


ib.  log  (A:  4-1) 

80W01  fOr  gerade  wie  ßkt  ungerade  X»,  so  ist 

p 

Der  Wert  von  y2n+i,  sowie  in  (39)  der  von  nt*2Mlog~     Avird  abor 

ausserdem  noch  davon  abhängen,  wie  i»»  und  Q„  unendlich  werden. 
Sind  ;)„  und  qh,  also  auch  P„  und  Q,,,  ganze  Functionen  gleich 
hohen  Grades  von  n,  so  wird,  nach  dorn  in  12.  Gesagten,  lim «2n+i 
0  und  lim!  2»  =  liml2„|  1  =  f7  sein,  aisu  kniuo  Wcrtäuderung 
eintreten.  Während  dort  dagegcu  die  neue  liciiie  divergirte,  sobald 
der  Grad  der  Functionen  ein  verschiedener  war,  wird  hier  die  Cou- 
vergenz  noch  statthaben,  wenn  der  Grad  von  pn  und  der  von  ^ 
eich  um  eine  Einheit  unterscheiden. ;  Denn  iat  demgemftsa  etwa 


80  ist 


^  ^Qn       *  lüg  4-1) 
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nähert  sich  also  der  Grenze  ^.  Ua  ausserdem  limf>2«f  i -=  0,  so 
coQvergirt  die  neue  Reihe,  und  ihre  Summe  übertrifft  die  der  ur- 
BpraBgUchen  um  ^,  iraiireiid  dne  Yeraiinderang  om  ^  eintreten  wird, 
venu  Fn  vom  Grade  CU  Tom  Grade  ^  dieser  Be- 
dingmig  abgesehen,  sind  also  sowol  die  Grade  als  die  Coefficientoa 
der  für  |)m  und  za  wählenden  Functionen  ganz  gleichgttltig.  Ge- 
legentlich sei  noch  bemerkt,  dass  zwei  solcher  t-Ecihen,  wenn  in 
der  einen  p»,  in  der  andern  qn  deu  höheren  Grad  besitzt,  hiemach 
stets  die  Differenz  ±,1  ergeben,  so  dass  danach  4ie  £inh6it  auf  un- 
zählig viele  Arten  durch  Brüche  von  der  Form  jtiög(F^ij  ^•'8*" 
stellt  werden  kairn. 

Sindj»  nnd  q  constant,  so  geht  (39)  In  den  Sehl  5mi  Ich 'sehen 
Sats  ttbcr,  wonach  die  Wertftndemng  der  «-Beihe 


beträgt  ^ 


|log|.]im(n«») 


Versagen  wird  Formel  (39)  nur  in  den  Fällen;,  wo  die  Wert- 
änderuug  in  unbestimmter  Form  erscheint  Dies  tritt  ein,  wenn 

Pn 

lim     —  0  oder  »  uud  gleichzeitig  limntta»  —  0 


sowie,  wenn 


lim^  =  1  und  dabei  lirnntq»  »e» 


ist.  Da  in  diesen  iäiiou  der  wahre  Wert  von  O.oo  davon  abhängt, 
in  welcher  Weise  P„  und  Qn  unendlich  und  mn  null  wird,  lassen 
sie  sich  nicht  criedigeu,  obue  über  diesen  Funkt  ber^ondere  Yoraus- 
Mtzungen  zu  machen. 

Dabei  ist  ferner  zu  beachten,  dass  zwar  mit  limntisn  auch 
jedes  der  Producte 

und  also  auch  ihr  Mittelwert  Mu  unendlich  wird,  dass  aber  der  Grad 
des  Unendlichwerdens  —  und  auf  diesen  kommt  es  wesentlich  an  — 
für  den  Mittelwert  L  allg.  nicht  derselbe  sein  wird,  wie  für  nu^  Ist 
z.  B. 

1 

=  Vi 
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also 

80  siud  jene  Producto  die  Glieder  der  Reihe 


und  jedes  derselben  wird  oo  wie  n  während  ntigM  ■=  j/^  weniger 
itark  op  irird. 

Bisweilen  —  und  so  auch  hier  —  führt  aber  schon  die  Be> 
merknog  som  Ziel,  dass  der  AasscbDltt  £u2kf  der  f Or  A  >•  Q»  die 

Wertänderung  darstellt,  zwischen  den  Grenzen 

«•sQm+i  «fi» 

liegen  muss.    Für  unser  Beispiel  fallen  nämlich  beide  Grenzen  zu 
b 

dem  Werte        mammeo,  der  mithia  die  Wertänderoiig  angiebt 

die  nach  (39)  in  der  Form  oo  .0  erBcheinen  wlirde. 

Ob  limr2,i+i  verscbwiüdet,  darf  iu  solchem  Falle  cbeusowcnig 
nach  (40)  beurteilt  werden,  da  auch  diese  Formel  über  die  Art  des 
Uncudlichwcrdens  von  Mn  i.  allg.  nicht  den  richti^pn  Anfschluss  er- 
teijt.    >iacb  (40)  wäre  der  Mittelwert  für  unser  Beispiel  mit 

limiman-i  —  Hm  j/^ 

in  Anschlag  zu  bringen,  wälirend 

2an+(2a-f-6)\ 


1  2 

nach  Potenzen  von  -  entwickelt,  mit  -  beginnt   Hiemach  wttrde 

limesto-i-i  mit  |/^  •  ^  verschwinden,  wflhrend  in  Wahrheit,  wie  wir 
sahen, 

hmvin^i  -  lim  |/^.  nlog(l+^'^  - 
zu  setzen  ist.  Da  auch 
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rtn(n-f  1)  _Jl  

hm  i^2n  =•  lim  2;  —  r  aa 


ist»  wird  die  neue  Keihe  zwischen  den  Werten 

lim  Vin  -        ij;^  and  Um Fjsh+i  - 
oscUliroii,  aber  conyergireu,  wenn  wir  sie  iu  eine  der  Formen  setzen: 


V2a 


Beriin,  Januar  ld87. 


uiyiü^ed  by 


VI. 

Yerallgemeinerung  des  Entstehungsgesetzes  der 

Fussponktcurren« 

Eduard  Janltah. 


1,  Wir  verallgemeiiieni  das  Entstehnngsgeaetz  der  Fosspimlift- 
cnrven  dahin,  dass  wir  den  Pol  ^anf  einer  Bahncnrve  B  gleichzeitig 
mit  dem  Pnnkte  P  der  Directrix  i?  sieb  bewogen  lassen.  Wir  er- 
halteu  dann,  wenn  wir  durch  die  F  auf  die  Tangenten  t  in  dem  ihrer 
(der  F)  Lage  entsprechenden  Punkte  der  D  Senkrechte  fällen,  in 
den  Fusspunkten  P*  derselben  eine  Keilie  von  Punkten,  die  einer 
Curvc  C  angeburen,  welche  eine  Tcrallgeineincrte  positive  Fusspunkt- 
curvo  der  D  genannt  werden  mag.  Dem  analog  werden  wir  eine 
verallgemeinerte  negative  Fusspunktcnrve  der  D  die  Kiahtillende 
aller  jeuer  Geraden  t*  neuucu  künueu,  deren  jede  durch  einen  Punkt 
F  der  D  geht  und  normal  ist  zur  entsprechenden  PF.  —  Es  liegt 
nnn  die  Frage  nahe:  „Was  ist  erforderlich,  damit  eine  Constructlon 
der  Tangente  in  jedem  beliebigen  Pnnkte  P*  einer  verallg.  pos. 
FnsapnnlitCQrve,  beziebnngBweise  eine  Conatmction  des  BerOhranga- 
pnnktes  einer  beliebigen  einer  veraUg.  neg.  FosspanlEtenrTe  leicht 
mögUch  wird?"' 

2.  Wir  bemerken  zonftchst,  dass  diese  Gonstnictionen  xnrttdic- 
gefttbrt  werden  kOnnen  auf  die  für  die  gewöhnlichen  F^sspnnkt- 
cnrven.  Es  lässt  sich  nämlich,  wenn  wir  eine  Terallf.  pos.  Fnss- 
panktcnnre  vorliegen  hab^,  anf  jeder  FF*(^p)  ein  Punkt  F^  so 
angeben,  dass  dio  erste  pos.  Fosspunktscurve  der  Directrix  D  be* 
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Züglich  dieses  Puüktes  /*  in  P*  eine  Berührung  mit  der  bewussten 
verallg.  Fuaspunktcurve  eingeht.  Ebenso  kann  im  audorn  Falle, 
wenn  wir  eine  verallg.  ueg.  Fusspuuktcurvc  gegeben  haben,  aaf  jeder 
FF  ein  Paukt  F*  ermittelt  werden ,  dem  die  Eigenschaft  zukommt, 
dass  die  neg.  Fnsspnnktcurve  der  D  bezilglich  desselben  anf  der 
zur  BerflhroDg  kommt  mit  der  in  Bede  stehenden  verallg.  Fnss- 
pnnktcnrTe.  —  Betreffs  dieser  Ponkte  F*  ist  zn  sagen,  dass  die- 
selben nichts  andres  sind,  als  Punkte  der  Enveloppe  aller  FP^  im 
ersten,  aller  FI*  im  zweiten  Falle  und  zwar  ist  der  auf  einer  ge- 
wissen FP*iFP)  liegende  Punkt  F*  identisch  mit  dem  Berührungs- 
punkte derselben,  —  clno  Tatsache,  die  die  Anschauung  ohne  weiteres 
bestätigt.  Wir  brauchen  demnach  jetzt  nur  zu  uutersucben,  unter 
welchen  Umständen  die  Ermittlung  der  F*  einlach  von  Statten  geht 

3.  Es. sind  in  Fig.  1.  zwei  benachbarte,  willkörlicb  gewflblte 
Lagen  der  Punkte  JPund  F  mit  Fq^  Pq  und      i*j  bezeichnet,  temet 

mit  Po*?  ^1*  dio  entsprechenden  Punkte  der  verallg.  pos.  Fusspunkt- 
curvc.  Der  Schnitt  der  ^ :  ^'i  ^'i*  wird  der  zu  ermittelnde  Punkt 
Fq*,  für  dessen  Entfernung  x  von  Fq  sich  ans  dem  Dreiecke  F^FiFq* 
ergibt: 

,  sin» 
«  =  iii? 

da,  wie  aus  der  Figur  ersichtlich,  dm  das  Bogonelement  FqF^,  v  der 
Winkel  bei  Fj,  und  *  der  Winkel  bei  Fq*  genannt  wurde.  Kuu  ist 
aber  i  offenbar  auch  gleich  dem  Winkel,  den  die  beiden  Tangenten 
in  Pq  und  i\  einschliesscn ,  er  ist  also  ein  Contingonzwiukel,  und 
wir  haben  daher 

•  _ 

*  —  g 

wenn  ds  das  Bogooclemout  PqPi  uud  q  den  Krammungsradius  flir 
Pq  bedeatet.  Schreiben  wir  im  Ausdrack  fttr  »  anstatt  sin» 

sin»  . 
* 

SO  erhalten  wir,  wenn  für  /  der  eben  gefnndene  Wert  snbstitairt  wird, 
da  unter  den  obwaltenden  Verhältnissen 

sin» 

sa  erachten  ist: 

dm 

«-^ainv^ 

damit  dieser  Aaedrnek  nnd  daher  auch  F^*  fbr  jede  beliebige  Lage 
von      -^0  constroirt  werden  kann,  mttssen  also  die  entsprechen- 
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dm 

den  and  v  constractibel  «ein.  Hiesn  ist  notweudig,  dass  es 

1)  eine  allgemoiiio  Constniction  für  den  KrümmnngsUrois  eines 
Punktes  der  D  gibt,  t'eruer  dass  es  2)  möglich  ist,  stets  das  Ver- 
lültiiiss  der  gleichzeitigen  Gesohwiiidigkeiteu  der  eiuauder  entapre- 
chenden  Punkte  F  und  F  anzugebeu 


/,    dm      dm  d8\ 


und  endlich  3)  da^^s  man  in  jedem  Paukte  F  der  Bahocarve  B  die 
Taugoute  herzustoUeu  vermag. 

4.  Wir  antersacben  nnn,  welche  Bediogangen  erfllllt  tein 
mfiflsen,  damit  F*  als  Bertthrongsponkt  einer  FP  constractiv  er- 
mittelt werden  kann.  —  Wir  haben  zu  dem  Bohufo  in  Fig.  2.  wieder 
e'ne  Bahncurve  B  und  eine  Directrix  D  ersichtlich  gemacht,  und 
auf  crsterer  einen  Punkt  /q,  auf  letzterer  den  ihm  eutsproehcnden 
Po-  IJer  Berührungspunkt  F^*  der  F^^P(,,  als  einer  Tangente  der 
Enveloppe  aller  FI\  ergibt  sich  im  Schnittpunkt  der  /', ,  wenn 
-Fi,  Pi  die  zu  /»o?  ■'o  benachliarteu ,  von  ihnen  um  </ru,  >L  ah.n  hen- 
den,  entsprechenden  Punkte  sind.  Nun  bcstimnieu  aber  die  i'uukLe- 
parc  /q)  -^1  ™d  ^ot  ^1  äuf  den  Yerläugeruugcn  tob  cfm,  dt  zwei 
ähnliche  Pnukti'eihen  and  das  Erzeagniss  derselben  berflhrt  offenbar 
FqFq  in  Fq*.  Mit  Benutzung  dieses  Resultates  können  wir  also  die 
Aufgabe  „den  Berabnuigspunkt  einer  Tangente  dw  Enveloppe  aller 
FP  zu  constmiren^  znrtickftthren  auf  die  ,|den  Berührungspunkt 
einer  Tangente  einer  als  Krzeugniss  zweier  ähnlichen  Punktreihen 
gegebeneu  Parabel  zu  ermitteln".  Es  hängt  somit  die  Durchführ- 
barkeit einer  graphischen  Lüsuug  unserer  Aufgabe  davon  ab,  dass 
die  beiden  Reihen  für  jede  Lage  von  F  und  F  construirt  werden 
können.  Dies  erlordert  die  Erfüllung  folgender  Bedingungen:  1)  Es 
müssen  ihre  Träger,  d.  s.  die  Taugenten  in  F  und  P,  constractiv 

sein,  und  2)  es  muss  wieder  das  Verb&ltmss  ^  der  gleichzeitigen 

Geschwindigkeiten  der  Punkte  F  und  ab  das  Yerhältniss  ent- 
sprechender Strecken  der  F'  und  der  i^B^e,  allgemein  angegeben 
werden  können  —  Anf  eine  Darlegung  der  Einzelheiten  der  nötigen 
Gonstructionen  brauchen  wir  nicht  einzugehen.  Wir  erwähnen  blos, 
dass  man  am  zweckniässigsten  die  dem  Schnittpunkte  X  der  beiden 
Träger  entsprechenden  Punkte  ^  und  FI  der  F-  und  P-Keihe  be- 
nutzen wird,  wenn  sie  samt  X  auf  der  Zeichonflächo  m  lif-gen  kom- 
men. Im  andern  Falle  wird  man  sich  noch  zwei  i'angcnten  der 
Parabel  verschaffen  uud  den  Satz  von  Briauchou  in  Anwendung  bringen. 

5.  In  dem  Art  sei  es  uns  gestattet  einige  einfache  Fälle  her- 
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Torzuhebon,  ia  welchen  sofort  zu  erkenaeu  ist,  dass  die  Bedingung 
betreffend  t~  erfallt  wird. 

a)  Bahncnnre  B  und  Directrix  D  sind  ähnliche  Conren.  Zu- 
geordnete  Punkte  F  nnd  P  sind  homologe  Punkte,      ist  dann  con- 

stant  und  zwar  gleich  dem  Verbältnisa  homologer  Sehnen  der  B 
und  D.   Sind  beido  Curveu  cougrueut,  so  haben  wir  • 


Wir  kflnnen  in  diesem  SpeeialfiiUe  unter  dar  «eiteren  besehränken- 
den  Yoranssetznng,  dass  B  und  D  ein-  oder  mehrfache  Symmetrie 
aufweisen,  sogar  Bahncurre  und  Directrix  coincidiren  lassen  nnd 
erhalten  bei  einfacher 'Symmetrie  hlos  eine  Terallg.  pos.  Fnsspnnkt- 
cnrve,  die  als  Ort  der  Projectionen  aller  Punkte  der  gegebenen 
Cnrve  auf  die  Tangenten  der  symmetrisch  gelegenen  defioirt  werden 
kann.  Die  verallg.  neg.  Fusspiinktcurve  degenerirt  nämlich  in  dem 
Falle  in  ein  ParallelstrahlenhnsrhPl.  —  Bei  mehrfacher  (n-facher) 
Symmetrie  ergeben  sich  hingegen  zwei  Gruppen  verallg.  pos,  Fuss- 
punktcurven  und  eine  Gruppe  verallg.  neg.  Fusspunktcurveu  und 
zwar  enthält  die  erste  Gruppe  der  verallg.  pos.  Fusspunktcurven  n 


kommen  wie  bei  ein&ch«r  Symmetrie,  während  die  zweite  Gruppe, 
die  dadurch  eharakterislrt  wird,  dass  F  und  P  sich  hinter  einander 
bewegen  und  «war  so,  dass  ihre  Entfernung  auf  der  Bahncurre  ge- 

m 

messen  stets  constant  =  -  Teile  deren  Peripherie  beträgt  (w  und  n 

n 

ganz),imFalle,da8B*i  ungerade  ist  aus  (n— l)Carven  besteht,  von  denen 
je  zwei  congment  sind,  ist  aber  n  gerade,  so  haben  wir  |  von  ein- 
ander verscliicdcue  Curven,  woranter  sich  als  bemerkenswerteste 
diejenige  beiludet,  welche  als  Ort  der  Projectiouen  aller  Punkte  der 
gegebenen  Gurre  auf  die  Tangenten  fn  den  diametral  gegcnttber 
liegenden  erscheint')*^  Weit  ehifischere  Beziehungen  walten  hier  ob 


1)  TOr  die  Eliipie  iit  dies  die  Ke^ofl*sche  Currt.  8.  Mathesis,  VI,  16: 
,Le  liea  dei  projcctione  d'nn  ellipse  sor  U  tangente  men^e  •«  point  dianiif- 
tralenent  oppos^."  In  dieieoi  Falle  wird 


dm 


<Im  .  ,      dm  , 

X  ^  Q  —  sinv     ^,  da  ^     1    und  v  — 


2 
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bezüglich  der  vcrallg.  negat.  Fusspunktcarven.  Die  einzige  Gruppe 
derselben,  dio  vorhanden  ist,  setzt  eine  Bewegung  der  Punkte  F 
nnd  P  voraus,  die  identisch  ist  mit  der  bei  der  zweiten  Gruppe  der 
verallg.  pos.  Fusspunktcurven  augcuominenen. 

KuD  ist  aber  die  EnTeloppe  aller  FP  unter  dieser  Yorani- 
Setzung  stets  mit  der  ersten  ncg.  Fusspunktcurvc  der  gegebenen 
Curve  ähnlich,  da  deren  (der  Enveloppe)  erste  pos.  Fusspunktcurve 
bezügl.  des  Ceutrums  (f  mit  der  gegebenen  Curve  ähnlich  ist,  welch* 
letzteres  Moment  sehr  leiclit  nachzuweisen  ist,  weuu  mau  bemerkt, 
dass  die  Winkel  FOr  alle  unter  ciuuudcr  gleich  sind.  Ebenso 
Idcht  ist  auch  der  Kachweis  herzustellen,  dass  diese  £nveloppen 
des  weiteren  mit  de&  verallg.  neg.  Fusspuuktcarren  fthnUch  sind. 
Uitbin  können  wir  sagen:  „Alle  verallg.  n^.  Fnupnnktcnrvea  sind 
im  vorliegendem  Falle  mit  der  ersten  negat.  Fusspunktcurve  der 
gegebenen  Cnrve  bezQglich  O  ähnlich^^ 

Wir  gehen  nnn  zn  einem  andern  Falle  aber: 

b)  Babncnrve  B  nnd  Directrlz  D  sind  Kreise.  Die  Funkte 
JP  nnd  P  bewegen  sich  auf  deren  Peripherien  mit  gegebenen  Ge- 
schwindigkeiten gleichförmig  fort  In  dem  Falle  sind  offenbar  alle 
Bedingungen  erfiOUt,  insbesondere  ist 

dm  ry 

wenn  r  den  Radius  von  H,  H  den  Radios  von  i>,  y  die  unveränder- 
liche Winkelgeschwindigkeit  von  F  und  endlich  F  die  unveränder- 
liche Winkelgeschwindigkeit  von  P  bedeutet    Man  sieht,  dass  der 

Quotient  j,  entscheidet,  ob  die  auftretenden  veraUg.  Fnsspanktcnrven 

wie  auch  die  Enveloppen  der  FP(FP*)  algebraisch  oder  traascendent 
werden,  auch  wird  man  leicht  bemerken,  dass  der  spedelle  Fall 


zu  subsumiren  ist  unter  a).  —  Es  bietet  aber  gerade  dieser  letztere 
Fall  bezüglich  der  Einhallenden  der  FP  eiu  bemerkenswertes  Re- 
sultat, wenn  wir  noch  die  Beschränkung  einführen,  dass  B  und  X> 


ist.  Mit  liücksicht  hteravif  ergibt  sich  der  Satz:  „Beschreibt  raan  Ober  der 
Verbinüungsstrecke  eines  Punktes  A  einer  Ellipse  mit  tlcm  Krümtaungstuittel- 
pnnkt  det.diMTMtrftl  gegenfiber  liegenden  al>  DarchniMMr  «ineti  Kreta,  m»  be- 
rfthrt  dlcMr  die  Keelhoftehe  Canre  hi  dem  A  eateprechenden  Pankte*. 
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concentrlsch  liegen.  (Selbstverständlich  müssen  die  Bewegungen  von 
F  und  F  biei  im  cutgegengesetzeu  Siüue  erfolgen).  Wir  erlauben 
uns  die  nötigen  analytischen  Entwickelungen ,  welche  die  Natur 
dieser  Enveloppe  erkennett  lassen  werden,  hier  ansoftthren: 

Wir  verlegen  den  Anfangspunkt  nn<?pre8  rechtwinkligen  Coor- 
dmatensysteiiies  m  den  gemeiusamea  Mittelpunkt  der  Kreise  B  and 
D  and  leiten  von  den  Lagen 

die  angedenteta  Bewegung  dergestalt  ein,  dass  gleichzeitige  Lagen 
TOB  F  nnd  P  die  Coordinaten  haben: 

rCOS  <P  \  p  35  =  COS      \  p 

y  =  r sin     )    '  y  =»  —  R&iüg)  ) 

Als  Gleichung  der  Yerbindungsgeraden  von  F  und  P  erhalten  wir 
dann: 

y-~r^m(p  {R-\-r)  sin  (p 

st  —  r  cOB<p  (Ä  -  r)  COS  9 

oder  nach  gehöriger  Beduction: 

I)  (i?+r).r8inqp4-('R"~  Oy^^sy  —  ÄrsinSg» 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  9  ergibt  sich; 

II)  (/2+r)«0O8g9  —  {Jl—r)ytiiktp  2Bret>62<p 

Auh  diesen  beiden  Gleichungen  bestimmen  sich  leicht  die  Werte 
von  X  und  i/y  der  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der  FP: 

2Rr  2Rv 
lü)         X  =         coö  9^        y  —  sing»» 

Durch  Elimination  von  9  aus  den  beiden  Gleichungen  III)  erhalten 
wir  dann  die  Gleichung  unserer  Euveloppe: 

\i2_|-r/  \R—rJ 
welche  dieselbe  als  die  Evolute  der  Ellipse 


zu  erkennen  gibt.  —  Mit  Kücksicht  anf  dieses  Ergebnis»  könnte 
mau  zu  einer  Cousiructiou  der  Krttnimung6kreise  lUr  Punkte  einer 


der  Fusspunktcmv^ 
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£llip8e  gelangen  —  Wir  geben  hierauf  nicht  ein,  sondom  wenden 
uns  sogleich  der  ünteranchnug  dnes  weiteren  Specialfalles  zu «  der 
dadurch  gekcnnzeicliuct  ist,  dass  B  und  D  coincidiren.  In  dem  Falle 
werden  die  Einhüllenden  der  FP  congruent  mit  den  verallg.  neg. 
Fusspunktcurvcn.  Der  Beweis  hiefür  kann  auf  folgende  Art  gegeben 
werden:  In  den  Fig.  3  sind  durchgehende  zwei  entspreduMide  Lagen 
der  Ff  F  schlechtweg  mit  F,  J'  bezeichnet  und  mit  F'  der  zu  F 
diametral  gegenüberliigtnide  Punkt,  so  dass  FT  die  der  Tangente 
FJ^  der  Euvcloppe  zugeordnete  der  verallg.  neg.  Fussdunktcurve 
wird.  Femer  hat  man  X  ala  als  jenen  Punkt  ansusehcn,  iu  welchen 
die  Anfangslagen  Fq,  Fq  vereinigt  sind.  Demüacb  kann  man  fttr  das 
YerhAltniss  der  Winkel  FOX  «  7,  POX  «  ^  setzen: 


"Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe  einen  Punkt  X'  auf  dorn  Kreise 
derart  zu  bestimmen,  dass  das  Yerhältuiss  der  Winkel  F'OX—  (p\ 

POX'  »  ^' :  ^  auch  gleich  k  wird.  Es  ist  leicht  abzusehen ,  zu 

welchem  Zwecke  dies  geschieht.  Stellt  sich  näinüeh  heraus,  dass 
der  für  Winkel  X'OX=  C  sich  ergebende  Wert  blos  von  ^•  abhangig 
ist,  dann  kann  die  Enveloppe  der  F'P  analog  zu  Stande  gebracht 
werden,  wie  die  der  FP  und  ist  folglich  mit  derselben  congruent, 
w.  z.  b.  w.  Dies  ist  aber  tatsächlich  der  Fall,  denn  man  findet  far 


1)  In  Ilt  rin  Dr.  K.  SL-hwciing'H  Srlirift:  „Theorie  und  Anwendungen  der 
Liniencoordinaten  etc.  Leipzig  1884-'.  biliiKict  sicli  nnf  S.  77,  Art.  94 
eine  annlytiöchc  üntujbuchung  der  „Envcloppcn  aller  FP",  wenn  J>  nud  D 


conceotriRche  Kreise  sind,  fftr  den  aUgemeincn  Fall  (t  beliebig  V  welche  dos 


bemeAenswerte  Besiiltat  liefert,  daM  deren  Brennpaakte  aeqaldistant  Auf  einem 
mit  B  und  D  concentriBcben  Kreise  gclai^ort  sind.   Es  wird  dann  auch  der 

Fall  in  Betracht  gezogen,  dass  dip  hoidfii  Kreise  zusammen  fallen,  und  mit 
Zuhilfenahme  des  Imnginftrcn  sagar  eine  allgemeine  Gleichung  dieser  Enveloppe 
hergestellt,  ohne  dass  gesagt  wird,  dass  dieselben  mit  den  C} kleiden  identisch 
sind.    Wir  werden  dies  weiter  nntcn  nachweisen. 

Arcb.  d.  Uath.  a.  Fhys.  2.  Reih«,  T.  VIU.  IS 


I  -  j.-*(con8t) 


gleichgerichtete  Bewegung  der  Punkte  F,  Pi 
wenn  7  —  *  <  1,  (Fig.  3a):  4 


I  -  i  >  1,  (Fig.  3b): 
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2k  — 3 


wenn  ^-*<1,  (Fig.  3c): 


^-fc>l,  (Fig.  3d): 


Die  Ableitung  des  einen  oder  des  anderen  dieser  Ausdrücke  geht 
sehr  einfach  tou  Statten.  Es  sei  uns  gestattet  die  vcitstftndige 
Rechnung  blos  fttr  Fig.  3a  hier  anzufahren.  Wir  entnehmen  dieser 
Fig.: 

^' sss  n — q> — ^' ^  2n  —    —  $ 
daher  erhftlt  man  ftlr  ^,  •=  7  —  * 


Ebenso  ergeben  »ch  die  Werte  von  $  fflr  die  anderen  Fälle.  — 
Wir  stieben  aus  diesen  Resultaten  vorläufig  Iceine  Consequcnzeo, 
sondern  untersuchen  jetzt,  mit  was  für  Curven  wir  es  eigentlich  zu 
tun  haben. 

Nehmen  wir  an,  in  den  Fig.  3  bedeute  OZ  die  pos.  Richtung 
der  Abscissenaxe  und  es  sei  ^     q^t  wobei  p  stets  pos., 

q  aber  pos.  oder  neg.  sein  mag,  so  haben  wir: 


und  hieraus  ^: 


y  —   sin  jid'      sin  j)9  —  siu  qi) 
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Biege  Gleichung  nach     differcutürt  gibt: 

II)      ,.Ui«±i*_,oo.^*  =  ,P_?si„P-ll?* 

also  bekommen  wir  für  die  Coordinaten  de«  Berahrangapanktes  FF 
die  Werte: 

  pC08g^-|-gC08 

m)  ~* 

£8  8eieii  nanj»  and  g  po8.,  p>g.  Setzen  wir  in  den  Gl.  III): 
^-♦-Ä+r,   -  _|.,^  al80  p*^  ^«1 

dann  erhalten  wir 


i2+r 

«—  (Ä-j-r)cosa)-}-«*COS — ^ 


'•I 


llia) 

R-\-r  i 
y     (ü-f-r)  8111  w-f-r  sin  — ~  e»  \ 

d.  9.  die  Gleichungen  cimr  Kpicykloide,  welche  durch  Wälzung  des 
Kreises  mit  dein  Radius  r  aui  dem  mit  dem  Radius  Ii  zu  Slaude 
kommt.  —  Dieaelbeu  Gleichuogen  bfttten  wir  gefunden,  weun  q'^p 
angenommen  worden  wäre,  and  wir 

8ubsütuirt  hfttten.  —  Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  weun  q 
negativ  vorausgesetzt  wird;  die  Gl.  III)  kOnnen  dann  geschrieben 
werden: 

p  cos  cß''—q  COS  0^ 

X  =>  Q  

lU') 

—  üsing^  — gsiuü^ 
und,  wenn  nun  gesetzt  wird  (p  >  9): 
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p  — q  ^  P  -'9.  »* 

dann  ergeben  sieb  die  Ausdrücke: 

Ä—  r 

9  IM      (i2  —  r)C08Ci) — rCOS  <ö  i 

lila)  *"  > 

y  «.  — (i2— r)8in«0— rsin — ^»  i 

welche  erkennen  lassen,  dass  wir  eine  Hypocykloido  vorliogen  liaben, 
die  durch  Walzung  eines  Kreises  vom  Radius  r  auf  einem  Kreise 
vom  Radius  Ii  entstehen  kann  —  Dass  das  Resultat  einer  ana- 
logen Substitution  fQr  den  Fall  p  <,q,  wieder  Gleichungen  einer 
Hypocykloide  gibt,  ist  vomnsEueeben;  wir  branclien  wol  auf  das 
NMiere  nicbt  mehr  eingeben. 

Interessant  wäre  es  zu  erfahren,  ob  nicht  unter  Umständen  die 
Euveloppc  der  /7'  mit  der  verallg.  neg.  Fusspunktcurve  zur  Coin- 
cidenz  kummt.  Uai  hierüber  Äufschluss  zu  bckummcu,  müssen  wir 
die  Werte  für  heranziehen.  Es  wird  dies  offenbar  dann  eintreten, 
wenn  die  Oleicbang  _ 

erfüllt  ist,  unter  q>  den  Winkel  FOX  verstanden,  unter  F  einen 

Fankt  der  mit  dem  ihm  entsprechenden  P  in  X'  zusammenfällt,  und 

endlich  unter  m  eine  ganze  Zahl.  —  Die  dies  bezüglichen  Untersuch- 
ungen müssen  für  die  durch  die  vier  Fig.  3  vcranschaulicbton  Fälle 
für  die  ersten  zwei  für  jeden  separat  und  können  für  die  übrigen 
zwei  für  beide  zugleich  durchgeführt  werden. 

(Fig.  3a).  In  dem  Falle  {findet  zwischen  ^  nnd*^  (W.  POX) 
die  Beziehung  statt:         _  _ 

(fi  ganz),  woraus  folgt,  da 


1)  Wir  hüten  anch  setzen  können: 

p — p — q  '  r 

{2r'  —  R  i)) 

und  würden  dann  allerdings  ein  andiMcs  (iloichungssystera  III'u)  bekommen 
hüben.  Dasselbe  hätte  aber  nichtsdestoweniger  dieselbe  H^'pocykluidc  deiinirt, 
da  ja  r-|-r'  =B  ist. 
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—  2njfe 

Dieser  Wert,  sowie  der  fflr  | 


eingeführt  in 

gibt: 

hieraus: 


2iii-       .    1  —  2A; 


»  mm  2U» 


p  2m  —  1 


eine  Grösse,  die  tatsächlich  fttr  ganszahlige  m  nnd  n  stets  hleiiier 

als  1  bleibt.   Man  siebt,  dass  das  Verbältniss  -  gleich  dem  einer 

kleineren  ungeraden  zu  einer  grösseren  geraden  Zahl  sein  mass, 
and  dass  fernerf,  da  man  findet 

Ä*"2»  — 1 

das  Verbältniss  des  fiadius  des  rollenden  Kreises  znm  Radius  des 
Grundkroisos  der  entsprechenden  Epicykloide  gleich  dem  zweier  un- 
gerader Zahlen  ist.  (Beispiel:  1,  g  «  2}  i»  «  1,  n  =  l,  ^'«»O} 
Kardioide). 

(Fig.  3b).  Hier  ist 

also 


und 


-  2nk 


-  .  >       2Hi-       ,  2*  -3 
woraus  folgt 

welcher  Ausdrock  auch  keinen  Widerspruch  birgt,  daher  kann  m 
dem  Falle  die  fragliche  Coiucidenz  gleichfalls  stattfinden,  nnd  zwar 

geschieht  dies  dann,  wenn  das  Verhftttniss  ^  gleich  ist  dem  einer 

grösseren  ungeraden  zn  einer  Ideineren  geraden  Zahl,  und  die  Epi- 
cykloiden  die  hier  anftreten  sind  dadurch  charakterisirt,  dass  das 
Yerhältniss  des  Badius  des  zollenden  m  dem  des  festen  Birgel 
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gleich  sein  muss  dem  einer  geraden  zu  einer  nngoradea  Zahl,  denn 
man  bekommt 

r  _  2(m.  -»  — 1) 
B  ~     2»— 1 

(I'ig.  3c,  3d).   Man  hat  in  diesen  beiden  Fällen: 

demnach  renütirt  Hr  9 
und  somit  irird: 
und  - 

p       2»»  — 1^      JZ  —  r  r' 
2(u— 7»)  "°     r        JR  -  r' 

ein  Ausdrack,  welcher  sowol  grdsserc,  wie  auch  kleinere  Werte  als 
1  annehmen  kann.    Es  ist  also  die  Goineidonz  in  beiden  Fällen 

möglich  und  zwar  dann ,  wenn  das  Verhftitniss  ^  gleich  kommt  dem 

Vcrhältuiss  ciuer  uugüradeu  zu  einer  geraden  Zahl.  Bezüglich  der 
Art  der  II}  poeykloiden  ist  liier  auch  eine  Beschrankung  zu  verzeich- 
nen, deuu  muu  findet: 

I^J'IZ.^  „  2m  — 1 

2»— 1*    iJ*~2»— 1 

mithin  sind  diejenigen  ansgeschlossen,  bei  welchen  das  Yerhtltniss 
des  Radios  des  rollenden  znm  Radius  des  stabilen  Kreises  gleich 
kommt  dem  einer  ungeraden  zu  einer  geraden  Zahl,  was  flbrigeos 

schon  aus  dem  Ausdruck  für  -  ersichtlich  ist. 

üie  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  berücksichtigend ,  kOnnen 
wir  nngez Wangen  zu  folgenden  beiden,  die  hier  aufgetretenen ,  spe- 
ciellen  Oykloiden  betrelFenden  S&tzen  gelangen: 

„Ein  Teil  des  geomctr.  Ortes  aller  Schnittpunkte  von  zu  ein- 
ander senkrechten  Tangenten  an  eine  dieser  Qykloiden  ist  deren  In* 
bez.  Umkreis'*. 

„Jede  dieser  Epi-  oder  HypOf^Uoiden  ist  die  Enveloppe  yon  mit 
ihr  conoentr.  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  deren  Hauptaze  constant  = 
dem  Durchmesser  des  Um-  oder  Inkrdsos  derselben  und  deren  ein 
Brennpunkt  die  Gykloide  dnrchl&uft**. 
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Ilicrmit  wollen  wir  mit  dorn  sehr  dankbarcu  Fall  b)  abscbliusseu 
und  nur  noeb  kurz  eines  weiteren  gedenken: 

c)  Bahncurvc  B  und  Dircctrix  D  siud  ähnliche  ein-  oder  mehr- 
fach scliicf-symnictrisclic  Curvcn  (klinogr.  oder  axunometr.  Projectio- 
ueu  orthogoual  symmetr.  Curven).  Fund  /'  sind  zugeordnete  Punkte, 
wenn  der  bozUglich  einer  bestimmten  Synimetralo  symmetrisch  zu  F 
gelegene  Punkt  F'  dem  Punkt  F  homolog  ist.   Für  das  Verbaitniss 

dm      dm  dm' 
dt      dm*  '  dt 

WO  dm'  das  Bogenelement  bei  F*  bedeatet»  erludten  wir 

dfn  FT* 

di^FT-'^ 

wenn  wir  mit  2'  den  auf  der  entsprechenden  Symmetralo  gelegenen 
Schnit'punkt  der  Taugenten  in  und  F'  an  die  B  bezeichnen  und 
unter  1:  das  Verhältniss  homologer  Sehnen  der  B  und  D  vorstehen 
wollen.  Um  alle  Fälle  zu  erschöpfen ,  müssen  wir  die  Zuordnung 
aber  noch  alli^emoiner  gestalten  Wir  müssen  nämlich  zwei  Sym- 
metralen  .s-j,  *2  herausgreifen  und  zu  einem  augenommcncu  Punkt  F 
den  boztigUch  «,  symmetrischen  i",  und  zu  Uit suui  den  bezüglich  *j 
symmetrisclien  ermitteln.  Zuletzt  zu  F%  den  homologen  Punkt  P 
der  />.  Wenn  wir  dann  bezeichnen  mit  7,  7]  die  beziehungsweise 
auf  «I ,     gelegenen  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  F  und  Fi,  Fj 

.   ,         .    ^  dm 

und  Fj,  so  haben  wir  mi  ^* 

^  ^  rfmi  </mg  FT  F\7j 
dt  ^  dmi'dm^'  d»  "  F^T'  F^T^ 

unter  fim^ ,  iinii,  die  Bogenelemente  in  F^,  Ff  verstanden  und  unter 
k  dasselbe  wie  oben. 

Auch  hier  wird  der  Fall  besonders  hervorzuheben  sein,  dass 
Jb  sss  1  ist,  die  Curven  B  und  D  mithin  congruent  sind,  in  welchem 
Falle  man  noch  weiter  specialisircn  kann,  indem  man  dieselben  ztt' 
sammenfallen  Iftsst.  In's  Detail  geben  wir,  dos  geringen  Interesses 
dieser  Curven  wogen,  aber  nicht  mehr  ein. 

Wien,  im  Januar  1889. 
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Zur  sphäriscbea  Scbleifenlinie. 

Von 

Eduard  Janlscb. 


Herr  Professor  Schiffner  hat  im  5.  Teil  der  zweiten  Boihe  dieses 
Archivs  interessante  Untersuchungen  mitgeteilt  fiber  eine  Garve  — 

die  sphärische  Schleifeiilinio  —  ,  welche  mich  auch  bereits  vor  län- 
gerer 25eit  beschäftigte.  Ich  fand  diese  Curve  ursprünglich  als  Ort 
aller  jener  Punkte  der  (kugelförmigen)  Erdobn  fläche,  deren  geogra- 
phische Länge  gleich  ist  der  geographischen  Breite,  oder  allgemeiner, 
deren  geographische  Länge  uüi  eine  coustaote  Grosso  von  der  geo- 
graphischen Breite  dütcrirt. 

Bezüglich  der  Cnrre  selbst  köunen  wir  nicht  viel  mehr  bemerken, 
wol  aber  werden  wir  im  Folgenden  uns  eingehender  mit  gcometr. 
Gebilden  beschäftigen,  welche  mit  dieser  Scbloifeniinio  in  gewisser 
Beziebnog  stehen. 

Wühlen  wir  die  Erdachse  znr  s-Acbse,  die  £bene  des  Aeqnators 
zur  xff^hene  und  die  Ebene  des  Anfangsmeridians  zur  a»-£beae, 
dann  müssen  wir  einem  Punkte  P,  dessen  geogr.  Lftngo  l  =  der 
geogr.  Breite  ^     —  9  =  i»)  ist,  die  Coordinaten  zuweisen: 

z  es*  rcos^w,       y  =  rBin«C08ti,       3  =  rsint* 

wo  /•  den  Erdradius  bedeutet.  —  Tu  der  citirten  Abhandlang  des 
lierrn  l'rof.  SchitVuer  ist  nuu  unter  anderem  gezeigt,  da5?s  die  ste- 
reogr.  Projoction  der  Schleifenlinie  aus  deren  reellem  Doppclpuukte 
(ic  —  r,  ^  <-=  ö,  «  =  6)  ciuo  gleichseitige  Hyperbel  mit  der  Achse  2r 
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wird.  Hieran  aiikuttpfend  erwähnen  wir,  dass  auch  uoch  für  die 
Projectionsccntra  («  —  0,  ?/  =  0,  ä  =  i  r),  (x —  r,  y""0,  «  «i»  0) 
bekannte  Curven  als  Frojcctionen  auftreten. 

• 

Leiten  wir  zunäclist  die  Gleichung  der  Projection  ans  dem  Gen- 
trum  (j  —  r,  y  0,  2  —  0)  ab.  Wir  finden  als  Gleichungen  der 
VerbindttugBlinie  eines  Correnponktes  P  mit  diesem  Gentmm: 

sin    cos  u   ...     .  «in?'.  ,  . 

Also  sind  für  die  Coordinaien  des  Schnittponktes  n  derselben  mit 
der  y«-Ebene  2a  setzen: 

^  sinttcoSM     ^  sin« 

nnd  mitbin  werden  wir  die  Gleichung  des  Ortes  der  Ü,  das  ist  die 
der  gesncbten  Projection  der  Schleifenlinie ,  erhalten  dnrch  Eliml- 
nation  von  u  ans: 

9  •■<«'•  sin*}* 

4  =  cos«,  —  »•*  7— T  ,r 

Wir  finden  leicht: 

die  Gleichung  einer  Lemuisltate  des  Bernoulli 

Fttr  («  «-  0,  y  0,  «  ^  +r)  als  Projectionsoentnim  bekommen 
wir  dagegen  einei  Strophoide.  Wir  haben  in  dem  Falle  als  Glei- 
chungen der  Verbindungslinie  des  Projectionscentnims  mit  einem 
Gnrvenpnnkte  anzusetzen: 

und  als  Coordinaten  des  Schnittpunktes  i2  desselben  mit  der  «y-£bepe: 

j:     -r  _£25!!*  -1-  sin» cos w 

sin« :i:r    •'-^♦'ikrTTi'  '^"^ 

Für  ^  kann  auch  geschrieben  werden: 

5  -  ±r(8in«±l)  -  r(l±8iii«) 

Hieraus  folgt  für  sinu: 

,  l-r 
siü    —  4-  — ■ — 
r 
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Mit  Berücksichtigung  dieses  Wertes  und  der  Beziehnog  |>»  i^cotu 
resultirt  danii  für  cosu: 


üod  wir  erbalten  endlich  durch  Substitation  in  sin*» -f- cos*»  —  1 

oder  entwickelt: 

(5»-.2r5)(i«-f-^«)+r»|«=:0 

Hierin  den  Factor  |  uuterdtückt  uud  if  isolirt  gibt: 


2r— g 


die  üleichuug  oiiicr  Strophoide,  deren  Doppclpunkt  die  Coordiuaten 
—  r,  ij  •=  0)  und  deren  Asymptote  die  üleichuug  i  «=  2r  bat  *). 

Soviel  woltten  wir  noch  bczQglicb  der  Scbloifcnlinie  selbst  be- 
merken. —  Was  nun  des  weiteren  folgen  wird,  betrifft  einfache 
Schnitt-  nnd  Dnrchdringangscnrven  1)  jenes  Kegels  K,  der  die  Schlei- 
fenlinie  enthält  und  seine  Spitze  im  An&ngspunkt  der  Coordinaten 
hat,  nnd  2)  jener  geraden  Konoide,  die  eine  der  Coordinatenachsen 
zu  Achsen  haben,  nnd  auf  deren  Oberflfiche  diese  Ganre  ebenfsdls  zu 
liegen  kommt 

Gemäss  der  Deüuitiüii  dts  Kegels  K  köonen  wir  eine  beliebige 
Erzeugeude  desselben  darsteüeu  durch  die  Gleichungen: 

ii  — i.tgu,  1|»-^cos« 

Hieraus  folgt  sogleich: 


nnd  wir  haben  daher: 


sin  u  ■» 


1)  Mit  Hilfe  einer  Kintc  der  PlaniploMct),  die  sich  in  je<iem  Atlns  vor- 
findet, kann. man  eich  dicsee,  wie  das  vorhergehende  Heeultat  icicht  veran- 
tch»idichen.  Verbind«!  wir  nimüch  iMitpielcweice  (Mi  d«r  Hanptlcarte)  die 
Piinkte»  deren  geogr.  GoordiDaten  sind.'  (90*  w.  L.,  0"  Br.),  100*  w.  L., 
10  n.  Br.),  . . .  (170«  w.  Ih,  SO»  n.  Br.),  (ISO«  vr.  L.,  »O»  n,  Br.),  (10« 
w.  L.,  SO»  n.  Br.),  .  .  .  (80"  w.  h.,  10«  Er.),  (90«  w.  L.,  0«  Br.),  (100» 
w.  L..  10«  s.  Br,\  .  .  .  etc.,  so  rrhaUcn  wir  eine  Lemniskate,  —  Verbinden 
wir  aber  von  diesen  Fmikien  ,  etwa  die  auf  der  nördl.  Halbkugel  gelegenen, 
in  dem  einen  NcbcnkUrtchen,  welche»  eben  diese  Erdhälfte  in  stereogr.  Poiar- 
projcction  dargestellt,  so  ergibt  sieh  die  Schleife  einer  Strophoide. 
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als  Oleiebuog  dieses  Kogels.  Selbe  gibt  geordnet: 

^*(?*+V)  =  l*?  oder  V* -^HS^-fl*) 
Setzen  wir  liieria  ^  =  d,  so  erhalten  wir: 

die  Gleichung  eines  in  der  Höhe  t  —  ^  znr  zy-Eheüe  parallel  ge- 
führten Schnittes.  Durch  Kinfttbrung  der  Polarcoordinaten  t 
mittels  der  Relatiouou  |  —  QQOBq^i  9  Qwn.^  nimmt  jene  Gleichung 
die  eiufiaclio  Gestalt  an: 

welche  eine  leichte  Coustructiou  einzelner  Punkte  der  Curve  an  die 
Band  gibt  —  Für  7»  0  wird  q  —  cd  und  v  (»siny  =^  so 
dass  die  Geraden    —  ±6  Asymptoten  der  Garve  sind. 

Fttr  9  ^  wird  9  gerade  *  ±.S  nnd  endlich  fllr  9  ^  er- 
gibt sich: 

was  besagt,  dass  die  Curve  im  Ursprung  (der  ein  Doppelpunkt  ist) 
die  OrUiuatcuaxo  berührt.  Wir  fanden,  dass  diese  Curve  identisch 
ist  mit  der  Subtangenten-Ordinaten-Curve  des  leises  =  6*. 

Ist  nämlich  g  —  i'(Sobtang.)  «  —  and  y  —  y  («,  y  ein  Ponkt  des 

Kreises^  so  ergibt  sich  zQnft«^st: 


nnd  nach  Substitution  dieses  Wertes  fftr  »  und  dee  Mr  y(«>  1})  in 

^  ^  4,1 .  «1  oder  » 

als  Gleichung  der  SubtaDgenten-Ordinatencurve  des  obigen  Kreises, 
welche  Gleichung  übereinstimmt  .mit  der  fttr  den  Schnitt  unseres 
Kegels. 

FobreD  vir  In  der  Qleichnng: 
ein  i|  —  a,  so  erhalten  wir: 
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als  aualyt.  Aequivaieut  des  Schnittes  ciurr  in  der  Entfernung  t/=(5 
zur  AS- Ebene  parallel  gelegten  Kbene.  Diese  Sclinittcurve  bat  lu 
Asymptoten:  Die  Achse  der  f  und  die  beiden  Geraden  £  =-  J:  (J. 
Sie  passiii  dio  Achse  der  |  nicht,  folglich  besteht  sie  ans  vier  zu 
den  Coerdinatenachsen  Byuninetrisch  gelegenen,  getrennten  Aesten, 
deren  jeder  diesen  Achsen  die  convexe  Seite  zukehrt.  Suchen  wir 
diejenigen  Punkte,  in  welchen  die  Tangenten  an  die  Gurre  unter 
n 

^  gegen  die  Ox  geneigt  sind.   Verbinden  wir  zu  dem  Zwecke  ihre 

Gleiclmnj»  mit  der  eines  Kreises  um  O  mit  dem  Radius  so  haben 
Avir  nach  Elimiuatioa  von  ^  aus  den  beiden  so  sich  bietenden  Glei- 
chungen: 

d*     ^»(^«-  e« «  3«)  oder  |* — (p»  -  d«)§»     —  d* 

woraus  wir  für  die  Abscisseu  der  diesen  zwei  Curveu  gemeinsamen 

Punkte  gewiuueu: 


Ist 
also 


4 


dann  berührt  der  Kreis  unsere  Curve  in  den  vier  symmetrisch  ge- 
legenen Punkten,  in  welchen  die  Tangenten  die  verlangte  Bigenschaft 
haben,  nnd  wir  bekommen  fflr  deren  Abscisseu: 

nnd  fttr  die  Applicaten: 

Untersuchen  wir  endlich  noch  die  Schnittcurve  einer  zur  yz- 
Ebene  in  der  Entferuuüg  ^  =»  d  parallel  gelegten  Ebene.  Diese 
Curve  bekommt  die  Gleichung; 

-  d»f» 

Derselben  kann  vor  allem  entnommen  werden,  dass  die  Curve  durch 
den  Ursprung  zweimal  hindurchgeht  Um  die  Richtungen  der  beiden 
Tangenten  in  diesem  Doppelpunkte  zu  erfahren,  substitniren  wir 
S'^  Jijnnd  erhalten  so: 

d.  i.  fflr  «  =^0 
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Somit  sind  die  beiden  Tangenten  im  Ursprung  unter  je  45"  l'oc,'oii 
die  Aclisen  der  r]  und  ^  geneifjt  Im  übrigen  bemerkt  man  noch 
leicht,  (lass  die  Curvc  überall  der  Achse  der  die  convexe  Seite 
zuwendet,  und  dass  sie  sicli  ins  Uueudlicho  crstreclct  ohne  Asymp' 
toten  zn  besitzen. 

Nachdem  wir  jetzt  die  einfachsten,  cbcnon  f^chnitte  erledigt 
haben,  möchten  wir  uns  erlauben  complicirtcr*;'  heranzii/ielien :  nilm- 
lich  Schnitte  projicirender  Ebenen,  da  auch  diese  Kalle  einij,H'S  lie- 
merkenswerto  liefern.  Und  zwar  wollen  wir  da  zu^Tst  eine  grund- 
rissprojic.  Ebene  E  wählen,  die  duieh  den  i'unkt  (s='<>i  =0,  C"0) 
geht.  Dieselbe  habe  die  Gleiehniig 

Die  Projection  von  deren  Scbnittcnrve  mit  dem  Kegel  auf  die  Ebene 
g(  wird  dann  gegeben  sein  durch 

Dieser  Gleichung  iiann  sofort  entnoninion  werden,  dass  selbe  Pro- 
jection im  Punkte  i  =  (),  i;  —  ü  einen  l)upi)eli)unkt  hat,  ferner  dass 
diu  i- Achse  Asymptote  ist.  Ditlereulüreu  wir  die  Gleichung,  so  er- 
halten wir: 

also  fttr  t 

Dieser  Ausdruck  Terschwindet,  wenn 

a«U5-%*  +  «"($- W+(§-^)'B+a(i;-a)3}  -  (8) 

Eliminiren  vir  aus  der  soeben  erhaltenen  Bedingungsgleichnng  nnd 
der  Garrengleichung     dann  finden  wir 

oder  naeh  einiger  Beduction 

woraus  sich  endlich  ergibt 

(l+«*)§»-a*di»-a*a*5-f  a«a«  -  0  (5) 
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eine  Gleidiiiiig  in  |,  deren  einzige  reelle  Wnnsel  die  gemeinsame 
Absciflie  des  höchsten  nnd  tieftten  Punktes  unserer  Projecdonsennre 
liefert. 

Elünioiren  wir  aus  (1)  und  (4)  ...      ...  so  erhalten  wir 

Nifih  gebttriger  Znsammensiehong  nnd  Elirzang 

das  ist  die  Gleichung  jener  Corve,  auf  der  die  iiöcbsten  und  tiefsten 
Punkte  aller  jener  Curven  (1)  su  liegen  kommen,  welche  durch 
Variation  von  a,  durch  Drehung  von  »;-=rt(|  — 5)  um  Cl  — 5,  iy  =  0) 
zu  Stando  f?e]>racht  werden.  Wollen  wir  erfahren,  welche  Punkte 
des  Kegels  auf  die  Ebene  der  |f  projicirt  werden  müssen,  um  die  Curve 
(6)  zu  erhalten,  so  können  wir  hierauf  die  Autwort  auf  mehrfache 
Weise  erhalten,  am  einfachsten  dadurch,  dass  wir  in  (4}  an  die 

Steile  von  a  setzen  jziZ'  ^  ergibt  sich  auf  die  Art 

(7) 

eine  Bedingung,  an  welche  die  Ordionten  nnd  Abscissen  jener  Kegel- 
punkte  geknüpft  sind,  —  nichts  andres  als  die  Gleichung  ihres 
Grundrisses,  einer  gewöhnlichen  Cissoide,  deren  Spitze  im  Ursprung 
liegt,  und  deren  Asymptote  die  Gerade  {  — ö  ist.  J)iescs  Ergeb- 
uiss  wird  man  zweckmäüsig  bei  einer  graphischen  Lösuug  der  Auf- 
gabe: die  höchsteu  und  tiefsten  Punkte  unserer  Curve  zu  sui  hi  n  — 
entsprechend  verwerten.  Wir  haltf^n  uns  dabei  nicht  auf,  soudt^iu 
gehen  gleich  daran  die  Kiühtuug  der  Tuugenten  im  Doppclpunkte 
^  0)  zu  ermitteln.  Wir  können  zu  dem  Ende  nach  der 
bekannten  Hegel  fttr  die  Auswertung  der  unbestimmten  Form  | 
Zähler  nnd  Nenner  des  Ausdrucks  (2)  für  ^  diiferentiiren  und  finden 
so,  wenn  wir  gleich  |     d,  t  *"  0  einfahren: 

also 

r-±«  (8) 

Nun  bleibt  uns  noch  die  Frage  nach  den  Asymptoten  zu  erledigen. 
Wir  haben  bereits  die  Achse  der  {;  als  Asymptote  erkaunt.  Um  die 
übrigen  zwei  zu  bestimuieu»  die  zweifellos  vorhanden  sind,  setzen 
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wir  in  der  Curvengleichung  (1)  f  —  und  bekommen ,  wenn  wir 
gleich  auf  der  linken  und  rechten  Seite  durch  dividhron 

--('-l)'['+-('-Ö"] 

nlso  für  I  —  0»   

il-oyi-fa«  (9) 

Snbstituiren  wir  nun 

t— layi+ä»-f-Ä 

80  reanltirt 

=         + diö  -  2.0]        +  «8}  +  «  ^  ö  Cd  -  2;) j 

Dies  anamnltiplfcirt  gibt: 

und  wenn  wir  uns  dnrch  £^  hierin  dnrchgehends  dividirt  denken  uud 
and  hernach  § oo  eingefohrt  voraussetzen,  dann  hat  man 

2Ba  Vi  -f  fl*  —  —  2a«  ^(1 -1-2«*) 

also 

(10, 

80  dass  die  beiden  Asymptoten  die  Gleichung  haben 

Die  Construction  derselben  kann  auf  folgoude  Weise  vorgenommen 
werden:  Man  lege  durch  die  Spitze  des  Kfgels  K  eine  Ebene  e 
parallel  zu  unserer  Schniftcbene  K-,  bestimme,  die  in  s  golegeueu 
Erzeugenden  Ar,,  und  die  längs  derselben  tangirendeu  Ebenen  t^, 
T._,  mit  iiilfo  der  Schleifenliuio  Üio  Schnittlinien  von  r, ,  t.,  mit  E 
geben  dann  bekanntlich  projicirt  die  gesuditon  Asyiaptutcu.  — 
Sollte  der  ireundliche  Leser  versuchen  die  Cun.L  darzustelleu ,  so 

möge  er  da>  2  bis  3  cm  annehmen  und  a  —  Vi     ~  tg«  ss  tg 
In  dem  specielien  Falle  ist  der  aus  Gleichung  <5)  sich  ergebende 

Wert  für  f     2  zugehörigen    «=•  ±^öy^.   Ferner  wird  die 

Gleichung  der  Asymptoten 
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Aus  der  Figur  dieser  Curve  wird  ersichtlich  sein,  dass  zu  einem 
ausgiebigen  posit.  Werte  von  l  zwei  zur  Üi;'  syinmetr.  Wendei)uiikto 
gehören,  was  nicht  nur  für  a  =  v  3,  sondera  allgemein  gilt.  <iie 
Bestimmung  derselben  aber  aut  eine  zu  weitläufige  Rechnung  luhrt, 
80  glauben  wir  hiervon  absehen  zu  dürfen. 

Wir  gehen  dader  gleich  über  zur  Untersuchung  des  Schnittes 
einer  aufrissprojicircndeu  Ebene  E  mit  der  Gleichung  }^  ^  «{5  — 
Die  Gleiehuug  von  dessen  Gniadriss  wird  seio 

Derselben  entnimmt  man,  dass  diese  Projocfionscurve  den  Ursprung 
und  phenso  den  Punkt  (1  =  ö,  tj  =0)  zu  Doppelpunkten  hat,  und 
ferner  auch  noch,  dass  die  f/-Achse  die  Tangente  im  ersteren  Dop- 
pelpunkt ist,  80  dass  in  diesem  Punkte  zwei  Aeste  der  Curve  sich 
berühren.  Um  die  Richtung  der  beiden  Tangenten  im  zweiton  Dop- 
pelpunkt /.u  crlahren ,  können  wir  wie  folgt  vorgehe. 1.  Wir  setzen 
in  (1)  y  —  A(^-~d)  and  bekommen  nach  Üutcrdrtickuug  von  (s— ö)* 

eine  Gleichung,  welche  durch  die  Abscissen  i^,^  der  beiden  noch 
übrigen  Schnittpunkte  der  Geraden  .»/ ~  A(^  —  d)  mit  der  Curve  (1) 
erfüllt  wird.  Soll  aber  diese  Gerado  in  (i'  =  0,  1}  —  0)  tangireu, 
dann  niuss  Gleichung  (2)  für  i:  —  d  bestehen,  was  nur  sein  kann, 
wenn  ^1  —  +  «  ist.  Mithin  sind  die  beiden  Tangenten  in  dem  Dop- 
pelpunkte gegeben  durch 

DÜFerentüren  vir  (1)  nach     so  erhalten  wir 

und  bierans 

-  n  FW   ^  ' 

rf  verscbwindet,  wenn 

ist  Setzen  wir  diesen  Wert  für  (1)  ein,  so  ergibt  sich  eine  Giei- 
chiing  in  |,  deren  einsige,  reelle,  swischen  0  und  +|gelegeneWur- 

zel  die  Abscissc  des  höchsten  und  tiefsten  Punktes  liefert.  Selbe 
Gleichung  lautet: 
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a«S«(g-  i)«  «  a^-d)(2S-i)II«+a«(|-e)(2l-i)] 
ueb  Kflrziing: 

^  Ä)  =  (2fi  ~d)[§«+fl«(£ -  d) (2£  ~  d)J 

oder  a*  isolirt 

oder  endlich  nach  falleudeu  Potenzeu  vou  '4  georduet 

(l+4a*)§9„8a*^S*+6a«^^~a*d9  —  0  (6) 

liehmen  mr  den  Wert  von      aus  (5)  und  setzen  deuselbeu  ein  in 

SO  resaltirt 

Die  Gleichung  des  Ortes  der  huchsten  und  tiefsten  Tutikte  der 
Gruiidrissprojectionen  aller  Schuittcurven,  die  durch  Drchuug  von  E 
um  (5  —  d,  t=  0)  zu  Staude  kommen.  Dieser  Ort  ist  eine  ellip- 
tische Gissoide,  wie  ans  folgendem  hervorgeht  Es  sei  die  Gleichung 
einer  Ellipse 

oder 

in  Polaroocrdinaten 

Q{n*  C08*9-f"  «»*  Sin^g»)  =  2m  n*  COS  <p 

Ziehen  wir  durch  den  Ursprung,  eine  beliebige  Gerade  unter  dem 
Winkel  ^  gegen  die  Polarachse  geneigt,  welche  die  Ellipse  zum 
■zweiten  Mal  in  P  und  die  Gerade  =  2m  in  Q  trifft,  so  hat  der  P 
entsprechende  Paukt  der  elliptischen  Cissoide  die  Polarcoordinaten 

 .  — -2m 

9  und  ff  =  OQ  — *  OP  <=»  Q 

^  ^  cos^  ^ 

Die  Polargleich nng  dieser  Cissoide  wird  sicli  demgemäss  aus  der  für 
die  Ellipse  ergeben,  wenn  wir  hierin  einführen 

2m 


COS  9 

wodurcli  wir  erlialten: 

(2ii»— ffeoB^j(<i'cos^4'"*'üuV) «»  2ffiMi'co8V 
Durch  Wiedereinführung  der  oartes.  Coordtnaten  resaltirt: 

Aich.  d.  M«tb.  tt.  VbjB.  2.  Kaiha.  T.  Yill.  '*  18 
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(2»  •  0  «  2«in»i» 

oder  nach  Isolirang  von  9' : 


Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  (7),  so  finden  wir,  dass  sie  mit 
derselben  identisch  wird,  wenn 

—T  =  0    nnd  2 

also 

«  — 4*     «-4  Vi 

ist.  Aus  diesen  Resultaten  erschon  wir,  dass  unsere  Curve  tatsäch- 
lich eine  Cissoido  ist,  und  zwar  die  einer  Ellipse,  bei  welcher  die 
kleine  Achse  gleiche  Grösse  mit  der  Exceutricitat  hat.  — 

Um  die  Asymptoten  der  Cum  (1)  za  «'Iialten,  setsen  wir  in 
deren  Qleichang 

fl  =  M 

dividiren  beiderseits  durch  ^  und  betiommen 

also  f  ttr  ^  —  00 
woraus  sich  «rgibt 


1)  Wählen  wir  fUr  a  der  B«ihe  mich  Werte,  welehs  bewirken,  dkM 

Vi  4- 4««  =  3,  5,  7,  .  .  . 
wird,  so  ergibt'  lieli  folgendes  Sebema 

yi+4V  =  3}   fl,  —  Ai^  VI    —  a,  «=•  A^A^ 

Vl-{-W  =  ^\   «»=-V20i   A^  =  VA  --a^^A^A.;, 

etc. 

Man  ersieht  bieraus,  dass,  wenn  a  die  Quadratwurzel  ans  einer  Barlong'sdien 
Zahl  ist«  A  =  der  Qnadratwarael  ans  dem  entsprechenden  GUede  der  natftr- 
lichen  Zablenreibe  wird. 
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-  ±  yipr^Tyi^s^  (9) 


Führen  wir  nun  in  (1)  ein 


V  =  ^  Vli- 1-1-  Vl-I-      +  ^ 
dann  haben  wir: 

Dies  teilweise  ausoinltiplicirt  liefert: 
nach  Division  mit 

woraus  für  ^  —  oo  gefunden  wird: 


Ä «  ,    ^.^^^  ö  (10) 

yi+4a«,  yH—i+yi+^a«) 

Mitbin  haben  die  beiden  Asymptoten  die  Gleichung 

L      yi-f4««  J 

Ans  dieser  ersehen  wir,  dass  der  (natttrlich  in  die  Abscissenachse 

falleuUe)  Schnitt  derselben  stets  zwischen  die  Puukte  ^i;  =  *;=0^ 

nnd  (5-  d,  =^  0)  zu  liegen  kommt,  also  in  die  /.weife  Tliilfte  der 
Strecke  von  Ü  0  bis  i-  «=  d,  während,  wie  wir  schon  früher  be- 
merkteu  (was  erst  aus  Gl.  (7)  hervorgeht)  die  Projection  der  höch- 
sten und  tiefsten  Punkte  anf  die  Achse  der  |  im  Gegensätze  hierzu 
stets  iu  der  ersten  Hallte,  zwischen  den  Punkten  (t  —  U,     —  0), 

^1 "  |>  ^^^^  enthalten  ist. 

Das  bisher  Gesagte  genflgt,  um  nns  von  der  Gestalt  der  Curve 
eine  richtige  Vorstellung  zu  bilden.  Es  gilt  diesbezüglich  folgen- 
des:  1)  Die  Punkte  für  die  negat.  J  gehören  einem  Aste  derselben 
an,  der  überall  der  Abscissenachse  die  hohle  Seite  zukehrt,  ferner 
2)  Es  formiren  die  Curvenpunkte  für  die  ^  von  i  =  0  bis  '4  —  5 
eine  Schlinge  und  dann  endlich  3)  £s  wendet  die  Curve  iu  ihrem 

18* 
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weiteren  Verlaufe  anfangs  der  Abscissenachse  die  gewölbte  und 
später  bis  ins  Uneiuliiche  wieder  die  bohle  Seile  zu,  so  dass  in 
dem  letztereu  lieziikc  zwei ,  seibätverständlich  bezüglich  der  Achse 
der  i  symmetrisch  gelegene  Inflexionspankte  auftreten  mttasen.  Die 
Berechntmg  derBelben»  die  aaf  erhebliche  Weitläufigkeiten  fahrt ,  sei 
uns  erlaasen. 


Wir  gelangen  nun  zur  Untersuchung  der  Schnittcurve  einer 
kreozrissprojicirenden  Ebene :  f  =  a(r}  —  6).  Die  Gleichung  der  Pro- 
jection  derselben  auf  die  Ebene  der  lautet 

a'|»(i?-a)«  =  ir«(^«+i,«)  (1) 

Diese  Curvo  enthält  den  Ursprung  als  Doppelpunkt  und  berührt  in 
iü  demselben  sich  selbst  längs  der  Ordinateuachse;  denn  setzt  man 
iu  (1)  tj  —  A^y  80  findet  man  : 

welcher  Ausdruck  für  §  =  0  nur  fttr  il  oo  bestellen  kann.  — 
Isoliren  wir  in  61.  (1)      dann  ergibt  sich: 

eine  zweite  Form  der  Gleichung  der  Projectionsenrve ,  aus  der  xn 
ersehen  ist,  dass  diese  Curve  zwei  zur  ^-Acbse  parallele  Asymptoten 
besitzt,  deren  Gleichungen  sind: 

v=~ii.  fl  =  i45*  (2) 

Man  bemerkt  leicht,  dass  dieselben  zu  beiden  Seiten  der  Abscissen- 
achse zu  liegen  kommen ,  wenn  (ohne  Rttcksicht  auf  das  Zeichen) 
a  <  1  ist,  während  im  Gegen&lle  (a  >  1)  beide  auf  derselben  Seite 
tich  vorfinden.  Endlich  coiucidirt  fär  die  ganz  spedelle  Annahme 
«  =s  ±  1  die  eine  mit  der  unendlich  weiten  Geraden  und  die  andre 
erhalt  die  Gleichung  ti  =  i9.  Untersuchen  wir  nnn,  ob  es  nicht 
auch  scbiefgerichtete  Asymptoten  gibt  Setzen  wir  zu  dem  Ende 
in  (10  4  =3  An,  Wir  erhalten  dann: 


woraus  für    =  qo  hervorgeht: 


A  =  ±  -ri==  .  (3) 
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Hierauf  gesetzt 
gibt: 


nacli  WegschaffnDg  der  l^ehe 

(,«+2Äiiy^l+JI«)[(a«-l)9*-2a*dij4a«d»]  =  i|*(a»— 1) 
Di€i  xam  Teile  reducirt,  gibt  weiten: 

Ä[2ij  y5»^-f  i^][(a«  - 1)1,»-  2aM^-|-a«<J«]-aMV(2i|-a)=0 

und  hieraus  folgt  endlich,  wenn  darch  i|*  dlTidirtnnd  hernach  ipso» 
eingeführt  wird: 

Somit  haben  die  bdden  noch  Obrigen  Asymptoten  die  Oleichong 

oder  auf  eine  andre  Form  gebracht 

ia  =  ±l  y^^-jf^*  (60 


Man  sieht,  dass  dieselben  nur  dann  reell  sind,  wenn  a*"^!  vor- 
ausgesetzt wird,  was  auch  geometrisch  evident  ist.  Ferner  bemerkt 
man ,  dass  ftlr  den  Grenzfall  =  1  dieselben  mit  der  unendlich 
weiten  Geraden  coincidiren.  —  Ans  all  dem,  was  wir  bisher  bezüg- 
lich der  in  Betrachtung  stehenden  Cnrve  gefunden  haben,  erhellt  zur 
GonUge,  dass  die  absolnte  Grösse  von  a  deren  Gestalt  wesentlich 
becinflasst  Es  wird  sich  dies  noch  weiters  bestätigen,  wenn  wir 
nntersnchen,  ob  nicht  ansser  dem  Ursprong  andere  Punkte  existiren, 
in  welchen  die  Tangenten  parallel  zur  i}-Achso  sind.  —  Wir  be- 
stimmen an  dem  Bohnfe 

dfi  * 
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^'  wird  0,  wenn  die  Bcdiugungsglcichang  erfüllt  ist; 

"  ~  (i7-ö}(t;--2(J) 
welche  auch  gcscLricbcu  werden  kann: 

^«(^2_l)_3a2öi2  +  2a265  =  0  (7') 
Diese  Gleichung  gibt  aufgelöst: 

die  Werte  der  Ordinaten  der  von  uns  geflaeklen  PoBkte.  Es  sind 
diese  beiden  Werte  positiv  and  ist  der  kleinere  derselben  bereits 

>  (a  ohne  Zeichen  zu  nehmeu),  woraus  schon  hervorgeht, 

dass  für  <  1  die  zugehörigen  imaginär  werden,  also  in  dem 
Falle  derlei  Punkte  nicht  bestehen.  Das  letztere  gilt  auch  für  a'  =  l; 
hingegen  ergeben  sich,  wenn  >  1,  zwei  zur  7j-Acbsc  symmetr.  für 
den  grösseren  der  Werte  iji,^,  da  sich  von  diesem  leicht  na^weisen 

lässt,  dass  er  nidit  nur  >  ^-jp^i  sondern  auch  >         ist,  wWi* 

ad 

rend  der  ideinere  unter  — t  bleibt  und  daher  zo  keinem  reellen 
Tunkte  fahren  kann*).    Eine  Bestätigung  werden  diese  Ergebnisse 


1)  Di«  Behauptung,  dass  der  UaJaere  d«r  Watte  rji,^  in  dem  gekenu- 

zeichneten  Falle  (a  >  1)  uuter  ■  ^  bleibt,  läset  sich  auf  Xolgende  Art 

beweisen.   Man  actae 

dem  augenscheinlieh  kleioereiD  Werte.   Damit  diese  Annahme  besteht,  musa 

offenbar 

sein,  welcher  Wert  für  a  >  1  stets  positiv  autfällt,  und  daher  ist 

^  ^^^  ^  ^2{i?-  l) 

factisch  <  — -.  —  Auf  ähnliche  Art  lassen  aich  auch  die  anderen  oben 

a — 1 

angeführten  Tatsuehen  verilicircQ. 
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erfaliieu,  wcuu  wir  wieder  den  gewissen  geometrischen  Ort  dnrch 
Elimiiiatioii  von  a  aus  (1')  und  (7)  bestimmen.  Wir  üuden  als 
Gleicbliiig  desselben  ohne  Scbwierigkelt: 

l*Ä  =  iJ«(iJ-2d)  (9) 

Dia  hiednroh  chaiakterisirte  Cnrve  besitzt  nnr  reelle  Punkte  fbr 
posit.  Ordinaten  >  2d;  für  i}  =  2^  ergibt  sich  §  =  0  —  ihr  Scheitel, 
welcher  demnach  vom  ürsprang  weiter  entfernt  ist,  als  der  Foss- 

punkt  der  einen  Asymptote  17  =       ^  Ordinatenacfase.  — 

Um  diojeuige  Curve  des  Kegels  kcuucn  zu  lernen,  dercu  Grundriss 
die  Gleichung  (8)  hat,  verschaffen  wir  uns  die  Gleichung  ihres  KreuZ' 

risses.  Selbe  erhalten  wir,  wenn  wir  in  (5)  für  a . . .  setzen; 
sie  lantet: 

Die  bisherigen  Rosoltate  genflgon  am  die  sypiseben  Formen  der 
unserer  Betrachtung  ontersogenen  Cnrve  genau  festzustellen.  Wir 
heben  Folgendes  hervor: 

1)  Ist  a  <1 1 ,  SO  besteht  dio  Curve  aus  zwei  im  Ursprünge 
längs  der  Achse  der  ^  sich  berührenden  Zweigen,  die  zwei  zur  Achse 
der  S  parallele  und  zu  beiden  Seiten  derselben  gelegene  Asymptoten 
besitzen,  wovon  diejenige,  welche  den  dritten  und  zweiten  Quadranten 
durchquert,  weiter  von  dieser  Aza  absteht,  als  die  andere. 

2)  a  ^  1.  iu  dem  i  ailo  besteht  unsere  Curve  aus  vier  Aesten, 
von  denen  natürlich  je  zwei  bezüglich  der  Achse  der  1}  symmetrisch 
gelegen  sind.  Sie  besitzt  vier  reelle  Asymptoten.  Zwei  hiervon 
sind  parallel  zur  Abscissenaze  und  durchsetzen  bdde  den  ersten  und 
vierten  Quadranten,  die  übrigen  sind  zu  den  Axen  schief  gerichtet. 
Der  gemeinsame  Pankt  der  letzteren  11^  auf  der  negat  ij-Achse. 
Die  beiden  ausschliesslich  im  ersten  und  vierten  Quadranten  gelege- 
nen Aeste  der  Curve  haben  keinen  Goutact  mit  einander.  Sie  schnei- 
den die  Achpon  nicht,  und  von  den  zur  "^-Achsc  parallelen  As.ymp- 
toten  gehurt  ihnen  die  von  die  von  dieser  Axe  weiter  entfernte  an. 
Dagegen  haben  die  zum  grössteu  Teile  im  zweiton  und  dritten  Qua- 
dranten gelegenen  Aeste  mit  den  Coordinatenachsen  den  Ursprung 
gemein,  in  welchem  sie  sich  längs  der  7j-Achse  berühren,  und  haben 
zur  gemeinsamen  Asymptote  (von  den  beiden  zur  4-Achse  parallelen) 
die  derselben  näher  gelegene. 

3)  Für  den  Grenzfall  a  =  l  resnltirt  endlich  eine  Curve,  welche 
ans  zwei  sich  gleichfalls  im  Ursprung  längs  der  Ordinatenachse  be* 
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6iii0r  ini  6fit$ii  mid 

vierten  Quadranten  gelegenen  zur  I-Acbse  piralleleit  Asymptote 
Dftheni  und  andrerseits  parabolisch  ins  Unendliehe  sidi  erstreokea 

Einfiuib  gestaltet  sieb  die  Quadratur  dieser  Onrveo,  deon  man 
bat  ftlr  den  stnschen  einem  Bogen  derselben,  der  Ordinateoadise 
nnd  zwei^  aar  Abadasenacbae  parallelen  Geraden  n  —  nt^  V~nt 
gelegenen  Flächenraom  das  Integral 


welches  mit  iiilt'o  der  bekannten  BeductiouBi'oruiülu  zurückgeführt 
werden  lunn  auf  das  folgende 

f^—=^^^  =  (1  [aresin  <^-W^r 

-  (a»-l)-k[lognat(- 

4-  V^d«— 2a«dij+(a«-l)i|«)  j 


Man  findet  nämlich: 


r 


1)  In  bemerkenswerter  Beaicbung  steht  zu  dieser  Cunre  die  Neirsibe 
(semikubische)  Parab«L  D{««e  «rtebeint  ninlidi  all  Ort  der  HalbirangipuDktA 
der  durch  den  Boppelpnnkt  d«r  ereteren  gehenden  Sehnen,  wie  an«  naeh- 
«teilender  Becbnung  hervorgehen  wird«  —  Et  ici  die  Gl.  einer  aolchen  Sehn« 

Verbinden  wir  dieee  Gleichung  mit  der  der  Cnrre 

=  d(d-2ii) 

BO  ergibt  sich: 

woraus  «wei  Werte  rj-^^^  för  17  folgen,  wdehe  die  Ordinatcn  der  Endpunkte 
jener  Sehne  biotl.    Bedeutet  y  die  Ordinate  und  x  die  Abscitse  des  Halbi- 
rungsponktee,  dann  hat  man 

y  =       +     =  —  »  — 

nnd  mitbin  als  Gleichung  des  Ortes  dieser  Halbiraogspunkt« 
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J  V«M«  —  2a»    —  (1  -  a»j^'J 


woraus  sieb  z.  B.  für  i^^  =  0,  j|,  =  jq:^^  («  <  1)  ei»ibt; 
md  für  fl|  s  ^  s  0 

80  dtts  ÜBT  IK'Si+^S  das  ist  filr  die  giuise  von  deo  Asymptoten 
vnd  der  Com  begrauto  (tob  der  Acbse  der  %  dorductanittoiie) 
Fliehe  residtirt 

Ist  a  1 ,  dauD  erscheiot  bei  Benutzung  der  obigen  Formeln 
das  Integral  für  die  Fläche  &y  in  onbestimmter  Form.  Iq  dem  Falle 
könnte  man  wol  die  Answertnng  nach  den  Regeln  der  Differential- 
leehnimg  Tomehmeii,  weit  einikelier  i«t  aber  die  directe  Behandltmg 

Man  hat,  wenn  a  «•  1  ist: 

yaPd>— 2a«d9-(l-ii^i}>  "  Vd^  Vd^ä^ 

welchea  Integral  dorch  die  Sobstitntioii 

d— 2i]  =  a£> 

ftbeigeht  in  das  folgende: 
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Setzen  wir 

i?i  =  0,   %  =  ^^ 

also 

dann  ergibt  Bloh  die  yon  der  Asymptote,  der  Cnnre  und  der  Achse 
eingeschlossene  Flftche  S^i 

0 

Hiermit  wollen  wir  die  Untersnchnngen  Ober  die  ebenen  Schnitte 
des  Kegels  1'^' =  ^'(H'H-^')  abschlicssen  nnd  ttbergehen  znr  Be- 
trachtung der  Projcctioncu  einiger  DarchdriugnngsCQrron  desselben 
mit  eiDfachcu  Flächen  zweiter  Ordnung.  Wir  fassen  ans  dabei  sehr 
kurz  und  geben  blos  eine  tabellarische  Uebcrsicht,,  welche  der  Reihe 
nach  cnthalteu  wird  die  Projectiousgleichun^'oii  der  Dnrchdriugungs- 
curven  des  Kreiscylindcrs  =        des  liotationsparaboloids 

+  =  der  parab.  Cyiiuder  =  — pt,  1^  =  pij  und  endlich 
des  hyp.  Cyliuders     =  o*. 

l»^Tj^  =  r^i  g<j;t  =  rH**—^*)  oder  in  ParameterdarsteUoDg 

§  =  rooSM,    f  =  rtgw,    ri^j^  =        — oder 
i|f  =  rsintt,   (;  =  rsinutgu 

i»-)-^  =  Pt'  J»V  =  ;  die  hierdurch  charakterisirte  Corre 

ist  identisch  mit  dem  Schnitte  der  Ebene  t  =  p.  Pie 
beiden  übrigen  Projectionen  sind  Curven  dritter  Ord- 
nung 

i}i  SS  Gibt  denselben  Aufriss  wie 

Der  Grundriss  bat  dagen  die  Gleichung: 

i'n'=:p\i'-hn^) 
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4*  =119*:    Bloa  bemerkomwert  der  Grondrin 
eine  Cinoide. 

$t  =  a*:     Audi  hier  jiur  die  GruiidriBscurve  horvorzaheben ,  da 
selbe  ttus  später  wieder  begcguet,  Gleichung: 

Unserm  Frogramme  nach  kommeii  wir  nan  211  den  geraden 
Konoiden,  deren  Leitlinie  die  Scbldfenlinie  and  deren  Adise  eine 
der  Coordinatcnachson  ist  und  zwar  beschrftnicra  wir  tuu  anf  die, 
deren  Achse  die  Achse  der  §  nnd  i  ist. 

Eine  Erzeugende  des  erstercn  hat  die  Gleichungen: 

^">- SS  COS«)  l^tf^rCOS*!» 

somit  besteht  zwischen  den  drei  Coordinaten  eines  Punktes  desselben 
die  sehr  einfiMhe  Beziehung: 

Es  ist  dies  Konoid  also  ciuc  Fläche  blos  diitlor  Ordnnng,  wie  man 
siebt  —  Der  Schnitt  einer  zur  Gruudrissebeue  paralleiou  Ebene 
C  ^  ^  wird  eine  Parabel: 

und  der  Schnitt  einer  aufrissparallelon  Ebene  17  —  ^  wird  die  Dif- 
ferentialcnrve  einer  Parabel: 

Bemerkenswerte  Ergebnisse  liefern  noch  die  Schnitte  von  Ebenen, 
welche  durch  die  1}-  oder  £-Achse  hiudurcbgeheu.  So  erh&lt  mau 
füri;  — n»^: 

die  Gleichung  einer  X^eirscheu  i^arabel^  fttr  1}=:  t»^: 

die  Gleichung  einer  gemeinen  Parabel. 

Ton  weiterem  Interesse  dürfte  es  sein»  dass  die  Dorebdiingangs-» 
curre  des  Kreiskegels 
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mit  dem  Konoide  sich  auf  die  Ebene  der  ij  als  CisBoide  dei 
Diokles  projicirt,  denn  man  erfaftlt  dareh  EJimiiiato  van  (  mm  den 
Gleiciraogeii  des  Kegels  und  des  Konoids: 

oder 

Führt  man  diesen  Wert  von  ij'  in  die  KonüideDgieicliuug  em,  so 
ergibt  sieh: 

*^  r-t 

die  Gl.  des  Anfrisscs  der  Durchdringuiigscnrvo  —  Dorloi  einfache 
Projectionsdcichungt'u ,  wie  die  soeben  crbalteiir,  haben  auch  die 
Durchdnugungen  Q,  C\  der  KegeliC^  ...  $*  —  »2^-1- SS  A',  ...  i|*  = 
^-l'^*.  Man  wird  finden: 


Nun  wollen  wir  die  Projectionsgleiehangen  des  Ortes  der  dem 
Konoide  nnd  dem  Botationsparaboloide  v'+S*  "  p|  gemeinsamen 
PnnkCe  anfstellea.  Wir  erbidten 

als  61.  des  Krouzrisses  einer  Cnrre,  die  uns  hier  schon  wiederholt 
begegnet  ist;  femer  als  Gleicbongen  des  Aaf<-  und  Grundrisses: 


d.  8.  Gleich uugcu,  welche  Curveu  angehören,  die  affin  siud  mit  kurz 
vorher  gefundenen. 

Zum  Beschlüsse  geben  wir  eine  Tabelle  der  Projcctioncn  der 
Durchdringungen  parab.  nnd  hypcrb.  Cylinder.  In  derselben  er- 
scheinen zum  grossen  Teilo  Parabeln  höherer  Ordnung,  nebstdem 
auch  Differentialcurven  solcher  Parabeln. 

$s»?*j,, 
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r-^« 

^-pf: 

•^H  =  a«:  —  aV,       =  ^ 

l£*-«V 
a*       .  0« 

Wir  gelangen  jetzt  zum  «-Konoid.  Die  durch  den  Punkt  {x^  y,  «) 
der  SchleifeDlinie  gebende  Er2engeDd6  desselben  bat  (tie  Oleicbttngen : 

t  =s  »  —  rsintt,      ..  ==    =  tgtt 
'  i  y 

Demgemäss  wird  die  Oleicbang  der  Flftcbe  aemz 
oder 

Schneiden  wir  dieses  Konoid  dnreb  die  Ebenen  nnd  i|  =  ^> 

so  erhalten  wir  als  Gleichungen  der  Schnitte: 

Dieselben  gehen  fbr  ^  =:  r  Aber  in 

rV  =  Wr«H-iJ»)   und  r*  -  J«(|»4.r«) 

welche  Curven  angchöreu,  die  als  Bcrülirungsgrüssenliuicn  der  Kreise 
**H-y^  «  resp.  äc^-|~«*  — erscheinen,  und  zwar  ist  die  erstere 
die  Tangentcn-Ordinaten  («,  z)  Curve  und  die  letztere,  die  nebenbei 
beiiitrkt  identisch  ist  mit  der  Aufrissprojection  der  Durchdringung 
des  Cylinders  mit  dem  Kegel  ^^Ü*  «*=  »st 

die  Tangenten'AbsciBsen-Cnrve,  wie  ans  folgendem  hervorgehen  wird. 
Dieses  Konoid  ist  bereits  Gegenstand  fraherer  Arbeiten  gewesen, 
welche  in  der  Schlnssnote  angeiitthrt  sind. 


Digitized  by  Google 


206  JanUfk:  Zur  9pkan$eh€n  Sehle^tulmk, 

1)  Wir  Laben  für  die  Grosso  der  Tangente  i  im  Paukte  (y,  «)  des 
Kreises  =  »*'  den  Ausdruck: 

M 

t  =  r- 
V 

z 

Setzen  wir  nun  i;  —  r=r-,  li  =  z  und  elimiaireu  wir  hieraus  mit 
Hilfe  von  y*-|-<*  =  r>  y  ud  «,  M  ergibt  lidi  naaditt 

gculduet  =  f*(r* -|- ;/*)  übereinstimmend  mit  der  Gloicliung  der 
übigeu  Schnittcurvo.  Die  Bemerkung  dieser  Identität  führt  uns 
auch  zur  einfachen  Parameterdarstellung  der  Curve.  Mau  bekommt 
leicht 

2)  Für  die  Tangente  t  des  Punktes  («,  «)  am  Kreise 
hat  man  aualog 

t  =r  - 

Mithin  sind  die  Coordiuaten  der  Tangenten-Abscissen-Carve 

und  die  Gleichung  derselben  wird  sein: 

Von  Interesse  sind  weiter  die  Schnitte  der  Ebenen  tssmti  und 
(  =  m|.  —  Per  der  ersteren  dieser  beiden  Ebenen  ist  eine  Ellipse, 
die  sich  anf  die  Grandrissebene  als  Kreis  projicirt: 


und  der  der  letzteren  hat  zum  Qrandriss  wieder  die  wolbelcannte 
Sabtaugeuten-Ordinaten-CurTe 

,2 


des  Kruses 


Nunmehr  führen  wir  noch  einige  Bnrclidringnngacnnren  an.  Zn« 
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nächst  die  des  Kegels  -\- rj*  ss  f*,  Dteselbe  bat  zur  Krewtnn- 
projection  die  beiden  Parabeln 

{•  Ä  ±  ri; 

zom  Aitfrias  die  Onrre 

d.  i,  wie  man  Idcbt  findet,  der  Ereazriss  der  Schleifenlinie  nnd  sam 
Ornndries  die  beiden  Kreise 

Diese  Dnrchdringungscurve  zerfallt  also  in  zwei  bezüglich  der 
Ebene  symmetrisch  gelegene  Raumcurven  vierter  Ordnung  and  zwar 
sind  sie  mit  der  als  Leitlinie  des  Konoids  fungirenden  Schleifenlinia 
congruent.  Bezüglich  ihrer  Lage  ist  zu  bemorkon,  dass  die  beideu 
Doppelpunkte  in  dou  Ursprung  fallen,  und  dass  die  Längssymnictrie- 
ebeuo  beider  die  T^i'-Ebeuc  ist.  —  Von  den  Trojectionen  der  Durch- 
dringungscurvc  des  Kegels  =  4*  sind  hervorzuheben  der 

Qrandriss  nnd  der  Krenzriss.  Ersterer  hat  die  Oleichnn^ 

oder  in  Folarcoordioaten 

nnd  letzterer 

welche  durch  die  Substitution 
flbeiigebt  in 

die  Gleichung  der  Snbtangenten-OnUnaten-Cnrve  dea  Kreiaee 

»•+«'-1 


folglich  ist  jener  Kreuzriss  affin  mit  dieser  Corvo.  Sehrelben  wir 
die  Polargl.  des  Grandrisses  in  der  Form 

rsin.9 

Q  —  r 


rVeosS« 
und  setzen  wir 

r  sin  ^  =  ^x,   rVcos  ^= 

wo  und  beziehungsweise  die  Radien- Vectoren  eines  Kreis-  und 
Lemaiskateopunktes  bedeuten,  dann  haben  wir  dio  Bezieh  uug 
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qX 

Eodlicb  sei  noch  erwähnt,  dass  Grundriss  oud  Kreazriss  der  Dnrch- 
dringnngaennre  des  Kegele  =  9'  die  Gleichongen  ]i»beii: 

f^^^r»)r=T^*  und  r«V  =  J*(2i?»-J^ 

Bezüglich  de^  Kreuzrisses  ist  zn  bemerken,  dass  derselbe  afän  iit 
mit  der  Subtaugenten-Ordinaten-Curvö  der  gleichseitigen  Hyperbel 

Man  findet  nftmlieli  doreh  Eliminstioii  von  «  und  p  ans  dieter  H7- 

pergleichung  und  aus  ^  ss  1'  =ss      t  =  « 

{;«-(^-y=^'  geordaet  W-«=^V 
und  wenn  man  hierin  statt  7  setzt  vV^^  so  erhält  man: 

die  obige  Kreuzrissgleichung.  —  Von  den  Durchdringuagscurven  der 
gewlseen  drei  Rotatimpanboloide  ist  blOB  die  Toa 

bemerkeiiBwert  wegen  ibret  Krenzriaaei  einer  NeO'adien  Parabel  mit 
der  Qleiekang: 

P  ' 

Was  nun  noch  folgt,  iat  eine  Anawahl  yon  ProjectionaglelchQagim 
der  Dnrchdringnngen  einiger  parab.  und  byperb.  CylinderflAchen. 
Die  Reanltate  worden  wieder  in  eine  Tabelle  geordnet 


i*z=ipii:    rH*  =  tHp*'^^'^)  identisch  mit  dem  Schnitt  der  Ebene 
S  =  p:  — r~  der  Kreazriaa. 


♦i*  -»  1>4;     1^  =  1^  (Different.  C.  einer  Parabel) ;  rV' = 

für  =  r  wird  die  Corvo  identiacfa  mit  dem  Schnitt  der 
Ebene  12  = 

s=  pCt  =       d^  Coi^^      bereita  anf  ala  Grond- 

riaa  der  Durchdringongaconre  dea  hyperb*  Oylindera 
U  -  a*  mit  dem  Kegel  ^i*  -  v^+fi*). 
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l^^pi:     Bloss  zu  bemerken  der  Grandriss 

—  eine  Oissoide  des  Dioldes. 

|g  =  a*:      r*§*i^*  =  identisch  mit  dem  Gruudriss  der 

Durchdriugung  des  parab.  Cylioders  17*  =  ""t  dem 
Kegel  =  »?T^*-f  —  Durch  Emiacbheit  der 
Gleichung  bemerkeuewert  der  Kreuzriss 

in  ParameterdarstelluDg 

«  =  -  .  ,   t  =  rsm« 


Bunerkung  sn  Saite  SOS. 
Nlbent  nbcr  diMCt  Konoid,  welche«  smeh  PaIiM  d«n  Nauen  „gerader 
parab.  Cono-Cnnctt«"  trigt,  ftodet  eich  in  T.  LIII.  dieiee  Arehirs  in  einer 
Aibeit  TiH»  Dr.  Hocbbeira  (S.  350  —963),  femer  in  T.  I(  (2.  Reihe): 
Dia  Cano-Cunei  ron  Dr.  C.  Pabst  (S.  281--3J9  «nd  S  337  — nR2)  und 
endlich  in  einer  neueren  Arbeit  ron  H.  Brocard  ia  T.  VI  der  jgMathesi»" 
(S.  126  u.  f.) 

Wieo^  im  Mftn  1889. 


Arcfa.  d.  Mutti,  u.  Phy«.   2,  B«ib«,  T.  Vitt. 
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VIIL 

Ueber  Parabeln  höherer  Ordnung« 

Von 

Himstedt. 


§  1.  Einteilang  der  Parabpln  höherer  Ordnung.  —  Unter  einer 
Parabel  im  allgemeinen  versteht  man  eine  ebene  Corre,  welche  der 
Qleichnng 

(1)  as» 

entspricht.  In  dieser  Gleichung  bedeuten  ar,  y  die  rechtwinkligeu 
Cüordinaten  eines  in  der  Ebeuc  beweglichen  Punktos,  a  eine  con- 
stautc  StrcclvO  und  fn ,  n  zwei  gegebene  rationale  Zahlen  mit  dem- 
selben Vorzeichen.  (Haben  m  und  n  verschiedene  Vorzeichen,  ao 
stellt  obige  Gleichung  eine  Hyperbel  vor),  lieber  die  Zahlen  m  nnd 
n  lassen  sieh  noch  einige  YoraussetKungen  madien ,  weldie  die  AU* 
gemeinheit  der  Untersnchnng  nicht  beeinträchtigen : 

1)  m  und  n  siud  beide  positiv.  Denn  wären  beide  negativ,  so 
könnten  wir  obige  Gleichung  durch  Multiplication  so  umformen,  dass 
die  Exponenten  positiv  würden. 

2)  m  und  n  sind  ganze  Zahlen.  Tenn  wären  sie  Brüche,  so 
könnten  wir  die  Gleichung  (1)  durch  Potenziren  so  umformeu,  dass 
die  Exponenten  dadurch  za  ganzen  Zahlen  wttrdcu. 

S)  m  nnd  «  sind  relative  Primzahlen.  Denn  hätten  aie  dnen 

gemeinschafUichcn  Factor  X,  so  könnten  wir  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichung  (1)  die  Ate  Wurzel  ziehen,  so  dass  die  Exponenten  da- 
durch zu  relativen  Primzahlen  würden.  Daher  ist  mindestens  eine 
der  beiden  Zahlen  m  and  n  ungerade. 
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Ferner  wollen  wir  noch  in  Betreff  der  Constaiiten  a  bemerken, 
dass  dieselbe  stets  als  positiv  vorausgesetzt  werden  kann.  Denn 
wäre  «  <1  0,  so  könnten  wir  bei  derjenigen  Achse,  deren  Coordiuate 
einen  ungeraden  Exponenten  bat,  die  positive  Richtung  mit  der  ne- 
galiveü  vertauscheu,  wodurch  danu  a  ein  positives  Vorzeicbca  er- 
Malte.  — 

Demgemitos  haben  wir  nun  swd  verschiedene  Arten  von  Para- 
beln za  nntorscheiden,  je  nachdem  die  beiden  Exponenten  m  nnd  n 

beide  angerade  sind,  oder  der  eine  gerade  und  der  andere  ungerade. 
Im  letztern  Falle  wollen  wir  danu  stets  den  Exponenten  von  y  als 
gerade  voraussetzen.  Tlfittc  man  umgekehrt  y  einen  ungeraden  ond 
X  einen  geraden  Exponenten,  so  küunten  wir  durcli  VeitaascUca  der 
Achsen  diesen  Fall  auf  den  augeuommoueu  zurücklüiireu. 

Die  Gleichung  der  Parabel  erster  Art  heisst  also 

und  die  der  Parabel  zweiter  Art 

(3)  y2P  =  a<^P-2«-i.a.29+i 

Von  den  Parabeln  der  verschiedenen  Ordnungen  führen  wir 
folgende  an: 

Die  Parabel  erster  Ordnaug,  y  —  x,  ist  eine  Gerade  nnd  gehört 
zn  den-  Parabeln  erster  Art. 

Die  Parabel  /ueitor  i  )niiiung,  ?/- —  ax,  ist  die  bckanuto  Apollo- 
niscfao  Parabel  und  gehört  zu  den  Parabeln  zweiter  Art. 

Der  dritten  Ordnung  entsprechen  zwei  verschiedene  Parabeln, 
nftmlich : 

a*jf  =»  «3   und   ay*  -= 

jene  ist  eiuc  Parabel  erster  Art;  let/.tore  ist  seniikubische  Parabel 
und  gehört  zu  den  Parabeln  zweiter  Art. 

In  die  vierte  Ordnung  gehören  zwei  Parabeln  zweiter  Art,  näm- 
lich : 

^  tarn         und       =  rt'a; 
Die  fünfte  Ordnung  umfasst  vier  verschiedene  Parabeln,  nämlich: 

hiervon  gehören  zwei  zu  den  Parabeln  erster  Art,  die  beiden  andern 
zu  denen  zweiter  Art. 

14» 
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Der  secbsteu  Ordnung  entsprechen  wieder  nur  zwei  Parabeln, 
beide  von  der  zweiten  Art: 

n.  B.  w.  Um  alle  Parabeln  rter  Ordnung  zu  finden,  combiuire  man 
die  Zahl  r  mit  allen  positiveD  ganzen  Zahlen ,  welche  kleiner  ahi  r 
sind  nnd  lasse  diejenigen  (Kombinationen  nnberdcksichtigt,  deren  Ele- 
mente nicht  relative  Zahlen  sind.  Fttr  die  nennte  Ordnung  ergehen 
sich  z.  B.  8  verschiedene  Combinationen:  19,  29,  39,  49,  d9,  69, 
79,  89-,  von  diesen  kommen  die  dritte  und  die  sechste  nicht  in  Be- 
tracht, so  dass  wir  im  Ganzen  6  verschiedene  Parabeln  neunter  Ord* 
Qung  haben,  nämlich: 

Von  diesen  gehören  3  der  ersten  Art  und  die  drei  andern  der  zweiten 
Art  au.  lüeberbaupt  gilt  die  Regel,  dass  sich  unter  den  Parabeln 
einer  ungeraden  Ondnung  stets  gleich  viel  von  jeder  Art  beiluden, 
(den  Fall  r  »  l  ausgenommen),  während  die  Parabeln  gerader  Ord- 
nung nur  solche  der  zweiten  Art  sein  können. 

§  2.  Lage  nnd  Gestalt  der  Curven.  —  Jede  Parabel  besteht 
aus  2  congruenten,  sich  io's  Unendliche  erstreckenden  Zweigen, 
welche  im  Coordinatenanfangspunkte  /»isamnientreffcu.  Sind  die  Ex- 
ponenten m  und  n  beide  ungerade,  ho  sind  die  Conrdinaten  xy  ent- 
weder heide  positiv  oder  beide  negativ,  wie  sich  aus  der  Gleichung 
(2)  ergiebt.  Ilieiaus  fol^^t,  dass  alle  Parabeiu  der  ersten  Art  im 
ersten  und  dritten  Quadranten  gelegen  sind.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall 
bei  der  Parabel  dritter  Ordnung  a'y  ~  dagegen  m  gerade 

und  n  ungerade,  so  ist  die  Abscisse  x  stets  positiv,  denn  fttr  negative 
Abscissen  werden  die  Ordinaten  im^^nair,  wie  sich  aus  der  Glei- 
chung (3)  ergiebt.  Jede^  positiven  Abscisse  entsprechen  alsdann 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Ordinaten.  Hieraus  folgt,  dass  alte  Pa* 
rabeln  zweiter  Art  (wie  z.  B.  die  Apollonische  und  die  semikubische) 
Im  ersten  und  vierten  Quadranten  liegen  und  zwar  symmetrisch  zur 
positiven  «»-Achse. 

Eine  durch  den  Goordinatenanfangspunkt  O  gezogene  Gerade 
p^hB  schneidet  die  Parabel  ausser  im  Punkte  O  noch  in  denjenigen 
Punkten,  flkr  welche 

«-»1  in  —  » 

ist.  Bei  den  Parabeln  erster  Art  ist  die  DilTerenz  m—n  eine  ge* 
rade  Zahl,  folglich  liefern  die  Gleichungen  (4)  zwei  verschiedene 
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Schnittpunkte ,  doren  Coordiiiaten  entgegengesetzt  gleich  sind.  Der 
Coordinatenanfaugspuukt  ist  demnach  Mittelpunkt  der  Parabeln  er- 
ster .Art.   Uebrigens  sind  jene  Schnittpunkte  reell  oder  imaginair, 

je  nachdem  i  ^  0  ist.  Fflr  die  Parabelii  sweiter  Art  ist  die  Diffe- 
renz »  eine  nngorade  Zaiil,  folglich  liefern  die  Oleichnngen  (4)  jetzt 
nur  einen  Schnittpunkt,  nnd  dieser  ist  für  jedee  l  reelL  Die  Par 
rabeln  xweiter  Art  Iiaben  demnach  in  O  keinen  Mittelpnnkt 

Der  (Coordinatenanfaugspuukt  ist  du  vielfacher  Fankt  der  Pa- 
rabel. Ist  m  >  71,  so  ist  O  ein  n-facher  Punkt,  dessen  7t  Tangenten 
sfimtlich  mit  der  2^- Achse  zusammenfallen.  Die  Parabel  kehrt  dann 
der  «-Achse  ihre  concaie  Seite  za,  wie  sich  ans  dem  Vorzeichen 
des  Productes 


crgiebt.  Ist  dagegen  m  <  n  ,  so  ist  O  ein  7rt-fachcr  Punkt,  dessen 
m  Tangcntcu  sämtlich  mit  der  2--Achse  zusammenfalleu.  Die  Parabel 
ist  danu  convex  in  Bezug  auf  die  sc-Acbse. 

Die  Tangente  des  Anfangspunktes  schneidet  die  Parabel  in  »», 
resp  n  zusammenfallenden  Punkten,  je  nachdem  m,  >  n  oder  umgo- 
kuliit.  Folglich  muss  diese  Tangente  bei  allen  Parabelu  erster  Art 
die  Curve  im  Anfangspuukte  durchschneiden,  d.  h.  dieser  Puukt  ibt 
ein  Wendepunkt  der  Cnrre.  Bei  den  Psrabeln  zweiter  Art  haben 
vir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Ist  m>  n,  so  haben  Cnrre  und 
Tangente  (hier  die  y-Achse)  eine  gerade  Anzahl  von  zusammenfoUen- 
den  Punkten,  folglieh  berahren  sich  jene,  ohne  sich  zu  durchschnei« 
den.  Ist  aber  m  •<  n ,  so  so  haben  Gurre  und  Tangente  (jetzt  die 
a;-Ach8e)  eine  ungerade  Anzahl  von  zusammenfallenden  Punkten  und 
durchschneiden  sich  daher  im  Anfangspunkte.  Dieser  ist  jetzt  aber 
kein  Wendepunkt,  sondern  eine  Spitze  der  Curvc.  Wir'könueu 
demnach  die  Parabeln  zweiter  Art  weiter  einteilen  in  solche  mit 
Spitze  und  solche  ohne  Spitze.  Ein  Beispiel  für  den  ersten  Fall 
bietet  die  semikubische  Parabel,  während  die  Apgllonischo  ein  Bei- 
spiel für  den  zweiten  Fall  ist^ 

§3.  Die  Parabel taiigeute.  —  Durch  Differentiation  or- 
giebt  sich  aus  der  Gleichung  der  Parabel 

wenn  wir  mit  a  den  Winkel  bezeichnen,  welchen  die  Tangente  im 
Punkte     mit  der  positiren  Richtung  der  «-Achse  bildet 
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Da  dieser  Quotient  stets  cineu  eudlichen,  von  null  verschiedenen 
Wert  hat,  so  gicbt  es  kclno  im  Eudlichen  gelegene  Tangente,  welche 
senkrecht  zur  «-Achse  steht  oder  mit  ihr  parallel  läuft,  ausgeuojnmon 
jedoch  die  Tangeute  des  Anfangspunktes,  welche»  wie  im  vorigen  $ 
gezeigt  worde,  mit  einer  der  beiden  Coordinatenachsen  zusammen- 
fielt Als  Oleicbong  der  ParabeltangeDte  ergiebt  sich 

(7)  ny l  —  nm^-^- (m  —  H)xy  ^  0 

WO  gl}  die  laufenden  Coordinaten  und  xy  die  Coordinaten  des  Be- 
rttbrangspaiiktes  bedeuten.  Die  Constraction  der  Tangente  geschieht 
am  einfachsten  mit  Hilfe  der  Abschnitte,  welche  dieselbe  auf  den 
Achsen  bildet,  und  für  welche  wir  aus  Gleichung  (7)  die  Werte 

<8)  «  =  —•*.  n — s--» 

erbalten.  Diese  Abschnitte  sind  also  den  Coordinaten  des  Berfih- 
rnngspunktes  proportional  und  können  leicht  construirt  werden,  wenn 
letztere  bekannt  sind.  Für  die  Apollonische  Parabel  ('«  —  2,  n  =  1) 
ergiebt  sich  z.  B.  ^  —  —  af;  v  =  iy  ^i^id  für  die  semikubisciie  {m  =  2, 
n  —  S)  ^  =»  Jx;  7]  ■=  —  ly.  Rückt  der  Beriihrungspuukt  iu  unend- 
liche Ferne,  so  werden  seine  Coordinaten  beide  unendlich  gross, 
folglich  auch  die  beiden  Abschnitte  (8),  d.  h.  die  Parabeln  haben 
keine  Asymptoten.  — 

Für  die  Längen  der  Subtangente  und  Subnormale  ergeben  sich 
ebenfalls  leicht  constrnirbare  Ansdrücke,  n&mlich 

Subtangente  '=^~-^ 
Snbnormale  -=  - 

VI  X 

Die  Subtaugeute  ist  demuach  bei  allen  Parabeln  der  Abscisse  des 
Berührungspunktes  proportional.  In  dem  speoiellen  Falle  der  Apol- 
loniscben  Parabel  iy'^  —  ax)  kommen  wir  auf  die  beiden  bekannten 
Sätze  zurück,  dass  die  Subtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse 
des  Berührungspunktes  ist,  und  dass  die  Subnormale  eine  constante 
Länge  hat  Für  die  semikubische  Parabel  (ay^  =  z^)  haben  wir  die 
beiden  entsprechenden  Sätse:  Pie  Subtangente  ist  der  Abscisse  des 
Berttbrungspnnktes  und  die  Subnormale  dem  Quadrate  dieser  Abscisse 
direct  proportional. 

§  4.  Krümmung  der  Parabeln.  —  Da  bereits  in  §  2.  von 
Ucr  Art  der  Krttmmuug  die  Bede  war,  so  haben  wir  hier  nur  noch 
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die  Krümraungsstärkc  der  Curven  zu  untorsiichcu.  Um  Weitläutig- 
keiteo  za  vermeiden,  wolleu  wir  die  Glcichuog  (1)  darch  das  System 

(9)  «  —  y  — a.i" 

ersetzen,  wo  t  ein  beliebiger  Parameter  ist.  Nacli  bekauuteu  For- 
mdii  erbalten  wir  dann  für  den  Krfimmangsradins  der  Owe 

ojni*  ti^""^^  >-f-n2  <2(n  - 
'  ^     mn  (m  —  »)  f^+w 

oder 

Aus  dieser  Gleichuug  folgt,  tlass  der  Krüinmuugsradius  im  Coordi- 
natenanfangspankte  (t  =  0)  entweder  unendlich  klein  oder  nnendKeh 
gross  ist,  je  nachdem  die  hier  anfirefenden  Exponenten  des  Para- 
meters t  heide  posiÜT  oder  einer  von  ihnen  positiv  und  der  andere 
negativ  {ut  (IKar  Fall,  dass  beide  Exponenten  negativ  sind,  kanh 
oflTenbar  nicht  eintreten).  Wenn  nämlich 

(11)  ^>?>* 

80  sind  beide  Exponenteu  vou  /  positiv,  folglich  o  —  0  für  t  =  0. 
In  diesem  Falle  wächst  der  KrümniuDgsradius  mit  wachsendem  t 
contiiiiiirlich  vou  q  ^  0  bis  p  =  oo.  Dies  tiudet  z.  B.  Statt  bei  der 
ßeini kubischen  Parabel  a^^  —  — 

Ist  dagegen 

(12)  ^>2  oder 

se  iet  von  den  Exponenten  der  Gleichnng  (10)  der  eine  positiv  nnd 
der  andere  negativ,  folglich  ist  jetzt  ^  —  od  f&r  f »  0.  In  diesem 
Falle  nimmt  der  Krammangshalhmesser  mit  wachsendem  t  zunächst 
von  Q  t=:co  bis  zu  einem  gewissen  Minimalwerte  q  =  q*  ab,  um  dann 
wieder  von  q^q'  bis  ^  =00  zn  wachsen.  -  Dieser  Miniroalwert  wird 

gefanden ,  indem  wir  die  Gleichuug     =  0  nach  t  anfltaGD  and  das 

Eesultat 


n  1/1»— 2» 
m  r   Im — f» 


in  die  Gleichung  (10)  substituiren.  Ein  Beispiel  hierfür  bietet  dio 
Parabel  dritter  Ordnung  a*y  —  Der  Krümmungsradius  hat  im 
Anfangspunkte  den  Wert  ^  =  00,  erreicht  seinen  Minimal  wert 
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in  deiDjenigca  Punkte,  welcher  dem  Parameter  <  »  (4Ö}-i  entspricht, 
und  wftcfast  von  da  an  oontimifrlfeli  bis  9=soe>\ 

Die  obigen  Sätze  von  der  Krümmungsstärke  gelten  für  alle  Pa- 
rabeln, mit  alleiniger  Ansuabme  der  Apollonischen,  weiche  dem  Grenz- 

falle  ~  ^  3  ( reflp.  —      i  j  eoipricht  Hier  hat  der  Krflmmnngs- 

raditts  im  Antangapnnkte  einen  endlichen  von  nnll  Terschiedenen 

Wert,  nämlich  Q=^<t  and  witohat  von  da  continnirUch  bis    —  o». 

§5.  Fortsetzung.  —  Ans  dem  vorhergehenden  können  wir 

scliliesscn,  dass  der  Krümmniif>pradiu9  für  einen  Wendepunkt  riebt 
notwendig  unendlich  f^ross  und  für  eine  Spitze  nicht  notwendig  un- 
endlich klein  seiu  muss.  Da  nämlich  der  Wert  des  Krümmungs- 
radius im  Anfangspunkte  nur  von  dem  Werte  des  Verhältnisses 

-  abbftngt  nnd  jener  Punkt  &u  alle  Parabeln  erster  Art  ein  Wende- 
punkt, nnd,  falls  m  <  »,  für  alle  Parabeln  zweiter  Art  eine  Spitze 
ist,  so  kann  es  geschehen,  dass  der  Krflmninngsradins  dnes  Wende- 
punktes anendUcb  klein  und  deijenlge  einer  Spitze  nndendlich  gross 
wird.  Betrachten  irir  s.  B.  die  beiden  Parabdn  erster  Art 

Nach  §  2.  haben  beide  Cnrven  im  Anfangspunkte  einen  Wendepunkt, 
nnd  doch  ist  nach  §  4.  nor  für  die  erste  9=00,  während  Äkr  die 
zweite    ■»  0  ist 

Ferner  haben  die  beiden  Parabeln  zweiter  Art 

ay^  und  a*y*  =  «* 

nach  §  2.  im  Anfangspunkte  eine  Spitze ,  während  nach  f  4.  ^  =  0 
für  die  erste  und  q  —cc  für  die  zweite  wird.  Um  dies  geometrisch 
zu  erklären,  gehen  wir  von  dem  ursprünglichen  BegriÖe  der  Krüm- 
mung aus.  Hiernach  vorsteht  man  unter  der  Krümmung  der  Curve 
ihre  Abweichung  von  dt  r  geradlinigen  Form  und  demgemäss  unter 
der  KrümmuQgsstärke  das  Yerhültniss  der  Winkelgeschwindigkeit 
der  Cnrventangente  zur  Bahngeschwindigkeit  des  die  Curve  erzeugen- 
den Punktes.  Bezeichnen  wir  also  den  Winkel,  welchen  die  Cnrven-* 
tangente  mit  einer  festen  Geraden  (z.  B.  mit  der  o^Aelise)  bildet, 
mit  T,  die  Länge  eines  beliebigen  Cnrvenbogeos  mit  «  nnd  die  Zeit 

dt 

mit  so  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Tangente  =  ^  und  dio 
Bahngeschwindigkeit  =  folglich 
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4« 

0$  '  dt 

wenn  wir  mit  K  die  Krümmangsstärke  der  Carve  bezeichnen.  Nun 
ist  jene  dorn  KrttmmaiigBridias  v  umgekehrt  proportional,  ide  Bidi 
ans  der  Unterancbimg  Aber  die  Krömmung  [eines  Kreises  evglBbt, 
folglieb 

dg  dt 
dt  '  dt 

die  beiden  Quotienten,  die  hier  anftreten,  sind  im  allgemeinen  end- 
liche, von  null  verschiedene  Grössen,  können  jedocLi  auch  beide  gleich- 
zeitig nnendlich  Iclein  w«to»  in  welehem  Falle  9  —  aleo  nnbe- 
stimmt  wird.  Li^en  s.  wie  dies  bei  einen  Wendepunkte  stets 
der  Fall  Ist,  drei  benachbarte  Cnrveoponkte  in  gerader  Linie,  so 
fallen  swel  benachbarte  Tangenten  snsammen,  and  der  Quotient 

dr 

^  hat  dann  den  Wert  null.   Liegen  4  benachbarte  Curvenpunktc  in 

gerader  Linie,  wie  z,  B.  bei  der  Parabel    =  a'«,  so  &Uen  drei 

benachbarte  Tangenten  xosammen  and  es  ist  dann  ebea&Us  ^  ^  0. 

Um  aber  diesen  Fall  von  dem  vorigen  zu  unterscheiden;,  setzen  wir 
fest,  dass  dieser  Quotient  dort  unendlich  klein  von  der  ersten  Ord- 
nung und  hirr  nnendlich  klein  yon  der  zweiten  Ordnosg  wird.  Dies 
eikeanen  wjr  auch  «nf  analytiflchem  Wege,  wenn  wir  in  den  Old- 
cfaungen  ^)  den  Panuneter  t  als  Zeit  aniEusen  nnd  dann  jenen 
Quotienten  berechnen.  Allgem«n  k4)nneii  wir  daher  den  folgenden 
Satz  aufstellen:  Wenn  r  benachbarte  Curvcnpunkte  in  gerader  Linie 
liegen  und  demgemAsi  (r — 1)  benachbarte  Tangenten  snsammeafisUen, 

dt 


■0  ist  der  Quotient  ^  nnendliidi  klein  von  der  (r— 2)ten  Ofdnung. 

dt 

Was  den  Quotienten  ^  anbetrifft,  so  wird  derselbe  nur  dann 

zu  null,  wenn  2  oder  mehrere  Gurvenpunkte  in  einen  einzigen  zu- 
sammenfallen.  Auch  hier  haben  wir  unendlich  kleine  Grössen  vor* 

schiedener  Ordnung  unterscheiden  und  sotzon  hsU  (in  üeberein- 
stiramung  mit  den  auf  analytischem  Wege  sich  ( rgebonden  Resnl- 
saten)  dass  in  dem  Falle,  wo  2,  3,  4  ...  r  üarvenpnnkte  in  einen 

d» 

einzigen  zusammenfallen,  der  Quotient  ^  unendlich  klein  von  der 

ersten,  zweiten,  dritten  ...  (r— l)ten  Ordnung  wird.  —  Dies  vor- 
ausgesetzt, können  wir  nun  den  Erllmmnngsradius  einer  Parabel  im 
Anfangspunkte  O  einÜAch  dadurch  bestimmen,  dass  wir  erstens  unter- 
suchen, wieviel  Punkte  mit  O  in  gerader  Linie  liegen,  und  zweitens. 
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wieviel  Punkte  mit  O  zusammenfallen.  Bp/pichuen  wir  zur  Ab- 
kürzung mit  A  irgend  eiue  endliche,  von  null  vcrschictlpne  Grösse 
nnd  mit  6r  eine  uacndlich  kleine  Groaso  rter  Ordnung,  so  ergiebt 
sicii  Folgeudes: 

Bei  d«r  Parabel  ss  «■  liegen  in  der  Naclibancbaft  von  O 
drei  Funkto  in  gerader  Linie  and  O  ist  ein  einfncher  Pnnkt  Folg- 
Hcli  ist 

nnd  ^  =  A 

mithin 

A  , 
Die  Parabel  aV  —  ^  bat  in  O  einen  dreifscben  Pnnkt,  folglicb 

Ferner  schneidet  die  a--Ach8o  die  Curvo  in  5  Punkten,  so  dass,  da 
O  dreimal  zu  zählen  ist,  im  Ganzen  3  Punkte  in  gerader  Linie 
liegen  i  folglich 

Ä  =  '«    »'"'    »  =  i^=0 

Die  semikubische  Parabel  ay*  —  hat  in  0  einen  Doppelpunkt, 
folglich 

d» 

*  = 

Die  a-'Achse  schneidet  die  Curve  in  3  Punkten,  po  Happ,  da  O  dop- 
pelt 711  Zahlen  ist ,  nicht  mehr  als  2  benachbarte  Curveopaukte  in 
gerader  Liuie  liegen  ^  folglich 

^  =  ^     und    tf  =  2  —  0 

Die  Parabel  =  bat  in  O  ebenfalls  einen  Doppelpunkt, 
■0  dass 

Die  «»Aclise  aebneidet  die  Cnrve  ni  6  Pnnkten,  folglicb  liegen,  da 
O  doppelt  za  Kühlen  ist,  4  derselben  in  gerader  Linie.  Mitbin  ist 

dt     j.        .  dj 
5T  =  d,    und  ^=sy^=» 

Die  Parabel    =      hat  in  o  einen  ein&ehen  Pnnkt ,  folglicb 
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Die  j/-Achse  schneidet  die  Curve  in  4  zuaammeDfiAlIenden  Punkten, 
welche  hier  alt  ebenso  viele  in  gerader  Linie  liegende  Corvenpnnkte 
zn  betrachten  sind.  Folglieh 

^=Äi    lud    ^  =  j^=<» 

U.    B.  W. 

§  6.  Qoadrator  und  Bectificatioii  der  Garreii.  ^  Fflr  die  Fliehe, 
welche  -Ton  der  Parabel,  der  «-Achse  und  einer  beliebten  Ordinate 
begrenzt  wird,  erhalten  wir 


f     »*  m  *» 

f    X  dx^  — g —  .  a 


oder  einfacher 

Die  Parabelüächo  hat  demuach  stets  ein  rationales  Verbaltuiss  zu 
dem  Rechtecke,  welches  die  Grenzordinate  mit  der  entsprechenden 
Absdsse  bihlet  Fttr  die  Apollonische  Parabel  (m  9,  n  ^  1)  er- 
giebt  sich  ans  obiger  Formel  F-^lxy^  für  die  semiknbische  F^s  {^ty. 

Je  nachdem  m  ^  n ,  beträgt  die  Parabelfläche  mehr  oder  weniger 

als  die  Hälfte  jenes  Rechtecks.  Dies  stimmt  mit  dem  Oberein,  was 
in  §  2.  aber  die  KrOmmong  der  Parabeln  gesagt  wurde. 

laicht  80  einfach  ist  die  Bectification  der  Parabeln.  Nach  einer 
bekannten  Formel  erhalten  wir  fOr  den  vom  Anfangsponkte  an  ge- 
rechneten Bogen 

X 

0 

WO  i  SS»  —  zur  Abkttrzang  dient  Um  dieses  Integral  zn  berech- 
nen, führen  wir  eine  nene  Variabele  ein,  indem  wir  setzen 

1 

il— 1 

«  =  a« 

Dadurch  geht  die  Gleichnng  (14)  über  in 
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2-k 

(16)  »^IZZif  yi+Av./""^* 

Pieaes  Intfigiral  kann  in  geBcUostener  Form  ang^peben  werden«  ao- 

2  —  i 

bald  der  Exponent  j^zix  ^®  giuiie  ZaU  ist   Dies  ist  aber  der 

Fall,  wenn 

(16)  l  -  ^ 

ist,  wo  k  eine  beliebige  posidre  oder  n^tive  ganae  Zabl  bedeutet. 
(Nor  der  Wert  h  ^  — 1  maas  auageseblosaen  werden,  denn  in  diesem 
Falle  wird  A  «>  0,  was  nnmögUeh  ist).  Die  Ree^cation  der  Parap 
beln  ist  also  durch  Potenzon,  Logarithmen  und  Ereiabögon  unr  dann 
ausfuhrbar,  wenn  die  Differenz  der  Exponenten  m  und  n  gleich  der 
Einheit  ist.  Dies  ist  7  B.  <l»»r  Fall  bd  der  Apollonischcn  und  bei 
der  Bcmikabisdiien  Parabel.  Für  erstere  erhalten  wir  aus  Gleichung 
(U) 

0 

Mr  letstere 


0 

Loebau,  Westpr.,  im  April  1889. 
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IX. 

Miäcellen, 


1. 

Aehnltolikeitspttiikt  als  Qlelebgewtelitspiakt  der  Anstohmf 

«bener  FUtohenstfle^. 

Soien  AB^  A' B\  ^f,ffo  drei  Paralleleu,  welche  die  Schenkel 
eifips  Winkels  ACB  v(m  binden,  «p,  yb  die  Richtungswinkel  der  Schenkel 
AÄ^  CB  gegen  eine  beliebige  x  Axe,  ä,  hv^  hx  die  Lote  von  C  auf 
AB^  A'B',  ^0^0,  dann  ist  die  Componeate  der  Anziehung  von  Ä'B' 
auf  C 

also  X'kBü  dfe  des  Rechtecks  A*B'.hdvj  das  ist  eines  Elements  des 
Dreiecks  ABC,  Yariirt  «  von  »  bis  1,  so  erzeugt  dieses  Element 
das  Viereck  ABC^%  daher  ist  die  Componente  der  Anziekang  von 
ABBqA^  auf  C 

1 

/3v  1 
(sin  9  — sin  v)  —  '  (ein^^— Bin^)log- 

Ist  nun  AB  eine  Seite  eines  Vielecks,  A^Bq  die  eines  ähalicheu 
und  ähnlich  liegenden,  C  Aehnlicbkeitspaukt,  so  ist  far  alle  eot- 
sprechenden  Seitenpare  %  gomeinsam,  also 

£X    log  ^  Siain  9 —sin  ^)  —  0 

Geht  man  hei  unendlicher  SdteBzahl  znr  Grenze  Aber,  so  er- 
streckt sich  die  Eigenschalt  des  Vielecks  aaf  beliebig  begrenzte 
Flttchen»  und  man  hat  den  Satz; 
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„Dio  Aoziehung  der  ßiugfiäche  zwischen  zwei  geschlossenen  und 
einander  nmBchltessenden  ähnlicüon  uud  äliulich  liegeodea  Liuieu 
auf  den  AehnUchkeitspnnkt  ist  noH.** 

Anwendung  auf  den  Fall  x  —  0  folirt  zn  einem  Trugschluss. 

£.  Hoppe. 


2. 

Sin  «llgeuMine»  Tbeeren  aus  der  Theerle  der 
reeuri^Bden  Betten. 

Fttr  die  recarrirenden  Reihen  besteht  lolgendea  Theorem: 
Sei  dnrch 

m 
0 

die  sogeoannte  ScaJa  relationis  gegeben.   Seieu  ferner 

%  9*  •  •  •  ^ 

die  Wnrseln  der  Gieichuiig 

M 

jSokn^-*  —  0  2) 

0' 

so  lautet  das  allgemeine  Glied  in  der  independenten  Form 

M 

«Im      ZMft«  3) 

wobei  die  Goeficionten  h  aas  den  gegebenen  Anfangsglicdem  za  be- 
stimmen sind.  Der  Beweis  wird  geführt  dadurch,  dass  man  die 
Gleichung  3)  in  die  Gleichung  1)  oinsotzt  und  das  Resultat  in  zwei 
Faetoren  zerlegt,  deren  einer  eben  die  Gleichung  2)  ist.  Da  nun 
der  andere  Factor  nicht  null  sein  kann,  so  ergibt  sich  hieraus  zur 
Bestimmung  von     die  Gleichung  2). 

Für  die  bekannte  Reihe  von  Lam6  (Nout.  Corr.  Mathem.  Tom.  I 
und  Y)  ist 

«»— «»»-1— ««~t  =  0     «,-»1  «ty  ^  3 
Wir  haben  also  die  Bestimmungsgleichung 

welche 
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liefert  Also  lau  das  aUgemeine  Glied  die  Form 

vobei  &g  Qfid  ^  ans  den  Gleichungen 

1  —  — 2  »"  ^  — 2 


in  bestimmen  sind. 
Prag,  Januar  1889. 


W.  L&flka. 


8. 

Gleichgewicht  der  Anziehung  eiuer  ringfUrmigeii  Fläche. 

Der  auf  Seite  222  ausgesprochene  Satz  lässt  sich  erweitem. 

Seien  L  und  zwei  geschlossene  Linien,  die  cinand«  i  und  deu 
Pankt  C  nmsrhliesseu;  C  sei  Aufang  der  recbtwiukiigcu  a-,  y  und 
der  Polarcoordinaton  <p.  Das  vou  den  consecutiven  Radienvectoren 
9  nnd  (p-{-d<p  und  den  Linieneleinenton  von  L  und  M  begrenzte 
YieredL,  d.  i.  ein  Element  der  RingflSche  R  zwischen  L  und  M 
Iftsst  sidi  erzeugt  deulten  durch  eine  transversale  Gerade  NN' l 
ton  GOnstantor  Richtung,  welche  auf  q  die  Strecke  CN^  ab- 
schneidet, indem  v  von  »  bis  1  variirt,  so  dass  (q,  q>)  nnd  9) 
die  Schnittpunkte  des  Strahles  9  mit     und  M  bedeuten. 

Bezeichnet  hv  den  normalen  Abstand  der  Geraden  NN^  von  C, 
80  ist  das  Dreieck 

CNN'  —  il.hv  — 

also 

l  dtp 
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Bio  Grösse  zur  Linken  drückt  die  von  l  auf  C  geübte  AoziebuQg 
aus,  deren  Componenteu  also  sind: 


Erzeugt  naa  I  du  Fttcheiwlemeiit  Lkdv^  so  sind  die  Componeotaa 
YOD  deM«]i  Assiebaog 

Am  H 

a«X  —  —  d9>C08  V»     d*F  —  ^  89»  sin  9 
folgUeh  nach  Int^gratioo  die  Componenteii  der  Anziehaog  Ten  JB 

4M 


0 

Setzt  man 


log^»^(coi2iP) 


so  verschwinden  X  und  T,  denn  nach  Zerlegung  des  Integralinter- 
valls  in  Quadranten  zeigt  sich,  dass  dio  4  Teilintegrale  gleichen  ab- 
soluten Wert  und  parweise  uugleiche  Vorzeichen  babeo. 

Scbreiben  vir  einfacher 

%  /(C0829>) 

so  lautet  das  Besnltat: 

„Die  Änziehuug  oiuer  Ringfläche  auf  einen  innern  Puukt  ist 
null,  wenn  das  Verbältniss  der  von  ihnen  ausgehenden  Radienvectoren 
beider  Grenalinien  Function  des  CSosinns  der  doppelten  Amplitade 
ist^  B.  Hoppe. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Uofutanai  dUjf^mfiue  PuramcUrdarattUmg.  220 


X. 

A 1 1  prei  1 1  e i n  e  V  ar ai  1 1 e t e r d ar s te l Un i g 
von   Substitutionen  involutorischen  Cliaraktta'S, 
welche  eine  rationale  Function  in  sich  seibat 

überführen. 

Von 

Fritz  Hofmann. 


I.    Lineare  luvolutoribch-orthogoiiale  Sttbstitutiuueu. 

§  1.  Zahl  der  homogenen  Ycr&nderlichen  »  2. 
Bildet  man  die  Subatitutioucu 

1          02  Ol 

deren  orthogonale  Eigesscbaft  evident  ist,  so  crh&lt  man  durch  Auf- 
lösang  nach  m  und  y: 

i«  jv-^-t-   ^  ^ 

1  _  12  Ol 

so  dass  also  f^onau  dieselben  Glcidiungon  die  ae  niid  y  durcli  X  und 
Y  ausdrücken,  welche  auch  X  und  r  durch  «  und  y  darstolleii. 

Areli      Hatb.  v.  Pkyt.  «.  Ssihe,  T.  VDL  > 
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Dies  steht  im  Gegensätze  zu  der  gcwöhulicli  gegebcDCu  Dar- 
stellung orthogonaler  Substitutionen,  wie  man  solche  mit  Hilfe  der 
schiefen  Determinante 

I  1  k 
1  —A  1 

zu  bilden  pflegt: 

1  — .  2i 


P  W+N 


Der  geometrische  Sinn  der  „amkehrbaren**  Substitutionen  A  ist 
folgender: 

Pa  diese  Formeln  A  auch  geschrieben  werden  können 

^  -siii«.»-|-C08«.y 
*  l  Yss  cosft.sjf+sinir.y 

80  kauu  man,  wenn  in  der  Figur  ox  senkrecht  auf  o^,  sowie  oX 
senkrecht  auf  oY^  vou  einem  Punkte  p  dcrr^-Ebcnc  aus  Perpendikel 
ffllleu  auf  oF,  oX:  man  erhält  als  Löugeu  dieser  Perpendikel  genau 
jene  Grössen  ;ir,  wie  sie  ans  den  Gleichungen  A  algebraisch 
berechnet  werden  könuten. 

Man  kann  nun  einen  Punkt  P  in  der  ry- Ebene  con- 
struireu  mit  den  so  erltalteneu  und  als  x  und  y  zu  behandelnden 
Coordinaten  -Y,  l'j  dieser  neue  Puukt  r  wird  im  allgomoinen  von  p 
verschieden  liegen  (vergl.  die  Figur  l)j  jedoch 

„fusst  man  P  auf  als  Punkt  g  der  asy-Ebene  und  wiederholt  für 
ihn  dieselbe  Coustruction,  die  VOu  p  nach  /'  führte  (Senkrechte  Xg^ 
Yg  fillleud  auf  oY,  uX)  —  so  erhält  man  als  letztos  Constructions- 
resultat  G  den  ursprünglichen  Ausgangspunkt  p  wieder/' 

Die  Identitäten 

—  8illa[ — sina.«;-i"C08(r.y]-|-C08a[c0So.a;-f-sina.y3  -=  x 

m  (r) 

4-C08o[ — 8ioa.«-|-c08a.y]-)->siuo[co8«r.«-j-B^i^^*y]  ~  V 

gcbLalteu  deu  Verlauf  unserer  Coustructioueu  schrittweise  zu  ver- 
folgen und  unseren  Satz  zn  bestätigen. 

Dagegen  würde  die  Dnrchfahrong  dcssolhou  Processes  fOr 
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f  I     =      cos  Cf  .x-f"  siu  ff  .y 

*  \  Y  =  —  &ixia  .9o-\-OOSci.y 

aus  dem  Punkte  p  ein  an  derselben  Stelle  liegendes  Cr(-j-a;,  -j-y) 
liefern  nur  filr  «  -»  n.n. 

So  sind  demnaeb  2  veracbiedene  Classea  der  linearen  orthogo- 
nalon  Snbstittttion  Torhauden,  von  ivelcheu  die  von  uns  betracbtete, 
A  oder  Aj,  geometriseh  wie  algebraisch  die  Bozeicbaung  „involnto- 
riscb**  verdient  — 

Die  Dotermiuaute  dieser  „iuvolutorisch  —  orthogonalen"  Sub- 
stitution A  ist  — 1,  daher  ist  pfenau  die  Ilillfte  aller  überhaupt  mög- 
lichen ortbogonaleu  Substitutioueu  vou  uusrer  specielieu  Art  (für  den 
Fall  von  zwei  Ycräuderlicbeo). 

Sie  sind  —  rein  geometrisch  —  dadurch  charaicterisirt,  dass 
der  von  den  neuen  Coordinateuaxcn  gebildete,  körperliche  Wiukel 
nicht  mit  dem  von  den  nrspranglichon  Axen  gebildeten  zur  Deckung 
gebracht  werden  kann. 

Auch  geometrisch  stellt  sich  somit  die  Walirscheinlichkeit :  in 
einer  beliebig  vorgegebenen  rechtwinkligen  Coordinatenaxousteliuug 
die  „iuvolutorische*'  Eigenschaft  za  erkennen,  gleich  |  heraus. 

Setzt  man  in  den  Formeln  A  statt  k  ein:  ^q^i  so  nehmen  die- 
selben die  Gestalt  an 

g»  —  fi«  2ab 

_2ab         b^  — 

diese  Formeln  A,  enthalten  den  einzigen  Parameter  aib\  sie  sind 
nur  brauchbar,  wenn 


im  übrigen  könuea  a,  b  reell  oder  reiu  imaginär  sein.  Für  a  =  0 
erhlllt  man  eine  sogenannte  „Spiegelung",  vgl.  §  6,  Anm.  II. 

Wir  nennen  A,  die  ,,Norma]form''  far  die  involatorisch- 
orlhogouale  Substitution  —  ans  späterhin  ersichtlichen  Granden. 

16* 
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§  2.  Zahl  der  homogeueu  Voräuderlicheo  3. 

Hier  fragen  wir  DAch  der  Existeos  ond  Darstellbarkeit  von 
orthogonalen  Sobstitutionen 

wobei  aber  gleichzeitig  gefordert  wird 

Nun  wird  ein  System  vou  3  ortUogonaku  Ebeiieu  geliefert  durch 
die  Formeln 

=  (1  +    -  2»-  ^V+2(l-Mv)8r+2av+f»)» 

\NY  2(1+ |i>f)af + (1  ^-  ^«  _  +2(v  -  ^X)» 

I =  2(A  V  —  fi)«— 2(v  -I-       +  (1  +  A«  -     -  v«)^ 

^— l+l«-f 

Dass  aber  unter  diesen  9  RichtnngscoB.  sich  3  Paare  von  je  2 
gleichen  befanden/  ist  ans  obigem  allgemeinen  Systeme  F  nicht  zu 
achliessen;  auch  ein  Vertanschen  von  Zcilco  oder  Reihen  wArde  — 
im  allgemeinen  —  die  gewQnschten  3  Paare  a«  =  au  nicht  anf- 
treten  lassen. 

Wir  rind  daher  anf  Ermittlung  eines  besonderen  Kunstgriffs 
angewiesen,  der  die  Formeln  F  in  solche  von  der  gewünschten  in- 
volotorischen  Eigenschaft  verwandelt  —  die  Formen  F  worden  bei 
diesem  Process  einen  ihrer  Parameter  verlieren. 

Schreiben  wir  Air  1,  fi,  v  respective  ^.        ^  so  erhalten  die 

9  Coeffieienten  von  F  folgende  Gestalt  ^)  (indem  wir  d*  aus  Zähler 
und  Nenner,  iV,  entfernen): 


Fl 


I)  Vom  YeifasBer  milgeteilt  in  einer  Note.«  «Zeitselir.  f.  Math.  n.  PIi««, 
XXXIH.  384. 
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Diese  Tabcll«'  wurde  abgeleitet  unter  der  Voraussetzung  eines 
Dicht  verscliwiudeuden  d-,  für  jedes  solche  d  muss  dieselbe  ortbogu- 
nalo  SubatilutioncD  iiefero,  denn  F,  ist  nur  eine  Umformung  von  F. 

Da  daDach  die  9  Glieder  der  Determinante  für  beliebig  viele 
Werte  von  d  die  Bigenschaft  bositzea:  joder  Zeilo  odor  Reihe  nach 
die  Quadratsttmme  — 

aufzuweisen,  80  mass  die  Determiuauto  F,  identisch  diese  Eigen- 
schaft besitzen  (man  kann  diesen  Schluss  leicht  durch  cffective  Ucr- 
atellaog  der  Quadratsuiume  bestätigen). 

Wählen  vir  nan 

(i  »  ü 

so  ist  auch 

eine  orthogonale  Sttbstitntion  uuler  dor  Dcdiogung 

Demnaeh  erhielten  vir  durch  eine  Umformung  der  allgemeinen 
Formel  F,  welche  a  priori  für  unser  Problem  weoig  förderlich  er- 
schien, das  „involtttorisch-orthogonale**  System: 


NX  =-  (a«  —  Ä«  -  6-2)x  +  2  ah>j  +  2acz 


\ 


welches  2  wcseDÜicho  Parameter  aib.c  euthält. 

Der  Wert  der  Coefficiontendeterminante  ist  hier  zunächst  =1, 
kann  aber  (durch  ay'— 1,  bV^i,  statt  a,  6,  c)  anch  —  —1 

gemacht  werden. 

In  letzterem  Falle  kann  der  von  den  nenen  Coordinatenaxen 
gebildete  „ürcislnhl"  nicht  mehr  mit  dem  ursprünglich  gegebenen 
körpcrlidien  Wiukd  der  Axen  aur  Deckung  gebracht  werden.  Iramor- 
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bin  besteht  nach  dorn  Vorhergchouden  der  geometrische  Satz: 
„Unter  den  orthogonalen  Systemen  ATZ,  durdi  welche  die  durch 
das  System  der  Ebenen  xyz  fixirUii  ßauuipuuklo  transformirt  wer- 
den können  —  ihre  Anzahl  ist  cc*  —  gibt  es  oo*  von  involn- 
to  fisch  er  Eigenschaft,  derart,  dasa  ein  tiausformirter  Punkt  P 
(aus  p{ryz)  entstanden),  welcbem  als  «ya-Goordinaten  die  PerpeodJkol 
XYZ  gegeben  wurden,  mit  der  Anfongslage  p  zasammenfiUIt,  sobald 
er  als  y  im  «ys^System  von  neuem  aufgefasst  imdj  demselben  Pro- 
cesB  unterworfen  wird»  der  von  p  nacb  P  führte.^: 

Denn  man  bat,  sich  der  Formelo      bedienend  durch  Ansrecb- 

neu: 

(a«  —     —  c«)  [  («2  -     —  c«)  a;  -f-  2  ahy  -\-  2  ar»] 

-f  -  2  ha  [  2  a/y j-  -f  ( -  aH  —  4-  2  «(??] 
4- 2ca  [2  cax -f- 2  icy -f  (— a»  -    -f  (?«>} 

SS  Nhs 

Zahlcnbeispiei.   a  =  l,  6  =  2,  «»«i  gibt 

21.2:=— 19»  +4y+  B» 
21.  F-  4»  >-13y+16s 
21. 8«     +16y  +  ll» 

ein  Sttbftitntionssystem,  dessen  Umkehning  dieselben  Coeffidenten 
an  denselben  Stellen  auftreten  liesse. 


§  3.  Zahl  der  homogenen  Veränderlichen  >-  3. 

Von  n  =  4  an  verlieren  die  bisher  gebrauchten  Methoden,  — 
nämlich:  Vertausehung  von  li'ilien,  odnr:  Einführungf  homowener 
Parameter  —  ihre  Wirksamkeit.  Denn  die  nach  dem  Caylcy-IIer- 
mite'schen  Verfahren  aus  schiefen  Determinanten  herzustellenden 
Cocfficientcnreihcn  fUr  aiigemeine  orlhugoiialo  Subätitutjuneu  geben 
z.  B.  für  4  Veräudcrlicho  16  vollständig  verschiedene  Zahlen  als 
Schlasssresnitat,  andrerseits  aber  sind  die  allgemeinen  Aasdrllcke, 
welche  nns  die  Substitutionseoefficienten  liefern,  Brflche  vom  dritten 
Grade  im  Zähler  (in  Bezug  auf  die  Parameter),  vom  vierten  im  Nen- 
ner, so  dass  ein  Homogenmachen  keinenfalls  weiter  hilft  (Vgl. 
Baltzer,  Determinanten.   V.  Auflage,  pag.  195). 

Es  bleibt  uns  der  Analogieschluss ,  um  aus  der  „Normalform" 
fSr  n  3  und  n  •*  3  eine  Gocfficientcntabetlo,  flQr  n  —  4  etwa,  auf- 
zubauen. Wir  bilden: 
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2ha 
2ca 


2  ab 
2cÄ 


2ae 

26c 


2  ad 


2  cd 


"ihd 


2da 


2ta 


2de 


und  iiborzougea  uns  nacbtrilglich  durch  Ausrechnen,  dass  io  dieser 
Tabelle  alle  wesciitlichcii  Eigenschaften  der  „orthogoualeu"  Substi- 
tutioiM'n  si(  Ii  finden,  während  zugleich  iiir  ,,involutori8cber**  Charakter 
iu  ihrer  Biiduug  ausgesprochen  ist. 

Das  Quadrat  obiger  Determinante,  gebildet  nach  dem  Multipli- 
cationsgcsetzc  der  Determinanten,  gibt  (a^ -\-h'^-\-c^-\-d^Y\  daher  ist 
die  Determinanto  selbst  =  —  { -\- d^)^  —  wie  aas  dem 
Vorzeichen  von      zu  entnehmen. 

Somit  ist  die  Determioanto  der  eigentlichen ,  mit  dem  Nenner 
zu  versehenden  Coefticienteu  unter  allen  l'nistündeu  —  — 1,  mag  mau 


mit  «-1  mnltipliciren. 

Die  Zahl  der  orthogonalen  und  sogleich  involutorlschen  Substi' 
tatiooen  ffir  4  ViTludcrliche  ist  daher  •<x>\  denn  enthftlt  3  unab- 
hängige Parameter  aihteid, 

Lehrsatz.  Allgemein  wird  die  „involutorisch-orthogonale*^  Suh* 
stitutions-Coeflficieuten-Tabelle  dargestellt  durch  7i  — 1  unabhängige 

Parameter,  wenn  n  Veränderliclie  vorliegen  (diese  Zahl  bleibt  von 
n  >  2  an  hinter  der  für  die  ,^llgemeiuo"  ürthogoualsubstitution 
giltigen  Zahl  ^n{n  —  \)  zurück). 

Für  nngcvadca  n  kann  der  Wert  der  Coefficlenten-Dctermiuanto 
nachBeliobon  als+l  oder — 1  angegeben  werden,  durch  eyentueUo 
Anwendung  der  Parameter  äV^,  b  . . .  statt  «,  Ä  . , .  j  für 
gerados  n  ist  derselbe  immer     —  1. 

Per  Beweis  fUr  diesen  Satz  ist  einstweilen  durch  Äusrechuuug 


gleichzeitig  paarweise 
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zu  ftiiiioi  —  (MHP  strengere  Ableitung  dcssL4ben,  als  die  bishorlgO, 
durch  luductioo  gogtibeoe,  bleibt  demuach  wünschenswert 


§.4.   Di  rectc  geo  1T1  e  t  l  i  sc  Ii  0  A  bleituDg  der 
Coefl'icioDtcu-Tabelieo. 

Ist  eine  homogene  quadratische  Function  vott  beliebig  vielen,  n, 
Yerftodeiiicheu  gegeben  in  dor  speciellcn  Form 

so  kann 

gedeutet  werden  als  die  Gleichung  eines  (n  —  2)-dinien8ionalen  Punkt« 
contiuuums  im  Räume  von  (n — 1)  Dimensionen. 

Beispiel,  Die  Gleichung 

Stellt  eine  imaginfire  Kugel  vor  im  dreidfmensioualon  Baume;  die 
Gleichung 

ist  die  eines  Kreises  mit  dem  Radius  V — 1  in  der  Ebene. 

Ein  Punkt  a.  /^  ^  f /  .  . .  ausserhalb  dieser  Fläche  („Flache" 
im  übcrlragcueu  äiuuc),  für  welcheu  also 

kann  dann  mit  einem  Punkte  ff,  w  ...  auf  der  Fläche  durch 
eine  Gerade  verbunden  worden  Die  Coordinaten  X,  r,  Z,  »'  .  . . 
des  zweiten  Durclistosspuuktcs  dieser  Geraden  mit  der  Fl&che  werden 
sich  als  lineare  Functionen  von t  w  . . ,  einstellen;  es  sei  etwa 

Ä  =  qr,  (a-,       s,  w  .  .  .) 
U.    8.  W. 

Werden  nun  in  der  Gleichung 

C?  0 


1)  Anf  nndercro  W*g«  fet  H«Tr  Vehroonn  in  ,Zpitsrhnft  für  Mnthrm.  n. 
rh.**  Bd.  16.,  png.  5S3  ff.  aar  fthn1k-ho  Bildungen  gelangt. 


Digitized  by  Google 


ff oj mann:  Aliffemeiat  Baramtterdar»U:(Utng. 


233 


ttberall  an  Stelle  der  o*,  y,    w  . . .  diese  Ausdracke  fflr  Y, 
.  sabsiitnirt: 

6'      [^1     y,  2,  w  . .  .)]^  +  [v2(3-,  y,  2,  *p  . .  .)]*+  ...  —  0 

80  wird,  wenn  ein  System  von  n  Zahlen  r.  y,  a,  ir  .  .  .  der  ursprüng- 
lichen G  guuügt,  auch  der  durch  Kechiiuug,  durch  die  Trausforma- 
tiousformclu  9  ihm  zugcorducto  Punkt  (das  System)  Z,W.,  , 

der 

<?  '  -0 

geuflgen. 

Ein  BeweisYomcb  hierfür  urfirdo  den  Wert  eiocr  Tauto- 
logie haben;  denn  wir  haben  ja  a  priori  unsoro  Formeln  ^  so  ein- 
gerichtet, dass  eben  der  durch  sie  dem  w  ...  zugeordnete 
Funkt  auf  G'  liegen  muss. 

Einer  logischen  'Jautologio  muss,  wenn  zu  ihrer  KiukUidiuii,' 
mathematische  Forniela  vcrwoiidet  weiden  könueu,  die  Matheroatik 
mit  einer  nach  ihren  Operations vorschrifken  darstellbaren  Identität 
antworten.  Somit  ist  sicher  vorauszusagen:  fOr  jeden  Punkt 
t»  ...»  fflr  welchen 

G^O 

erfüllt  ist,  muss 

<?'  —  0 

identisch  erfüllt  sciu,  d.  h.  in  gonnietrischer  Sprechweise;  die 
Fläche  G  muss  eiaen  Teil  von  G'  bilden. 

Da  die  Substitntionsformcln  9  sicher  linear  ausfallen  werden, 
80  muss  flberhanpt  die  Flfiche  &'  mit  O  zusammenfallen;  d.  h.  die 
Form  (7'  muss  sich  herausstellen  als  mit  bis  auf  einen  constanten 
Factor  identisch. 

Die  Beziehung  zwischen  {x,     «,  «0  . . .)  und  (X,  F,  Z,  W .  , ,) 
ist  geometrisch  eine  reeiproke  bei  festliegendem  Systeme  a, 
demnach  muss  die  Auflösung  der  Gleichungen 

X  —  (fii^i        w  . , .),      y  ■=  «,  w  . .  •)   u.  8.  w. 

nach  den  y,  s,  10  ...  genau  dieselben  homolog  gelegenen  Cocf- 
ficientcu  aufweisen,  wie  die  Functionen  9  seihst  dercu  besitzen:  un- 
sere Transformation  wird  eine  ,,invohitorisclH^"  sein  und  jedenfalls 
die  „Fläche"  6^  in  sich  selbst  transfurmiien.  Die  Herstellung  eines 
geeigneten  gemeinschaftlichen  Nenners  für  die  qp-Functionen  — 
um  die  Substitutions-Determinanto  =  —  1  zu  erhalteu  —  bildet  eine 
Hilfsaufgabe;  ist  dieselbe  gelöst,  so  würde  für  die  iudopendeuto  Dar- 
stellung You  „iuvolutorisch- orthogonalen^^  Substitutiouea  durch 
fi  — 1  Parameter  ailtteid  ...  das  Material  gewonnen  sein. 
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Wir  schreiten  nun  zur  offi  ctivcn  Bestimranog  der  7>-Functionen. 
Der  unbelv-aTintp  Durchstosspunkt  A",  F,  Z,  W  .  .  .  hat  als  Punkt  dor 
Verbinduugsliiiie  von  (a,  6,  c,  d  , . .)  nach  (x,  y,  a,  «?  , .  J  die  Coor- 
diDateo 

X  ^a-|-A« 

Z  —  fic-f-A« 
TV—  fid-{-lw  n.  8.  w. 


S 


Die  Einführong  dieser  Ausdrficlce  in 

^^  =  0 

liefert 

+  i»(«*H-3^'H-...)-o 

da  aber  nach  Voraussetznng  (»,     «,     . . .)  aof 

ö  — 0 

gol^n,  also 

80  erhält  man 

|t(«*+»*H-c«-h  •  •  .)-|-2il(««+*y+«»+ . . .)  -  0 

Demnach  bat  man  zn  setzen: 

(1  a  -  2(a»H-*y .  . ,) :  —  (a«+6«-|-c«-i-  . . .) 

Somit  wftren  die  Coordinaten  des  Panktes  X;  r,  TV. . .  bestimmt 
durch  Einsetaen  in  Gt 

q^^::^  X  =  2iax-{-by-\-cz-{-  .  .  .)  .  a  —  fa^  +  ft^  +  c'-f  .<«-f-  .  .  .)x 
<p,  —  y  =  lM^r  +  %  +  csH-  .  .  .)  .6  -(a^-f  62 +  . /2-f-  .  .  .V 
9>,  =  Z  =  2(a*  +  *jf+cc+  . .  .)  .c-  («»-i-i2-i-c^4-cZ*-f  .. .)« 

n.  8.  w.  ^) 

In  der  Tat  wird  nun  die  Einführung  dieser  qp^Fnnetionen  statt 
der    Pt  *f  *f  * "  in  die  ursprangliche  Oleiehnng 

0  =  0 

das  Resultat  eigcben:  (unsere  oben  Toransgesagte  „Tautologie*^) 


i)  Dicielbcn  Formciu  üudon  sich  in  dem  AiifbHtze  von  Herrn  A.  Voss: 
,Ucber  oithogocale  Snbilhntionen* :  Malhem.  Annalcn;  BaiuI  13.  (1878) 
png  841. 
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oder 

G"  («14.»!+^»^^»^  ...)•.  O  -  0 

Demnacli  hat  die  Einiftbning  der  ip  statt  der  to  . . .  die 

Wirkung  einer  „iuvolatoriech-orthogonalen"^  Substitution  für  die 
homogene  Function  G  —  zunächst  aber  noch  bis  auf  das  Hinzu- 
treten des  Factors  (a*-j-Ä»-|-c«-f  rf^-f  . . 

Die  9>-Fnnctioneu  sind,  ansg^recbnet: 

Z  —  «>|  —  —    —  . .  .>«  +  2aiy-f  2«ic«+. . . 

«%2ca«  +  2<*y-|-(— a«- 6« H-c*-d«-. ..>+., 

U.     8,  W. 

Diyidirt  man  aber  jede  derselben  dnreh 

80  wird  dieser  gemeinschaftliche  Nenner  in  der  arogeformten  qna- 
dratlaefaen  Function  (?  dnrcbweg  im  Quadrat  auftreten,  somit  sich 
gegen  den  Factor  (a*+Ä*H-e*H-rf*+ . . .)  im  Ausdrucke  für  Ö*' 
fortheben. 

Wir  fögcn,  der  bessern  Uebcrsicbt  wegen,  die  Goefficientcn  als 
Determinante  zusammengestellt,  hier  ein: 

T 

a»+6»— ...  2ab  2ae 

2ha  — o»-fi«-c«-rf5— ...  26c 

2ca  2c6  «a3-i2_|.c«-</«—  


Hiermit  erscheint  unser  Troblcui  für  liomogcuc  Functionen,  die 
nur  Quadrate  der  Yeräudcrlicheu  enllialteu,  vollständig  gelöst. 
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Die  Fünnoln  T  sind  im  Einklänge  mit  den  früher  cliiroh  lu- 
ductioQ  güfaodüücu  Ausilrücken  den  Beweis  für  ihre  Eigcn- 

schafteu  brauchen  wir  m  i  i  mehr  durch  Ausrechnung  zu  erbrin- 
gen ;  er  liegt  ia  dem  Gedaukciigaogo,  dem  sie  ihre  Existenz  vcrdaukcn. 


II«  Lineare  iiiToIutorische  Substltntloi  für  allfeneltte 
quadratische  Fernen. 

§5.    Herstellung  der  Substitutions-Coefficicnteni 
Eigen schaftcQ  ihrer  Determinante. 

Wir  werden  im  Folgenden  die  rasch  fördemdo  Metbode  der 
87n]l)ollschca  Bcchnung  ausschliesslich  benotsen  —  durch  ihre  An- 
vondung  wird  sich  die  Ldsang  der  uns  vorliegenden  Aufgabe,  sowie 
der  Kachweis  für  einige  merkwürdige,  höchst  allgemeine  Determi« 
nantcn-Kclationen  besonders  übersichtlich  gestalten. 

Es  sei  eine  homogene  quadratische  Form  von  Variabcln  vor- 
gelegt: 

dann  kann  ein  Punkt  y  ausserhalb  der  Fläche 
fest  angenommen  werden,  so  dass  also: 

Wird  dieser  Punkt  y  mit  einem  auf  der  Fläche  sich  vorfinden- 
den Punkte  X  verbunden,  so  müssen,  wie  in  §  4.,  die  Coordinatco 
des  zweiten  Durchstosspunktcs  A'  mit  der  Flache  —  auf  der  Ver- 
bindungsgeraden von  «  nach  y  —  sich  einstelten  als  lineare  Func- 
tionen von  tri. 

Man  hat  nun  für  JC,  eben  weil  auf  jener  Yerbiudnogsgoradon 
gelegen : 

Xi  =  »■  =  1,  2,  3  . , . 

und  daher  zur  Bestimmusg  von  |»:A  die  Gleichung 

A'  =0 

oder 
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Da  nach  der  Voraasaetzung 
SO  erhält  man 

I»  2  i     2(ar  Oy) :  — 
demnach  die  „iuvolatorlschen^  Substitutionen: 

P  N .  Xi  —  2(fl,  «^)  y,  —      .  ac, 

Um  fUr  diese  ^  einen  Nenner  N  zn  bestimmen,  welcher  nach  der 
Transformatton  die  B'orm  0«*  voUstAndig  identisch  mit  sich  selbst 
—  ohne  Zahlenfactor  —  erscheinen  lässt,  haben  wir  nachträglich 
die  Wirkung  der  Substitutionen  F  in 

A  -  0 

zn  nntersuehen. 

Die  Substitutionen  Feigeben  nun: 

Man  erkenut  dies  durch  wirkliche  Einführung  der  für  die  X  be- 
stimmten Ausdrucke: 

A'  .  h — V  •      -**  0 

denn  dies  gibt,  nach  Taylor'ä  Theorem  eutwickelt,  genau  unsere 
obige  Form  — -  indem  wir  weitergehcud  uoch  neue  Symbole  ein- 
führten, um  im  Kesoltato  Ä'  die  Vieldeutigkeit  der  symbolischen 
Ausdrücke  zu  vermeiden. 

Die  bdden  ersten  GKedar  der  Summe  A*  zerstören  sich  nnn 
identisch,  somit  wird  dnrch  die  Terwendnog  der  JF-Pormeln  sich 
die  Gleichnng 

mit  dem  constanteu  Factor  ia^'^){h,,")  behaftet  —  einstellen;  dividirt 
man  also  gleichmässig  sämtliche  X  durch  (die  Zahl)  so  wird 
identisch 

A'  =  A 

Wir  stelleü  demnach  die  Tabellen  Tx,  2'  der  „involutorischen" 
Substitution  auf,  welche  ,,die  Form  A  identisch  in  sich  selbst  trans- 
formirt** : 
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Ti 


oder  (beispielsweise  ausgerechnet  für  ft  =  3): 


N 


2V   —    rfy«    ^  0 


Ohne  jede  Aasrechnunj;  können  wir  ans  der  geometrischen 
Entst e Ii u  11  a rt  dieser  Determinante,  wonach  die  SubstituUonea 
T  iuvolutorisch  sein  müssen,  voraussagen : 

^i)t  loi  in  der  DetermiDantc  r  das  Jfcte  Glied  der  »ten  Zeile  mit 
a,A  bezeichnet,  ferner  mit  Atk  die  UnterdeterniiuftDte  der  Stelle  aot. 
Mau  hat  danu  identisch: 

«1*  =  ^*»  *) 

Schreibt  man  nämlich  die  Tz  Substitutionen  mit  Hilfe  der  a : 

BO  ist  nach  unserer  geometrischen  Herleitnugsweise  erwiesen,  dass 
umgekehrt: 

«j  —  a,i     +  an     +  «13  -^3 

«I  S5  «42  "^t  "f  "*8  -^3 

Alter  nach  den  Regeln  der  Algebra  wflrde  man  erhalten  haben: 

wobei  ^  die  ansgerochnete  Determinante  T.  Um  nun  T  ansxu- 
werten,  lassen  wir  annSchst  zur  Einfachheit  den  Nenner  weg  ^  und 
künnen  die  so  entstandene  Determinante      nach  den  Potenzen  der 

■ 

$  in  dor  Diagonale  sich  hervorhebenden  Glieder  oy*,  Vi  ^  ^i^^* 
wickeln. 


1)  Obige  F«t.siM)g  gilt  für  unser  Beii^piol  einer  !/-Di'U'rminante  für  ^  =  3; 
ftllgctnvhi  üt  dagegen 
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Wir  criialtcu  zuuächst  als  Product  dieser  drei  Grössea:  -  (a^*)^. 

Fassen  wir  dann  die  Producte  von  je  zweien  joner  3  Grössen 
ins  Ange,  so  finden  wir  als  weiteres  Glied  der  Entwicklung: 

ay^  ■  by^ .  2^3(03  cy)  -f-     .     .     (aj  ag)  -f  c,« .  ag^ ,  2yj(*,  b^) 
*2iay^r\y.^  ^3  dy  -f     d.^  <?,-f  d^dg\ 

Um  jene  Glieder  von  ^'  zu  bestimmen,  welche  aj,',  Jy^,  cy^  gar 
nicht  cntbalten,  haben  wir  au  Stolle  dieser  Grössen  Ü  einzusetzen; 
so  crhaltou  wir  als  i  actor  von  {oy^f: 


o^Og  o^og  €^^Off 

^^Jf  ^^Jf 


was  offenbar  Terschwindet  — ;  der  gleiche  Schlnss  würde  anch  gäten 

Og  OfOg 

—  jener  3  hervorgehobenen  Glieder. 


für  die  Factoren  —  etwa 


der  ersten  Potenzen  —  etwa  e^* 


Demnach  ist 

^'  -  -  (a/)'+2(aj,«)»  -  +  (a,)« 

dies  gibt  nach  Division  mit  dem  Enbns  des  Nenners  den  Wert 
^,  oder  T  — 

{Im  allgeraeiucu  Falle  ist  J  —  (—  1)^-*). 

Zu  unseren  Formeln  (iXr  d  .04  nnd  «r<  xnrackkehrend,  finden  wir 
somit  den  ausgesprochenen  Satz 

aA  =  Au 

bestätigt 

Zahlcnbeispiel  für  Aufstellung  einer  Coefficiententabelle  und  deren 

Untersuchung. 

Der  Kreis 

mit  dem  Mittelpunkte  f,  f  nnd  vom  Radius  5  kann  transformirt 
werden  mit  Zugrundelegung  eines  Punktes,  wie 

1,   2,  1 

der  nicht  auf  ihm  gelegen,  ((a/)  —  9). 
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Dio  Tabelle  F  der  A'-Subsütutioucn  ergibt  sich  als 
9Jr,  0=  2f(»,  +  2x3) .  1  +     +  3x3) .  2  +  (2x,  +  3x,  -  1 2x, .  1  ] .  1  -  9x, 

9X,  2[(ar,  +  2ir,).l4.(ar,+  3jr,).2+(ari+ar,-12äri).l].l— 9äPB 
oder  aufgerechnet: 

9 —  arj  +  lOar,-  8<rj 

9^5,—     12x,-f  lixjj- 

9Jir,  —      6«,4-lCte,- 17r, 

Diese  Formeln  geben  also  zuuAchst,  weun  ein  Punkt  beliebig 
auf  der  Kreisperipberie  vorgegcbeu,  etwa  1,  1,  1,  denjenigen  Punkt 
JT,  wo  die  Verbindungslinie  vom  festen  Punkte  1,  3,  1  nacli  dem 
beweglicbca  Punkte  (1,  1,  1)  bin  zum  zweitenmaie  den  Kreis  triflTt 
Dem  Punkte  1,  ],  1  entspHlcbe 

9X,  1,   9Jr,  -  7,  ÖJr».  1 

Zwuileus  aber  werden  die  Formeln  für  die  -X",-,  an  Stelle  der  or, 
in  die  Krcisgloicbung  eingeführt,  dieselbe  identisch  in  sich  trans- 
formireo;  tind  schliesslich  ergibt  sieb  durch  Auflösung  der  3  Glei- 
chnngen  nach 

9*1  =s  —  ^Xt-j-lO^i  -  8X3 
9«,  Ä    nx^  +  IIA^  —  16X» 

9ai,  —    aar, + ioa, — 17 

Wie  uiisre  früher  gegebenen  Formelu  (§§  1.-4.)  nur  äusserst 

specialisirte  Fälle  des  in  dicsom  Paragraphen  poJöstcti,  viol  alige- 
meinoron,  Problenis  bilden,  kann  aii  dieser  Steile  am  besten  über- 
schaut werden.  Die  dort  iu  die  Substitatiousformcla  eiugofübrton 
Summen : 

2{ax-\-by\-e»-{-  . . .)      oder  . . .) 

sind  nichts  andres  als  dio  Polaren  und  Fornioii  2{axay)^  a^'  dieses 
Paragraphen  ■   die  feste  Gruppe  d  . .  .  cutspricht  dem  nuu- 

mehr  beuutzteo  festen  Paukte  jr. 

Ist  der  zu  transforrairendo  Punkt  or  so  gelegen,  dass 
so  f&llt  X  mit  »  zusammco,  wie  aus  den  Formeln  F  ersichtlich. 
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$  6.  Formalo  Erveitorongen  der  Kefandenen  Formeo, 
Bowi«  Terftligemeinerte  Anwendaogeii  derselben. 

Wenn  wir  dio  Formeln  T  des  letzten  Paragraphen  ins  Auge 
fassou  uud  uus  daran  eriuuero,  dass  dio  Coürdiuatoii  y  fest  gegebene 
Zahlen  Torstellcu,  so  lehrt  eine  kurse  Ueberleguug,  dass  fftr  nnsor 
ganzes  TransforauUioDftproblem  nicht  die  einzelnen  Goeffteienten 
atk  der  so  traneformirenden  Form  a«*  wesentlich  sind,  sondern  immer 
nor  gewisse  Verbindungen  derselben  mit  den  Zahlen  y,  nilmlich 
die  Ausdrucke  (o^a^)«  (tf^aj^)  ...  («^oy);  bo  dass  man  also  recht  wol 
den  Cocfficicntcn  a^c  ganz  neue  VTerte  geben  kann,  wenn  nur  jene 
Yerbindttugcn,  beispielsweise 

(«1%)  =  «ijyi-|-«iä!/«  +  "iaz/j+  •  •  ■ 
bei  gleicbgcbltebeuou  yi  ihren  cffcctivcu  Zahlonwcrt  nicht  ändern. 

Man  kann  also  jene  Ansdrttcke  gleichsetzen  resp.  (ßifip),  (ß^fig) 

...  (ßftßy)^  entstanden  aus  einer  ganz  neuen  Form  ßx^.  So  wird 
also  durch  dio  Transformation  T  nicht  nur  die  Form  «u*  in  sich 
transfonnirt,  soiulorn  auch  dio  mit  vollständig  verschiedeneu  Cocf- 
ficieuton  vcrschcuo  Form       wenn  oben  nur  immer 

(ßißsf)  iß^ßx)  =  o.  8.  w. 

Hier  stehen  rechts  aosznrechaende  Zahlengrdsssen  ^  im.  ganzen 

«Ca  4-1) 

erhält  man  /i  Gleichungen  für  — ^ — wesentliche  Unbekannte, 
n&mlich  die  nenen  Cocfiicienton  ßa, 

ZahlenbeispieL  Es  sei  vorgegeben  gewesen  die  Summe 

sowie  der  „transformirende  Punkt"       2,  3).  Man  er« 
halt  znnftchst 

(«1«»)  —  1,      («f  «»)        2,      (OsOy)  SS  3 

Stellt  man  nun  die  Gleichungen  auf: 

welches  System  beispielsweise  befriedigt  wird  durch  (ßk*  ^  ßit)  s 
^-27}  Ai-16,  A,==-3,  iJM-12,  ^jtt^^ll, 

so  wurde  die  auf  di  ii  Punkt  ?,'(!,  2,  J^)  sich  sfüf/.oiulo  orlUogoual- 
iii\oliüuri.schc  Trauhluniüition  derSuuiinc  s -i"^2"~l"^a">  uiinilich  (§4.) 

▲rck.  d.  Miitli.  V.  Fbjs.  2.  Kaib«,  t.  ViU.  16 
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Äy,  —      4«,—  6x,  + 120-3 

JVJTg«       6a',+12a-s-f  4ir3,    AT— U 

eine  solche  sein,  dass  sie  aach  den  Kegelschnitt 

in  sich  transformirt  —  si(!  würde  uebenbei  auch  die  Paukte  dieses 
Kegelschuitts  iuvolutorisch  ordueo. 

Deber  4  Coofficienten  kann  hier  vor  Anflösnng  der  sie  de- 
finirenden  Gleichungen 

willkürlich  verlügt  werden  —  allgemein  ttber  —  i  aber  trotz- 
dem wäre  es  ein  Cirkelscliluss ,  wenn  man  annehmen  wollte,  dass 
dnreh  diese  Verfügungsfreihpit  über  die  ^  etwa  eine  VcrallgenuMiie- 
rung  iii  der  Paramciterdarstellung  der  iuvolutorisch  -  orthogoualen 
Substitutionen  crrciclit  wäre. 

Nachdem  wir  nun  für  die  Entstehung  der  Formeln  eine  Er- 
weiterung erreicht  haben  —  wenigstens  eine  formale  kann  auch 
eine  Ausdehnung  ihrer  Verwendbarkeit  nachgewiesen  werden. 

Wir  wissen,  dass  die  Formeln  Tx  InTOlutorischen  Charakter 
haben  —  zunächst  in  geometrischer  Weise  nnd  zwar  fUr  Poukte 
der  Flllche 

die  Coeffidenten-  und  Yariaheln* Verbindungen  aber,  wie  sie  vom 
Verein  der  Transformationsformeln  vorgestellt  werden,  bringen  diesen 
Charakter  auch  algebraisch  zum  Ausdruck  durch  das  Bestehen  von 
formalen  Identit&ten,  wie  etwa  die  wichtigste 

F(X)  ^  X 

in  welchen  dann  den  Symboleu  x  für  die  Veränderlichen  nicht  mehr 
die  Besobriiukting  auhaftct  nur  als  Coordiuatcn  von  Punkten  aaf 
einer  gewissen  Fläche  anerkannt  zu  worden. 

Demnach  transformiren  alle  bisher  gebrachton  Transformations- 
formeln nicht  nur  die  Punkte  der  jeweilig  Ins  Auge  gefassten  Flache 

ox'^  =  0 

in  Punkte  derselben  Fläche,  sondern  sie  ordnen  in  involutorisch- 
coUinearer  Weise  alle  Puukto  des  (fi  —  l)-dimensiona]on  Baumes 
einander  paarweise  zu. 
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FQr  diese  inTolutorische  Banrntransformation  ist  nach  dem 
SehluBse  von  S  6*  die  Flftebe 

der  Ort  der  sich  selbst  zugeordneten  Punkte : 

Unsere  Formeln  Tx  gestatten  überdies  uoeli  eine  einfache  Ab- 
>lcitung  des  Satzes: 

^Die  Flftche 

Otetfy  =  0 

trennt  mit  dem  festeu  Puuktc  y  jedes  sieb  entsprechende  Punktepaar 
X  harmonisch.** 

Denn  es  sei  x'  ein  auf  der  Fläclie 
gelegener  Punkt,  daher 
wir  wollen  dann  znm  Punkte 

den  nach  unseren  Formein  eonjugirton  Ponkt  Z  bestimmen. 

Das  Einsetzen  in  die  Tabelle  l'x.  ergibt  als  zagoorduoteu  Punkt  if: 

da  aber 
so  hat  man 

demnach 

was  zu  beweisen  war. 

Zusammenfassend  also  und  wieder  anknttpfend  an  das  im  Ein- 
gange Bemerkte:  Nachdem  eine  Fläche 

aufgestellt  nnd  benutzt  worden  ist,  um  eine  involutoriscbe  Raum- 
Trausformation  zu  liefern,  ist  es  nicht  mehr  nöli^',  sio  für  jene  durch 
sie  erzeugte  Transfürmaf ion  ausschliesslich  beizubohalteu  —  im  Ge- 
genteile sind  dann  unendlich  viele  Flächen 

-  0 

nachweisbar  als  geeignet  die  8telle  der 

16» 


4 
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«.»  =  0 

zu  erseteen;  das  C'ljaiaktrristischc  einer  solchen  Transformatioo  ist 
vereiuigt  in  den  f«  Coordiualcn  {ntay)  der  ebenen  Flache 

—  0 

Oder  ftneh:  Bei  InToloüoneii  dieser  Art  darf  der  transformireode 
Ponkt  y,  Bowie  die  Zahlenwerte  der  Goordinaten  der  FJAche  der 
Doppdclemente  beliebig  vorgegeben  sein,  —  nacbirftglich  icdnuen 
dann  Fllloben 

gefunden  werden,  die  gleicbfalls  geeignet  waren  jene  Transformation 
zn  ermitteln. 

Anm.  I.  Von  Herrn  Maiision,  Nouvellö  corrospondance  de 
mathematiqucs,  Bnd.  IV.,  p.  257.  wurde  bewiesen,  dass  jede  lineart' 
iuvolutorische  Zuordnung  von  der  Art  sein  muss  wie  unser  aufge- 
stelltes System ,  d.  h.  dass  sie  sich  attttzen  muss  anf  einen  „trans- 
formirenden  Punkt",  sowie  ein  lineares  Gebilde,  welches  die  Doppel^ 
elemente  der  Zuordnung  enthält 

Anmerkung  II.  Ist  vorgegeben 

yi  -  yt  —  •  •  •  —  y^i-i  —  O;  y/i  ^  o 

sowie  als  Gleichung  der  Fläche  der  sich  selbst  entsprechenden  Ele- 
mente 

=  0 

die  folgende 

»A»  =  0 

80  uehmen  wir  als  transfonnirendc  Fläche  zweiten  Grades 
die  folgende 

Ihre  Anwendung  gibt  die  Traasformationsformcla 

(«ittJ^ju). -^t-  —  —  (ö^iy^i) .a«;    •  —  1,  2,  3,  4  .,.((*—  1) 

Für  3  oder  4  Veräuderiicbe  kann  man  mit 

ar^  =  0 

die  VorsioUung  der  Gleichung  einer  ondlicheu  Ooorilinatonflüche 
( —  Axe  für  fi  =    ,  oder  der  Gleichung  der  sogcnauntcu  ,,uueud> 
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lieh  fernen'^  Funkte  verbinden.  Man  erhält  dann  als  geometrische 

Deutung  unsrer  algebmi«chen  Spccialisirung  in  dem  einem  Falle 
jene  Transformation ,  für  welche  die  Bezeichnung  „Spiegelung"  tib- 
lich;  im  andern  Falle  jono  Zuordnung,  wo  zwei  Punkte  X  und  x 
jeweilig  die  entgegengesetzt  gleiche  Entfernung  und  Richtung  vom 
sogenannten  „Anfangspunkte"  (\  Ü,  ü,  ,  ,  .  1  aus  aufweisen.  Der 
involatoriscbe  Charakter  dieser  beiden  Transformationen  ist  evident. 


IIL    IiiTolatorisehe  inritiufomfttioiieii  toh  Formen  Mtten  OiaiteB. 

§  7.    Involutorisch-ratiouale  Transformation  einer 
homogouen  Form  3ton  Grados  ia  sich  selbst. 

X.  Es  sei  vorgegeben 

BS  As*  SB  e^^ 
loirie  dn  ZaMenBystem  (Pankt)  jr,  fUr  welches 

erfiUII  ist 

Die  Verbindangsgerade 

tnlt,  wenn  x  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Fläche 
A  ac^  «  0 

diese  Fläche  zom  drittenmale  in  einem  Punkte  ,  dessen  Goordi- 
naten  rational  ansdrttekbar  sein  müssen  durch  die  von  sowie  jene 
des  festen  Punktes 

Wie  früher  schliessen  wir  weiter:  augeuommeu,  mau  habe  For- 

mein  tp^»)  constrairt,  welche  in  ihrem  geometrischen  Anfbau  uns 
Terhttrgen,  dass  immer  der  Pnnkt 

Xt  =  ^1 

auf  der  Fläche  A; 

sich  befindet,  wenn  y  und  x  darauf  liegen,  so  muss  —  als  mathe- 
matische Identität  —  sieh  beim  Einsetzen  dieser  ^Functionen  in 
die  Fläcfaengjeicbung: 
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A.'  V  -  0 

ergeben,  dase  Ä  ein  Dmeor  von  A'  ist 

Denn  stollon  wir  uu8  einen  der  unendlich  vielen  Punkte  der 
Fläche 

0,8-0 

vor,  etwa  x\  so  v,e\s^  mau  schon  ,  (l?\«s  nach  cffbctiver  Berechnung 
der  9)-Functioncn  bei  Einsetzuog  der  Zahlen  x^',  stf\ . . .  in 

(welch  letzercß  die  Symbole  V,,  a*g  .  ,  .  enthält),  A'  deswegen  ?er- 
Bchwindct,  weil  der  Puukt  gp  auf  .1  gelegen. 

Da  dies  nun  aber  für  jeden  der  unendlich  vielen  Punkte  x' 
anf  A  gilt,  so  muss  der  algebraische  Ausdruck  von  A'  —  der  durch 
die  Allgemeinheit  seinor  alle  Zalilcn  uinfasseiulcn  Buchstabcnzeichon 
a-,,  ^,  ...  Tu  alle  Punkte  einer  Fläche  A  aufzunchiuou  geeignet  ist, 
iudcm  mau  eben  nach 

«.»-0 

nebenbei  schreibt  — ,  durch  eine  zwischen  A  und  A'  bestehende 
Identität  von  der  Form 

A^f.A' 

die  logisch  featgcttoUte  Tatsache  sichtbar  maebon,  dass  eine  belie- 
bige Zahlengruppe  «i*  . . .  Xf/  mit 

J  —  0   auch   ^'  =  0 

erfüllt  (f  darf  dabei  selbst  eine  Function  der  »  sein).  D.  h.  die 
Ansrechnnng  wird  and  muss  zum  Ansdmck  bringen,  daas  die  Fläche 

einen  Teil  der  transformirten  Fläche 
bildet 

Um  die  Transformation  irirUich  hersnstelIeD,  setzen  wir 

—  in  0«*  =  0 

ein,  am  zn  erhalten: 
wobei  TOransgcsetzt  wird: 
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Wir  fiudeo: 
daher 

H :  A  —  («ras*) :  —  (o^'a«) 

SdüioBBKch  hat  man 

Diese  Zuweisung  T  ist  oiuo  involutoriscLe;  dcuu  wäre  y  sowie 

eTu  bestimmtes,  aus  x  errechnetes  A",  vorgcgcl>»"ii ,  so  würde  sich 
als  dritter  Scliiuttpuukt  mit  der  Fläche  auf  der  Vcrbiadungsgcradcn 
yX'  ofTuubar  wieder  der  Punkt  x'  eins^ellca  müssen,  der  zur  Her- 
st eil  uug  von  X*  gedient  hat 

Durch  Einsetzen  des  Wertes  von  A'  in  die  Flächengleichong 
erhalten  wir  A'  und  erfahren  dabei,  welches  der  Factor  /  ist,  am 
welchen  A'  gegen  A  multipUcativ  vermehrt  erscheint : 

(hierzu  ist  die  Gleichung  A  mit  dem  Symbole  c  gescbriobea  worden, 
ebenso  Ix  mit  a  und  b). 

Nun  ist  nach  der  Yonmssetznng 

e/  — 0 

Demnach  erscheint  die  orsprllngliche  Form  behaftet  mit  dem  Enbos 
eines  linearen  Factors  —(bg*bs).  Will  man  demnach  Formeln  auf- 
stellen, fttr  deren  Anwendung  die  Ueb^tthmng  von  A  nach  eine 
voUst&udig  identische  ist,  anch  der  Form  nach,  so  hat  man  statt 
Tx  verbessernd  so  schreiben: 

NXi  —  —  (fly  ax')  yi  +  (fly*  ax)  ar, ;    N  =  (a*  ') 
Es  sei  bemerkt,  dass  für  den  Funkt 

flw  — 

alle  Trausformatiousfurmeln  illusorisch  werden.  Denn  mau  hat,  mit 
oder  ohne  is'enner  schreibend: 


1)  Es  sei  hervorgehoben,  daas  der  involutorigclie  Charakter  der  Involution 
Tg  nur  erkannt  ist,  so  lange  Punkte  der  vürgegebenen  Fläche  A  transfor- 
mirt  werden.  Dass  obige  Formeln  überhnnpt  invulutorisch  sind,  für  alle 
Punkte  (xj,  jTf  ...  Xu)i  wird  apitcr  (§§  8—10,)  erwiesen  werden. 

2)  liier  bedeuten  die  Klammern,  dass  jeder  in  ihnen  enthaltene  Aus- 
druck durch  cfTective  Bestimmung  der  Symbole  atugerechnst  und  dattB  «tft 
Potensirt  werden  soll.  Strenger  wira  (a»* a»)       <^ti)  •  (^z^^y)  ^'  '*  ^ 
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wegen 

Andrerseits  entspricht  jedem  Punkte      fttr  welchen 

Oy*««  =  U  ist, 

Xt  {ayOx'^)yi 

d.  b.  der  ganzen  Flftche 

a/«ä,  -  0 

entspricht  der  einzige  Punkt  y. 

Die  fi  Ausdrücke  der  Xi  stellen  also  Flächen  zweiten  Grailes 
vor,  die  den  Fuukt  y»  '  • '  I/m  gemciui»cbaftlich  besitzen;  mau  kann 
aber  leicht  zeigen,  dass  sie  sich  sämtlich  dort  berühren  0 

Um  dies  nachzuweisen,  bilden  wir  die  Gleichung  der  Polarfläche 
einer  solchen  Fläche  AV,  genommen  für  den  Punkt  j^^,  ji^  . . ,  y^u  als 
Pol  und  geschrieben  mit  s  als  laufenden  Coordinatcn. 

gibt  polarisurt: 

da 

a/-0 

Diese  Tangeutenfladie  ist  daher  dieselbo  fttr  alle  f»  Flächen  Xi\  sie 
ist  überdies  die  Tangentenfläehe  an  die  vorgegebene  Fläche  dritten 
Grades 

Wir  werden  diese  geometriscben  Untersacbnngen  später  erledigen 
und  kehren  zn  onsem  Formeln  für  NX  sorllck,  nm  denselben  den 
Sats  zn  entnehmen: 

,,Für  eine  Function  von  höherem  Orade  als  dem  zweiten  ist  es 

—  im  allgemeinen  nnd  auf  ^en  beliebigen  Punkt  ysicb  stätzend 

—  nicht  mOgUch  durch  ganze  Functionen  der  Tariabeln  als  Trans- 
formationsformeln  X  die  Form  in  sich  selbst  ohne  Factor  äberzu- 
fähren/« 

Specielle  BoispiCiC  für    =«»  3. 

A  <Mfj*4*/^*»*4"y*«'"i*6*'*t*^*^s "  ö 

liefert 


1)  Dto£c  Berührung  ist  nicht  die  gowOhnlicbo,  sondern  dto  innigste  xa- 
nftchn  der  Identität. 
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(V«*)  «  «»(«yi*+2*»^)+*,(ft%»4.2ly,yi)+«r,(yy,«H- 

-  jfi(«ri«+2l;flf,ir5)+y,(/3«,»+ab<r,r,)+8f,(yac,»+ 

Bio  Substitatioacu: 

lioferu  tirsteos,  wcuu  2  I'uukte  der  Carvo  A  bckuüüL  äiud,  y  uud 
d«B  dritten  Sclmittpankt  der  Geraden  xy  mit  der  Corve,  X,  ra- 
tional; Bio  besitson  zweitens  die  laTolntoriselie  CSgenschaft,  d.  h.  sie 
geben  nach  9i  aufgelöst  genau  dieselben  Functionen  in  den 
welche  ans  den  x{  die  Xi  direct  sa  bilden  gestatten;  nnd  ihre  Ein- 
filhrnng  in  die  Gleichung  der  Gurven  dritter  Ord&nng  il,  an  Stelle 
der     wird  diese  Gleichang  identisch  in  sich  ftberftthrea. 

Zahlenbei^ie!.  Sei  TOigegehen 
d.  h. 

als  y  sei  gewählt  der  Punkt 

Vi  =  1»   y«     2,  y,  —  1 
Die  ausgerechneten  TraDsfönDationsformela  sind 
1^ .  Zt  s  4«i«|  — »,      ((«^   — 2as|*) 

Die  Einsetzung 

Xi»+^M-A;i*-5XjJr,X8  gibt  (it,H-*tH-V-ö*i*i»s).('i--«rf«a)* 

bis  auf  einen  Zahlenfactor;  die  3  Kegelscbnitto  X^X^X^  geben  durch 
dou  Funkt  1,  2,  1^  iu  demselben  die  Carvcntangeute  desselben 
Punktes,  nftmlich 

berahrend. 

Dass  sich  die  3  Kegelscbnitto  X  m  y  sogar  dreipanktig  be- 
rttbron,  wird  später  gezeigt  worden. 


Digitized  by  Goc);^,;Ic 


250  Uojmanni  AUgemtiiu  ParamtnttttrattUung. 

§8.  Geometrische  Eigenschaften  der  FoDCtioneo, 
welche  die  involntoriBche  Sabstitution  vermitteln. 

Setzen  wir  eiueo  der  3  allgemeinen  Ausdrücke  g?»  für  die  trans' 
formirteu  Coordinateu  J^,  etwa  gpg,  —  0,  so  hat  man 

9»  =  W      H  —  {aj:  Oy")     -  ü ;  ^ 
Demnach  wird  jeder  Pnnkt  «/,      a»^',  welcher 

befriedigt  nnd  der  Cnrre 

«,•-0 

angehört,  transformirt  in  einen  Punkt 

A",'  —  endlich 
X^'  —  endlich 
Z,'  -  0 

demnach  liegen  alle  jeuo  Curvcnpuukte  X\  welcho  durch  uiisre 
Traneformationen  zugewiesen  worden  den  Schnittpunkten  des  Kegel- 
schnitts 

9»  — 0 

und  der  Curve 
anf  der  Geraden 

Nun  hat  abor  diese  Gerado  mit  der  Curve  dritten  Grades  nur  3 
Schnittpunkte  gemeinschaftlich  —  daher  kann  der  Kegelschnitt 

mit  der  Curve  rtur  3  von  y  verschiedene  Schnittpunkte  aufweisen; 
er  muss  demuacii  iu       y^  die  Curve 

dreipunktig  berühren. 

Wir  können  diesen  Schluss  leicht  verallgemeinern  und  zugleich 
neoe  Sfttze  gewinnen. 

Wenn  3  Punkte       Jf^^,  X^^^  der  Curve 
gleichzeitig  auf  der  Geraden 
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liegen,  so  ist  «ucb  für  jeden  der  drei  Punkte  aof  derBelben  CiirTe, 
welche  die  drei  X  durch  Transformation  erzeugt  haben : 

«[(«y  «*'^)  •  yi  —  (ff  JT  %*)  a-i']  +  ^  [  (%  ox'  ^)    —  (a,  o,*)  sc,'] 

dato  noch 

sie  sind  also  Schuittpuukte  des  Kegelschnitts  i>  mit  der  Curve. 

Dieser  Kegelschnitt  D  nnn  hat  an  der  Steile  y  genau  dieselbe 
Tangente 

Oy*  =  0 

wie  die  3  einzelnen  Kegelschnitte  9),,  ans  welchen  er  additiv  Xttsam- 
mengesetst  ist}  d.  h.  £>  berührt  die  vorgegebene  Carve 

j1  —  0    oder        —  0 

im  Puukto  V  — ;  einstweilen  also  wäre  eine  —  zweiponktige  Be- 
rübrang  in  y  erkannt 

Nun  gilt  aber  als  Anwendung  des  bekannton  Sclinittpanktsatses 
von  3  Cnrren  3ter  Ordnung  durch  8  Punkte  der  Lehrsata: 

„Liegen  die  3  Punkte  JT',  X"^  X^^  einer  Curre  dritter  Ord- 
nung auf  einer  Geraden,  und  sind  deren  Projeetionen 
auf  dieselbe  Curve  von  einem  festen  Curvenpunkte  y  aus,  so  berfihrt 
jener  Kegelschnitt  i>,  welcher  durch  s',  s'',  se^  sowie  durch  zwei 
in  y  unmittelbar  benachbarte  Curvenpunkte  geführt  werden  kann, 
die  Curve  dritter  Ordnung  3  punktig  in  jr 

Demnach  berflhrt  unser  obiger  Kegelschnitt,  der  durch  Trans- 
formation aus 

aXx'\'hXi'\-eXi  —  0 

entstand,  iu  y  diu  vurgcgebeuc  Curve  dritten  Grades 

dreipunktig. 

Somit  wird  jeder  Kegelschnitt  von  der  Form 

die  Curve 

in  y  dreipunktig  berllhren.  Denn  er  geht  durch  die  Frojectionen  « 
der  3  Punkte  X^  in  welchen  die  Oerade 


J)  Dieser  Sutz  ist  umkehrbar. 
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Nun  ist  nach  der  YoraiMaetantiig 


Vi  Vi 


0 


ferner  sind  alle  hier  Torbandenen  links  vom  Striche  stehenden  Grossen 
nach  der  Voraassetzong  8  gleich  den  für  a  entsprechend  gebildeten; 
das  Zosammeulialten  dieser  beiden  Voraussetzungen  zeigt,  dass  die 
Zahlen  y^nv^  oben  eingesetzt  die  Bedingung 

befriedigen. 

2)   Ist  das  System  S  erfallt,  so  sind  die  beiden  Kegelschnitte 

0fa»*ssO    und  ßtßs^-'O 

vollständig  identisch.  Bildet  man  nun  die  Polare  des,  uämlicbon 
Punktes  if  (seine  Tangente)  in  Bezug  auf 

a^üg*  »0  als  Oy .  Oy .  a«     Oy'ax  0 
und  andrerseits  in  Bezug  auf 

ßyßs^^O  als  ß,*ß»^0 

so  mflssen  beide  Gleichungen  der  Tangente  ToUst&ndig  überein- 
stimmen.  D.  h. 

a^^ox  =  0 

muss  in  allen  darin  vorkommenden  3  Coefficienten  identisch  sein  mit 

ßlf'ßs  «  0 

Wenn  man  will,  kann  man  diesen  Sehluss  deutlich  machen  durch 
das  Hinschreiben  von  ß^ßs*  —  0: 


ßi'ßw 
ßiißv 


'M-hß».  ßy 


ßizßy  <'yiH-)rßnßy  I  •  fs^a  +  Z^asi^v !  •  V^^a 

wo  wiederum  links  vom  Striche  Zahlen  stehen,  fttr  deren  Gleichheit 
mit  den  fflr 

a^az*  —  0 


gütigen  durch  das  System  S  Sorgo  getragen  wurde. 
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Demoacli  Biod  die  Formeln 

«ad 

9»< «-  JT.  (iJjfMy.-(iJ#/8»*)« 

identisch  bei  Bestehen  der  6  ficlationea  S.) 

Somit  werden  durch  ciit  solches,  eiumal  aufi^ostcUtcs  System  der 
<pi  unendlich  viele  Cnmn  dritter  'Ordnung  mit  gemeinachalUlohem 
Punkte  9  (und  gemeinsebaftlicher  Tangente  in  ihm)  gleichzeitig 
in  äch  selbst  tranaformirt  und  keine  diese  Gurren  ist  vor  den  flbrigen 
ausgeseicbnet 

Es  sei  bemerkt,  dass  die  4  Punkte,  in  welchen  die  4  von  y  aus 
an  eine  solche  Curve  möglichen  Tangenten  dieselbe  berühren,  auf 
dem  festen  Kegelschnitte  (%a^^)  =  0  liegen;  somit  auch  die  Doppel- 
punkte der  im  Systeme  vorkommenden  Curveu  vom  Geschleckte  0. 
Dass  solche  Curven 

sich  überhaupt  unseren  Bcdiuguugca  iS  lügen  können,  wird  durch 
dio  geringe  Zahl  der  letzteru  erwiesen. 

Unser  oft  gebrauchtes  Beispiel 

gibt  bei  der  Verfügbarkeit  über  aßyS  dio  Existenz  jenes  Curven- 
systems  von  gicicucu  Trausformationen  nochmals  zu  erkennen. 

S  10.    Erweiterung  der  Anwendbarkeit  der  für  ebene 

Curven  dritter  Ordnung  gefundenen 
Transformationsformolu;   Bildung  von  involntorisch- 
qnadratisehen  Cremona-Substitutionen  der  Ebene. 

Die  Curveu 
welche  einer  vorgegebenen  Curve 

in  der  Weise  des  vorigen  Paragraphen  zugeordnet  sind  durch  die  6 
Relationen  überdecken  die  ganze  Ebene.  Denn  man  hat  Freiheit 
genng  hei  der  Bestimmung  von  ihren  9  Cocfficicntcii  um  dicaelbcn 
durch  einen  boUebigeu  Punkt  z  der  Ebene  hindurchzuführen. 
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liObnaUL  »Die  Trausformatioiieii 
aasgerechnet  mit  Ziigniii4el«gaiig  einer  Torgegebenon  Canre 

aod  eines  festen  Panktes  y  auf  Ihr,  sind,  wenn  angewendet  fOr  einen 
beliebigen  Panki  der  Ebene,  eindeutig  nmlcebrbar  und  swar  iden- 
tisch umkehrbar.    Man  kann  ohne  Ausrechnung  schliessen:  setzt 

man  in  die  Ausdrücke  für  die  noekmals  an  Stelle  der  x,  die  für 
Xi  gebildeten  Ausdrücke  ciii ,  so  crliält  man  ideutisch  die  Coordi> 
uatcu  X|  7-3  wieder  (allerdings  behaftet  mit  dem  sich  gleicbmässig 
eiustolleudcn  C'actor 

Beweis.  Fflr  die  Punkte  der  Cunre 

ist  der  Satz  aus  der  geometrischen  Entstehung  (§  7.)  der  «»-Formeln 
zu  folgern. 

Ist  nnn  ein  Punkt  »  vorgegeben,  so  kann  man  dnrch  ihn  eine 
Cnnre  dritter  Ordnung. 

legen,  mit  gleichzeitiger  ErfOUnng  der  6  Bedingnngen 

S  J  Ä*Är  —  «t*«yi      Ai  Ar  —  «ai«jf 

'  ßi'ß»  —  «8*%»      A» Ar  ~  «11 

(dass  ßg*  =  0  folgt  hieraus) 

Wendet  man  auf  den  Punkt  z  dieser  neuen  Curve  ß  die  Trans- 
formation 

an,  welche  vidlstUidig  in  den  darin  Torkonmenden  Zahlen  mit  der 
fOr  die  o-Cnnre  gebildeten  identisch  ist,  so  entsteht  ans  dem  Cnrven- 
punkte  «  jener  Punkt  als  zugehöriger  in  welchem  die  Yerbindnngs- 
gerade  tou  9  nach  «  die  Cnrve 
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scliiKMilet.  Wendet  man  auf  Z  mm  iioclimals  dieselbe  zuU  tzt  ge- 
brauchte Transformation  7'x(r"  an,  so  muss  man  wieder  den  Punkt 
z  erhalten  —  weil  eben  für  alle  Punkte  auf 

die  Znordnang  Tjißi  eine  involntorische  ist. 

Nachdem  dieses  bewiesen,  können  wir  die  Uilfscurve 

0 

ganz  oliminiren;  wir  können  uns  vorstellen  als  sei  fori  während  nur 
mit  der  für 

««»  =  0 

gütigen  'ü-Formeln  operirt  worden  ohne  die  Carve 

jemals  effecÜT  hergestellt  zu  haben  —  und  gewinnen,  da  ja  die  Tx' 

Formeln,  als  mit  den  'yV'^^-Formcln  identisch,  mit  Ictztcron  über- 
einstimmende Schlussrcsultate  liefern  müssen,  den  Satz :  die  Formeln 
7.T  ftthrrn  bei  zweimaliger  Anwendnng  rton  vorgegebenen  Punkt  z 
in  sich  selbst  zurück;  ihre  Umkehrung  ist  domuach  für  jedou  Pnnkt 
der  Ebene  eine  eindeutige  und  involntorische;  d.  h.  jeder  transfor- 
mirtc  Punkt  Z  liefert,  wenn  der  ihn  erzeugende  Punkt  z  nicht  ge- 
geben wäre,  denselben  durch  Anwendung  der  Transforraationsforineln 
auf  Z. 

Auch  die  directe  Ausrechnung  der  Formeln 

qp*  —  X#  =s  (ay  ax*)  yi  —  (o*  a^^  »t 

müsste  die  Umkehrbar keit  ergeben ;  aber  es  schien  uns  wissenschaft- 
licher anf  diesen  für  alle  Punkte  der  Ebene  giltigen  involutorischen 
Charakter  der  Formeln  zu  sch Hessen,  als  ihn  durch  Kechnuug 
KU  erholen.  Jeder  algebraische  (wie  logisch-geometrische)  Satz  ist 
eine  Identität,  d.  h.  eine  Banalität  —  nur  darch  das  Vermeiden 
jedes  Beweises,  der  sich  anf  directes  Ansreehneu  einer  Formet 
stutzen  wollte,  nur  bei  consequeüter  ansschtiesslicber  Verwendung 
der  Phantasie,  die  mit  ihren  Schlflsseu  dtni  Rechner  Toranseilt, 
verdient  die  Geometrie  den  Namen  der  Hty^itg  Tegctyntirtav  ov 
ßk(7ionivaiv  und  ihre  Existenzberechtigung.  Dieses  Gefühl  Hess  es 
uns  entschuldbar  scheinen,  wenn  —  zur  Constatiruug  des  eigent- 
lichen Charakters  unsror  Transformation  bei  ihrer  Anwendung  auf 
die  Paragraphen  8  und  9  als  vorbereitend  eingefügt  wurden. 

Die  Curven  dritter  Ordnung  gewähren  somit  die  Möglichkeit 
involutorisch-qnadratische,  d.  h.  Crcmona-Xransformatiouon,  zn  bilden, 

Areh.  dw  1C«tli.  «.  Plijii.  S.  Ueik«.  T.  VIIL  17 
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und  zwar  cmbeint  hierbei  von  letzteren  der  spocialisirondo  Fall, 
wo  3  Hauptpunkte  der  Thinsfonnation  in  einen  zosammengeraekt 
sind.  — 


§  IL  Independonto  Heratellnng  von  Boispielen  far 
involntorisch -quadratische  Transformationen. 

Nicht  jede  Znsammenstollang  von  3  AnsdrUcken  zweiten  Grades 
9«,  die  man  willkttrlich  gebildet  hatte 

^,  —  JTj  =  V,(<c),         —  fp^im) 

wfirdc  eino  eindeutig  umkehrbare  Transformation  der  Ebene  vor- 
stellen  —  böcbstens  würden  jene  Formel  aasreichen  eine  vorge- 
gebene Cnrve  in  eine  andre  zu  transformtren  (Salmon-Fiedler, 
Hdhere  ebene  Cnrv.  Art.  341). 

Koch  viel  weniger  wurden  boliobig  gebildete  Ausdrücke  obit^er 
Art,  idcutisch  umkehrl)arc  Transformationen  vorstellen.  Beisjuels- 
woiso  ist  die  von  Salinou  a.  a.  0.  Art.  330  gegcbeuu  Substitution : 

trotz  ibrcr  grossen  Einfachheit  nicht  identisch  umkehrbar;  sondern 
die  Auflösung  nach  den  9i  ergibt: 

ar,      XiX^\  —  X^*\      a?^  X^^-\^mX^ 

Auf  die  Frage  nun:  „wie  kann  man  Beispiele  bilden  von  iden- 
tisch umkehrbaren  Cremona-Transformationen  mit  zusammenfallenden 
Hauptpunkten  vermag  die  von  uns  vorgetragene  Theorie  der 
Transformation  von  eheneu  Cnrvon  dritten  Grades  vollst&ndige  Ant- 
wort zu  geben. 

Durch  Annahme  einer  willkürlichen  Cnrve  dritter  Ordnung  können 
wir,  nach  dem  Vorhcrtzehcuden,  Transformatiouea  der  ganzen  Ebene 
bilden,  die  identisch  umkehrbar  sind. 

Zwe(^  des  gegenwärtigen  Paragraphen  soll  es  sein,  uns  auch  von 
der  Heranziehung  solcher  Cnrven  zu  emancipiren  und  wo  mOg- 
lieh  direct  involutorisch-qnadratische  Transformationen  zu  bilden. 
In  diesen  Formeln  wird  in  nichts  mehr  —  änsserlicli  —  der  Ge- 
dankengang erkennbar  sein ,  dem  sie  ihre  Existenz  verdanken  ;  aber 
eben  hinter  dieser  Bilduugsweise  verstecken  sich  Curven  dritter  Ord- 
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nung  -  die  flbrigonfl  niemals  effocti?  zn  machen  sind  —  nnd  irar 
die  Vorstellung  von  dem  Bestehen  einer  solchen  Gurre  dritter 
Ordnaug  wird  uns  das  Mittel  geben,  die  identische  Umkehrbarkeit 
der  anfznstellenden  quadratischen  Transformationen  za  beweisen. 

Lehrsatz.     „Sind  Oj,,  «oo,  «33,  «231  "12  ^'  beliebig  vorgo- 

gcbcne  Grösscu,  uud  erfüUoa  die  Zahlen  y^^  y^,      die  Bcdiuguug: 

dann  hat  die  Transformation 

nicht  nur  den  Charakter  einer  Cremona-Transformation  mit  3  in  y 
zusammenfallenden  Hauptpunkten,  sondern  die  Formeln  für  sind 
identisch  umkehrbar.'' 

Beispiel: 

Xi  =  3(;/-,  -  4-  j-jj-  —  a-a^)  ~  (3r,  -f-  43?^  —  5x3)3- j 

ist  entstanden  ans  df^r  Gleichnng 

welche  von 

yi  — 3,  tfi^^ 

erfüllt  wird. 

Dif»  Ersetzung  der  r,-  in  diesen  Formeln  durch  ihre  hoinologon 
Ausdrücke  .Y,  selbst  iimss  als  Resultat  a:,-  erscheinen  lassen,  behattet 
mit  dem  Kuhns  der  linken  Seite  der  Taugentengleichuug  für  3,  4, 
5  au  die  3  Kegelschnitte 

Beweis.  Man  unterwerfe  die  Coeftlcienten  einer  Onrve  dritten 
Grades  folgenden  ti  Bedingungen,  wo  y  dem  f(y)  =  0  gcuUgt: 

"^^^  "i/  =     ^'^^1  ^'i  +  "^39 1/2  +  ^333  5^3  9'  ^33 

2a,s  o  ^  =  2(«jja,    4-  aj53f    +  «233  i/s)  ^  2 .  ^ .  a^j 

17» 
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In  dicsoti  6  Gleicbungon  sind  die  ^,  sowie  die  6  Grössen  (Goef • 
ficienten)  bekannt,  fttr  die  11  Unbekannten  «a/,  q  ergibt  sieb 
demnacb  nocb  grosse  Bewcgnngsfreibeit. 

Stollen  wir  nnn  die  10  CocfficitMiffMi  uns  als  lixirt  vor,  d.h.  als 
wirklieh  gojicbune  Zahlen,  so  können  wir  die  0  GU'irliunf?en  multi- 
pliciren  mit  den  6  Grössen  ^y,-,  y^'^^  y,^^,  y^y^^  y^y^,  y^y^  respective. 
Wir  erhalten  rechts 

"11  yi*"f  öMyt*+öasy8*H-2(aMy«  -f-«ai  yajft  +«nyisrs) 

was  nach  der  Voranssetzung  «  0,  links  entsteht 

^  «//*  0 

d.  Ii  <U  r  Punkt  y  linn:t  auf  der  den  Bedingungen  entsprechend  be- 
stimmten Curve  dritter  Ordnung. 

Diese  Garve  kann  nun  benutzt  werden,  nm  eine  fOr  die  ganze 
Ebene  brancbbare  involutorisch-quadratische  Crcmona-Transformation 
zu  liefern: 

Xt  ="  (a,  as^)  yi  —  (ajr  tri 
aber  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  {a^ox'*)  zusammenfulit  mit 

«11 V+  •    — /(«) 

ebenso,  dass  («4  oy^)  identisch  ist  mit 

Denn  es  ist  beispielsweise  in  {axa„*)  der  Factor  von 

(«, -  n,,  .  y■^~\-  a^i  a,, .    -f  «,3  a,, .  1/3) 

dies  gibt  aber  nach  der  obigen  Tabelle  aber  die  Werte  der  Gocf- 
ficicntcn 

5  f 

(««yi+öjtyf +«i«y»)  =  iä^^ 

Die  Transformation  durch  die  quadratischen  Functionen  unsrcs 
Lehrsatzes  ist  also  dieselbe,  welche  —  mit  Hilfe  einer  bestimmbaren 
Curve  dritter  Ordnung  gebildet  —  die  £bene  involutarisch  abbildet. 
Dies  war  zu  beweisen. 

Beim  Gange  des  Beweises  war  es  niemals  nötig  die  Goef&cfenten 
aiu  wirklieb  zu  bilden  —  *,  auch  wenn  wir  im  folgenden  Zahlenbei- 
spiele eine  Curve  dritter  Ordnung?  effectiv  hoistelleii ,  so  geschieht 
es  nicht  um  den  Beweis  unsrcs  Satzes  irgendwie  zu  bekriiftigen,  sondern 
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um  das  Material  zu  liofern  zu  nachtrftglicber,  rechneriseher 
Bestätigung  nnsrer  SchlttBse. 

Zabtenbeispiel.  Wenn  vorgegeben 

m  -  - 6y,»~6ari»+17y,»+2(8»iif,+7y,y,-18jrtyt) 

80  wird 

'     fix)  -  0 

befriedigt  von 

y,  =  1,      —  1,  ys  —  1 

"Wir  finden  als  eine  der  uucmllich  vieleu  Curven  dritter  Ordnuug, 
dereu  (joefficieütcu  den  6  Bedingungsgleiclmiigen  geuügeii,  die  folgeude: 

Stet«— «6,«-!- ö«,» 

Beide  Curven ,  der  Kegelsclinitt  wie  die  Icubieche  Corvo  liefern  dann 
die  Substitutionen 

—  (—  l&c,  — 16^1  +  32ara)«< 

oder 

Q.Xi         llar,»—  6^2* -|-  17V +  16x2X3—  l^^a     — 20x,irg 
ß .  ^,  -  —  5a-,«  + 10/ 4-17*3*  —  16a-sa-3-f-  Uxga-,  —  20x, 
p.J!^        ö«i«  ---6V--löV+32«-,a:3-f  30ii?,«i  — 36x,ar, 

Diese  Formeln  haben  involutorischen  Charakter;  ersetzt  man  in 
ihnen  die  «i  durch  das  homologe  Xi^  so  erhält  man  viedemm 
mit  dem  Factor 

(arj+as^— 2*,)^  behaftet. 

Zweites  Beispiel.  Unsere  schon  benutsten  einfachen  Formeln 
I  7.  Schloss: 

welche  bei  beliebigem  a,  c  die  Eigenschaft  besitzen,  identische 
Umlcehrongen  zozulasseni  sind  entstanden  aus  der  Function: 

und  dem  Punkte  0,  0,  1.  —  Denn  mau  erhält  in  der  Tat 
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Xl^f      -U^^      A.^^  \ 


IT.   Dl«  BylTester-Cayley'sche  Methode  der  Zcrspaltung  der 
iiTOltttorlsek-qiuidrattccIien  Transfomuittoii  eUer  Cure 

dritter  Ordinär* 

§  12.   Beweis  ffir  die  Möglichkeit,  ciuo  Transformation 
oinor  Curve  dritter  Ordnung  in  sich  seihst  aas  zwei 
oben  solchen  Transform  atio  neu  additiv 
;&usammoazu8ctzen. 

Liegt  dio  Gleidiang  einer  Gurre  dritten  Grades  vor,  geschrieben 
in  der  Form 

so  kann  man  auf  dieseibe  unsere  quadratisch-involntorisehen  Sab- 
stitntionen 

anwenden,  nachdem  ein  Punkt  c(y)  der  Curve  bekannt  ist  und 
tiudot  (Yorgl.  die  Zahleubeispiele  am  Schlasse  von  Abteil.  1.  von  §  7.): 

Jfi  =  ah  ac  9^ —  Ä**!  — c*rj  «3  t^x^x^ —  bc  Xj*  \ 
Xf-  «•  hex^ + Äa  — t^x^x^ — a'ar^«| + 2k{  b*Xg  — co«^*} 
jr,  »  eaXi*+ebxt*^a*x^Xi^b*x^Xf'^Sk{e^XgXf^€AXi*] 

-  «,(«',ir,ar8)+2i«F,(xjX,T3) 

=  ^2  (  j   i  3-s  +  2k      (xj  ar,  0:3) 

—  <I>3(irlX2Xa)4-2^•5^5(a•la•Jfl-s). 

Herr  Sylvester  hat  bemerkt,  dass  man  die  Yoranssetsoiig 

benutzend,  für  obige  Formeln  als  identisch  die  Froportionon: 
X|:.ar,:Z,-  «i:9,:98-> 

nachweisen  kann  (für  jeden  Punkt  der  Curve  A)  —  vgl.  die  ersten 
Seiten  seines  Aufsatzes  über  „Cubischc  Curveu"  im  Baude  Iii  dos 
American  Journal  of  Malhematics. 
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Herr  Cayley  bat  binzuj^cfügt,  dass  nicht  nur  eine  Curve  A  iden- 
tisch iu  sich  selbst  tr&usforuiirt  wiid  durch  die  Subsütutioaea 

Xi  —  0i   oder  Xt  —  Vi 

welche  Formeln,  für  die  Cnrve  gleichberechtigt  mit  der  Substitutiou 

vor  letzterer  den  Vorzug  grösserer  Einüicfafaelt  haben  —  sondern 
dass  ancb  die  beiden  Systeme 

ohne  allcu  ZusammcnhaDg  mit  einer  Curve,  bei  beliebigen  a,  e  — ' 
die  Punkte  der  Ebene  involutorisch  ordnen;  su  dass  also  die  Auf- 
lösung der  <!>,•  nach  den  a-,  fttr  letztere  dieselbeu  Formeln  —  zu 
schreiben  in  den  Xi  —  liefert ,  wio  sie  oben  ausgerechnet  stehen, 
geschrieben  iu  den  n  —  dasselbe  gilt  für  die  (Johu  Hopkins 
Univcrsity  Ciruulars,  pag.  178). 

Zahlenbeispiel.  Die  Gnrre  (§  7.,  1)  mit  dem  Pnnkto  1,  3,  1 

wird  nicht  nur  durch  die  dort  gegebene  zusammen  gesetzte  Trans- 
formation in  sich  selbst  trausformirt,  sondern  auch  durch 

JT,  =   argdr^— 2x|* 

=  4»,  x,  -  a?2* 

oder 

Xi  —  S8«8*+ 

Beide  Systeme  sind,  jedes  für  sich,  für  alle  Punkte  der  Ebene 
iuvolutorisch. 

Wir  geben  fttr  diese  dorch  Ansrechnnng  gewonnenen  Sfttze  fol- 
genden 

Beweis. 

Wir  wenden  auf  die  voigegebene  Curve 
di<v  Transformationen 
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^X^  "  ca  a*2^  —     a^8  a? j 
«^a^* — c*afi*g 


ftn  und  erhalteii  alB  transformirte  Crnre  in  der  X>£bene,  dnrch 
Elimimition  von  4  Grössen  ans  4  Gloicbongon :  dne  Gnrre 

6  ton  Grades  deren  rcchnorisch  entwickelte  Form  nnten  folgt. 

Uebor  die  Gestaltung  dieser  Curvc  küuuon  wir  einiges  geome- 
trisch schliossoii :  wendet  man  auf  die  9  WcndepuuUtc  der  Curve 
die  'i'-'Irausfunnatiuuüu  au,  so  cutspricht  dem  x-runkte 


Man  findet,  dass  nicht  nnr  die  ansgereclineten  9  Punkte  Xi  V  ...9' 
der  CurvengleichuQg  >t  genttgen,  sonderu  auch  jeweilig  mit  dem  nor 
gehörigen  Wendepunkte  auf  einer  Geraden  durdi  a,  2»,  o  liegen. 

Wollte  man  die  9  ansgerochneten  Ponkte  als  Pnnkte  der  as- 
Ebcno  auffassen  und  in  die  Z^Ebene  transformiren,  so  wflrdeu  sich 
genau  entsprechend  die  9  Wendepunkte«  diesmal  der  JKVEbene  za- 
gerecbnet,  wieder  einstellen. 

Demnach  werden  bei  Auwcuduug  der  ^-Transfürumtiuii  18 
Punkte  der  Curve  Ä  in  18  Punkte  derselben  Curvc  übergeführt. 

Dies  ist  nur  möglich ,  wenn  die.  durch  die  'F-Transformation 
aiis  A  abgeleitete  Cnrvo  A'  als  Bestaudteil  die  Curve  A  enthält  ''da 
18  Punkte  der  trausforniirtcii  Curve  A'  auf  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung liegen,  so  trcuul  sich  zunächst  von  A'  eine  solche  Curvc  ab; 
diese  ist  identisch  imt  weil  sie  mit  A  18  Punkte  gemeiuscbaft- 
licb  bat) 


1)  In  der  Tut  Ist  die  transfonniTtc  Glefchnng  flnsgereolract 
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Dcmoach  der  Sylvestcr-rnvl( y'schc  Sat5?;  (»rstcr  Teil:  7)  „Die 
Curve  A  winl,  wonn  «,  c  auf  iUr  gelegen,  durch  die  Subsiitutionen 
W  in  sicii  traustormirt." 

Wm  die  frflhor  discatirte  Determinante 

hcx^ — H^x^x^    caxj,*  —  b^x^x^^    uitx-^^  —  c^x^x^ 


«5, 

a 


b 


anlatJRt  ,  so  kann  man  für  deren  identisches  Verschwinden  aus  dem 
socbo»  Gesagten  einen  Beweis  ableiten.  Bei  beliebigem  «,  c  ge- 
nügen ihr  die  Coordinaten  XJ.r,^xr^  jener  9  Weudepnukte  1—9;  nebst 
den  zugeordneten  Punkten  1'-  U'.  Nehmen  wir  nun  weiter  eiueu 
beliebigen  Punkt  dazu,  etwa  0,0,  1,  der  fUr  allgemeine  c  nicht 
auf  der  zugehörigeu  Curvc  liegen  wird,  so  zeigt  das  Eiusctzeu  der 
Coofdinalen  des  dazu  gehörigen  X-Pttoktes  in  4t  i 

0  0  1 

0  0  1 

\   a   b  c 

dass  auch  für 

«1  =  0,    «fSsO,    «8  =  1 

J  Terscliwindot  Da  somit  die  Gleichung  dritten  Grades 

^  —  0 

erfüllt  ist  für  18  Punkte  einer  Cnrve  dritter  Ordnung,  sowie  für 
einen  ausserhalb  derselben  gelegenen  Punkt  0,  0,  1,  so  moss  sie 
eine  Identität  sein  Itlr  alle  Punkte  der  Ebene,  bei  beliebigem 

Oy  C, 

Man  scbliesst  nun  ireiter  fttr  die  Punkte  der  Cnrve  A: 

Ist  der  CTirvcnpunkt  z  gegeben,  und     construirt  worden  dnrch 
die  'F-FuiK'tioncn ,  so  kann  man  zu  Z  den  cutsprcehendcu  weiter 
transformirten  Punkt  Z'  der  A'-Ebeuo  suchen,  naclidem  Z  als 
Punkt  aulgefasst        den.    Z'  muss  erstens  der  Curvo  angehören 
(Satz  7),  zweiteus  auf  der  Gcradeu  vou  Z  nach  a,ö^c  iicgeu  ij=0)\ 
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mu88  domiiach  mit  dem  a  i)riori  f^pwähltcn  Curvcupnnktü  z  zusam- 
nicufallcn,  der  mit  Z  auf  einer  Geradeu  lag. 

Daher  der  Satz: 

8)  ,)Dic  Formeln  V  liefern,  angewendet  auf  die  Curve  ^,  jo 
zwei  involntoriftch  einander  zugeordnete  Punkte.^ 

Die  Erweiierinif^  dieses  Satzes  wurde  am  Schlüsse  des  „Ex- 
curscs"  mitgeteilt ,  vüu  ihr  ist  obip^c  auf  eine  Curve  bcztiglichc  Aus- 
sage nur  eiuo  spccialisireudc  AnuLüiiuiig.  [Es  sei  hier  einge- 
fügt, dass  die  Frage:  „wolcbes  ist  der  Ort  der  x-Pnnlcto,  die  mit 
ihren  zugeordneten  Punliten  X  Verbindungsgerade  dnrch  einen  von 
a,  e  Tcrsehiedenen  Punkt  d^e^f  liefern?*'  auf  eine  zerfallende 
Curve  führen  muss.  Denn  jener  Bedingung  gonfigen  erstens  die 
Puuktc  diu  Yorbiudnngsgcradcn  von  <2,  fnach  a,  zweitens 
aber  die  Punkte  des  Kegelschnittes  B  in  8atz  2)  des  Excnrses]. 

Wir  YoUeuden  nunmehr  das  Theorem.  Die  Formeln 

pX,  ~  a>j(ie,a-s«,)-f  2J;V](«iars9rs) 

QXi  =  <l>.^(Ä-,a-,a-3)4-2Ä:«f2(ar,a5j«r8) 

habon,  da  sie  —  in  toto  genommen,  ohne  Trennnng  —  direct  nach 
früheren  Methoden  abgeleitet  wurden,  die  Eigeuschaft  eiucu  be- 
stimmten Puukt  der  vorgegebenen  Curve  ^  übcrzuftthren  in 
einen  Punkt  Z3  derselben  Cnrve,  der  mit  a,  c  uod  s  anf 
einer  Geraden  liegt 

Die  ansgerocfaneten  Zahlen  Z^Z^Z^  sind  definirt  durch 

gZt  —  ^,(«1  %*|)+2l;^t(«iis»|) 

Hätten  ^vir  aber  die  ^F-Functionen  allein  angewendet,  so  hätten 
wir  hierbei  ebenfalls  aus  ziSf^z^  einen  mit  s  und  abc  auf  einer  Ge- 
raden liegenden  Tunkt  erhalten.  Dieser  durch  die  *F-Functionen 
ausschliessli eil  bestimmte  Punkt  kann  kein  andrer  sein,  als  der  vor- 
hin bestiiiiiiiiü  Puukt  Z.  Demnach  genügen  die  3  vorhin  errech- 
neten Zahlen  Z^Z^Z^  den  Olcichungon 

9Z^  -  Vi{HH*%i 

üZ^  —  *»(«1Ä»«8)* 
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Die  Grössen  <P<  mttsson  domnach  der  Proportion: 

genügen,  für  jeden  Paukt  der  Curve  A. 

Kurzer:  9)  ,,Fflr  die  Ponkte  der  Cnrve  A  ist  die  qaadratisehe 
Gremona-Transformation  O  vollständig  in  ihrer  Wirkuug  idontiscli 
mit  der  Ü^'-Function.  Beide  liefern  bei  vorgegebenem  Pnnicte  »  der 
Garre  den  auf  der  Verbiudnugsgeradeu  von  a,  6,  e  nach  m  liegenden 
Gorvenpnnkt  als  zugehöriger  ^^-Punkt.'^ 

In  der  Fassung: 

findet  sich  der  Sats  an  den  beiden  dtirten  Stellen  ausgesprochen. 

In  der  rechuerisclien  Durchführung  des  Beweises  für  se  Iden- 
titäten wird  die  gegebene  Voraussetzuug  auftreten;  denn  beide  Sub- 
ötitutioueu  '1»  und  sind  a  iinori  fast  vollständig  (für  die  Ebene) 
verschiedenartig,  selbst  vrenn  die  Werte  der  sie  jeweilig  bestimmen- 
den Gonstanten  a,  b,  c  gleich  sind  für  beide  Formeln  — ;  sie  können 
gleiche  Wirkung  nur  haben  fOr  etnegans  bestimmte  Curve,  deren 
Lage  von  den  Constanten  a^h^e  abhangen  muss. 

Wir  geben  schliesslich  einige  BesuUate  für  die  <P-Fanctionon, 

wie  sie  aus  obigeu  Sätzen  folgen: 

10)  „Dieselben  teilen  mit  den  ^-Functionen  alle  Eigen  Schäften, 
die  sich  auf  die  Lage  der  der  Transformation  unterworfenen  Gar- 
venpunkte beziehen.'^ 

11)  „Aber  sie  können  mit  den  9>'-Fanctionen  nicht  dieselben 
3  Hauptpunkte  gemeinschaftlich  haben,,  mit  Ausnahme  von  a,  eJ* 

Beweis-    Die  'F-Fuuctionen  verschwinden  an  den  3  Stellen  o, 
c}  a,  be^  c€-j  a,       C£.  Aber  die  zusammgcsutztcü  Formeln 

können  ihrer  Entstehung  nach  nur  für  den  einzigen  „transformiren- 
den  Punkt**  a,  c  illusorisch,  d.  h.  gleichzeitig  =s  0  werden.  Dem- 
nach mOssen  die  iP-Functionen  für  die  beiden  «-Punkte:  o,  es'; 
o,  Sf',  «t,  fttr  welche  die  V  verschwinden,  von  null  verschiedene 
Werte  ergeben. 

12)  ,,Demnach  ist  für  jede  r^-Trausformation  qaadratiscb-in- 

volutorischeu  Charakters 
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eine  Zerteiluog  der  drei  eiozelnen  Sammen ,  welche  jeweilig  ein 
vorstelleo,  möglich,  sodass  fttr  Pnnkte  der  Carve  ajr'  =0  identisch 

und  gleichzeitig 

Aber  diese  Zerteilung  setzt  die  Keontoiss  der  Wendepunkte  der 
vorgegebenen  Gnrve,  d.  b.  die  Auflösung  einer  Gleichung  vierten 
Grades  voraus.** 
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XL 


Ein  Satz  Uber  Biuoinialcoefficienten. 


Von 


J.  Hermes. 


In  der  6ten  Note  d(>r  algebraisdi  ti  Aiialysis  beweist  Caochy 
nnUr  audcrn  äbulichen  Sätzen  auch  den  lolgeadeu: 

MMaltiplicirt  man  dio  BinomialcoefficieBten  ß  irgend  oiaer  Potenz 

2.  B.  der  vierten:  1,  —4,  6,  -  4,  1,  mit  abwechselnden  Zeicbcn  gc- 
nommen,  der  Reihe  uaoh  mit  den  aufeinander  folgenden  figurirten 

Zahlen  einer  höchstens  eben  so  hohen  Ordnung  z.  B.  mit:  3,  6,  10, 
15,  21  und  addirt  die  Producte:  3,  —24,  60,  —60,  2J,  so  erhält 
mau  stets  null,  nur  zuletzt:  + 1/' 

Mit  Anwendnug  der  bekannton  Symbole  fttr  Combinationsan- 
mblen  obno  Wioderholnngen: 


nnd  mit  Wiederholungen: 


lUsst  sich  der  Satz  in  die  etwas  allgemeinere  Formel  1) 


zusammenfassen  und  leicht  durch  Schluss  von  n  auf  n-f-^i  ^^^1^^ 
bewptieu.  Man  addire  znr  letzten  Qloiclinng,  falls  sie  schon  gelten 
möchte,  die  dann  auch  golteudo: 
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in  der  Art  hinzu,  dass  jedes  ^to  Glied  dor  ov^tvn  Sumnit)  mit  dem 
Gliede  der  zweiten  Summe  vereiuigi  wird,  so  ergiebt  sich, 

da 

ist,  Formel  1)  fttr  n-fli  uämJich: 

*2'<-Kr)[."'r)=<-"-[;±:ti] 

Für  n  =  1  geht  aber  Formei  1)  in; 

;]-m-s?i] 

über,  was  nach  der  Definition  der  fi<,'urirlcu  Zabl  [  J  für  jedes  m 
richtig  ist,  m  und  q  zan&chst  als  pusitive  ganze  rAtionale  Zahlen 
gedacht.  FQr  negatives  q  ist 

Die  beiden  Symbole  (  )  und  [  J ,  welche  ja  aach  steht  wesent- 
lich Ton  einander  verschieden  sind,  da 

[7]-<-^0  (T)=(-^>*[:] 

gilt,  kann  man  offenbar  dnrch  oin  drittes 
ergilnxen  nnd  so  fort. 


1)  Bi^kanntlich  gilt  mich 

H^PI]  -  (:)=(;:.) 

Far  k=  0  vmd  k  =  n  ist 


fAr  I:  <  0  nnd  X;  >.  n  ist 
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Wir  gewinnen  dann  folgciuU  n  Satz  2) 

der  als  specidlon  Fall 

«  —  r  =  2^  —  2m 
(nach  Division  mit  i»)  2war  ebenfalls  die  Formel: 


=  n 
^<2 


f'-i>*(r)[r]-« 


k 


outli&U,  aber  docli  nicht  dircct  mit  einem  der  Caucliy*scbcn  Sätze, 
etwa  mit  Formel  9  a.  a.  0.  ideotisch  sein  möchte 


Beweis  von  Satz  2) 

Ist  dersdbe  auch  ebenso  einfach  wie  der  vorher  zu  1)  gegebene, 
so  wollen  wir  doch  des  Folgenden  wegen  vorher  noch  nüher  auf  die 

^  =  I  ^  I  eingehen. 

EHjeben  wir  die  Differenz 

auf  die  ntc  Potenz  und  bezeichnen  M*'-\-{—iyM-^  mit  ör,  so  er- 
hallen wir 

a« «  a«  -  (J)  a»-2+  (^)  a»-*  -  (3)  -« + . . . 

Indem  bierin  dn-'a,  ^n-s  wiederum  durch  Potenzen  ausgedrückt 
werden,  entstehen  die  Erganzungscoefßcicntcn  d,  £s  wird 

MultipHcirt  man  nftmlich  dg  mit  a«,  worin  g  und  O  gerade  Zahlen 
und  G>  g  angenommen,  so  ergiebt  sich: 

nnd  analog  far  angerade  Indiccs: 


1)  Indirect  btingen  diese  Satse  offenbar  «lle  mit  cinnnder  als  Id«D{litateii 
cnsadiiBrtt.  Vgl.  iincb:  Baltterf  Dotcriiiinanieii  $  S,  7  und  10. 
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nebst 

ö«3ff-j-8ff^»i  —  9(7+1,  und  hghu-^du-g  =  dv\-8. 

Zar  Recursion  sind  nun  am  IxMiuoinston  die  zweite  nuii  dritte 
Formel  für  «  =  1  zu  benutzen;  zugleich  erliellt,  dass 

wird. 

Um  also  eine  Tafel  fftr  die  B  m  entwerfen,  liat  man  zunächst 

«*=  l/—  1 

zu  setzen 

6«öti  =-       =  18^   und  Si-«  — 

muss  hier  natürlich  2  sein,  sonst  —  1,  weil  dann  eben  die  2  scbon 
als  Coefficient  borttcksichtigt  ist. 

wird  also  ld^-)-2    Wird  dies  von  noncm  mit 

3»  "» 9i 

genommen  nnd 

hinzugefügt,  so  folgt 

Schreiben  wir  nur  die  Cocfficienten  d,  indem  sich  die  stets  geraden 
resp.  stets  ungeraden  Potenzen  von  d  von  selbst  verstehen,  so  Iftsst 
sich  die  Construction  der  Tafel  far  die  6 


=  1 
a,  «  12 

-  13 

84  =  14  2 

85  15  5 

a«  -=  1  ü  y  2 

—  1    7  14  7 


I)  In  didein  der  vier  FSUp,  wo  dnap  mit  «tC/d*  und  817-11«  immer 
bei  geradem  Index,  mit  2  scbliesst,  ist  dv~m  eine  Stelle  nerli  raelite  aus- 
curttrfce». 
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d«  =  1   8  20  IG  2 

a»  —  1  9  27  90  9 
8,0  —  1  10  36  50  25  2 

folgcuderiiiasscu  zusammcnfasBoii:  „Werden  je  zwei  aufeinander  fol- 
gende Zeilen  addirt  und  das  Resultat  um  eine  Stelle  nach  links  ge- 
ruckt, so  orhält  man  die  Coofticioutea  der  uäcUstt'olgeuUeu  Zeilc'^ 
Zar  Probe  dj^  uach  Formel 

dudn-\-Bu  —  u  —  Bü^u  hat  man: 

a,  =  ...  1   7   14  7 

=  13 


3  21  42  21 
1   7  14  7 


•  1  10  35    4y  21 
07—3  «=  3^  «=»  . .  .  14  2 

3^7^    1  lü  36   50  25  2  also 

=  ö">4-lO3»+3ö3<'+508*H-263=»+2 

I  U)  ^  ^'    (  Ii  \  2]     ****  - 

Auch  ist  die  Summe  der  in  oiucr  Colonnc  bt*fiiidUcboii  Zahlen  «3.2'; 
die  vorletzte  Zahl  in  einer  29  ten  Reibe  i$t  q*  etc. 

Die  Entstehung  dieser  Zahlen  giebt  nun  nnmiltelbar: 
1 


j  r\      (r-l\        _  r(r-3)      r(r-l)(r— 2)(r-:t) 
|2j'*  \  2  j  1.2   ~  l.i.(f'-l)(r--2) 

( r  \      /r— 2  \  _    »•-4\  _  r(r  -4)(r— 5) 
13)      \  3  y   A  1  /  ^1.2.3 

r[r— l)(r-2)  r-3)(r— 4)(r— 5) 
1  2.3'(r-l)(r-2)(r— 3)  ~ 


^)  _  A-(fc- 1)\  /r 


Aldi.  a.  lUib.  a.  Phy«.   i.  UeiUe.  1*.  VIII.  ))i 
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wenn  das  erste  nod  dritte,  das  zweite  und  vierte  Glied  vereiui^t 
werden.  Dies  fuhrt  für  r  -  2  —  «•  auf  obige  Definition  von  d  uäm- 
Hcli  anf 


Eurttck.  Es  Ist  aber  auch : 


r(i'-t>  -  l)(r-p-2)  ...  (r-2H-l) 


Denn  addiren  wir 

(  r+l  ^      (r+l)(r-^  -l)(r    4»    2)  .  .  .  (r-2^-\-i){r -2g) 

1.2.3  ... 


) 


binzu,  80  resnltirt 

1...  P  l  ^+1 

1.2  \H-i> 

wie  oben,  also  inuas,  amli,  da  beide  Male  dasselbe  Gesetz  erhalten 
wird,  und  der  Anfang  ideutiscli  ist: 

_  (r-Q-l\      r(r-g-l)(r-(>-2)  ...  (r~2p+l) 
\     9     J      {9-2)"  1.2.3  ...  Q 

_  r(r  -  l)(>-2)  ...  (r-2€>-f-l) 

/r\  (r-(gH-l))  ...rr-2|)+l) 
(r-1)  ...  (r-^H-l) 

gelten,  was  auch  leicht  direct  folgt 
Beispiel: 
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Ks  liegt  auch  nahe,  obigo  Tafel  zu  erweitern,  indem  z.  Ii. 

(10^     10(-l)(-2)  ...  (-9)  _ 
(10  j  1.2  ...  lü  " 

wäre.  Dadurcb  würde  dann  die  Giltigkeit  dos  Satzes  2)  Uber  die  für 

ursprunglich  vorhandenen  Gn  u/t  n  ausgedehnt  sein.  Wir  erhalten 
somit  die  erweiterte  Tafel  für  d 


n 

—3 

-2 

—  1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 
6 


ISO 


1  6  5  0  0    1  -5 


1 

—3 

y 

-28 

1 

-2 

5 

-14 

42 

1 

—1 

2 

—5 

14 

-42 

1 

0 

0 

0 

0 

q 

0 

1 

-1 

2 

—5 

14 

-  42 

132 

1 

2 

—5 

14 

—42 

132 

—429 

1 

-8 

9 

—  28 

90 

-297 

1001 

1 

4 

-14 

48 

—165 

572 

20—75 
110 
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1  6  9  2  0  0  —1     6  -27 

Es  gelte  nun  für  ein  r  bereits: 

:t[Ul(;)-rilC)+BW--]"[7] 

u»d  in  Bezog  auf  n  — 2  für  ein  beliebiges  r  schon: 

r      (  r-n  V       f  r-1  \  /«  -4\  ]  _  \r  -l-(«-2)] 

i  9-1  1 

80  folgt  durch  Addition : 

4mc)-rt'ic;D+it'iw-] 

-r.-] 

daher  ist  der  Satz  für  jedes  folgende  r  in  Bezug  anf  n  richtig  nnd 
in  analoger  Weise  auch  fUr  jedes  vorbDi*gehondo ,  wenn  nur  noch 

IS* 


27(i 
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gezeigt  wird,  daas  er  fttr  ein  r  gilt,  etwa  far  r  =  n.  Es  folgt  aber 
aas 

a»-a«-(j)aH^a4.(2)ö«_4-  ...  und  aH«a»4-{j|o»»-2 


a*»-2  =  aii-a— ^^öi,_4+... 

et&l 


oder  auch 


ö«-.a«+|;^|a-^+{2}a-*4-... 


etc. 


a«  —  an— aii-2+^2)^H-4— . 


-Gh'-(:)l"T>---i+);i^-{:lrT> 


durch  Verglcichuug : 


und 


(:)-(ii(:iD+(2lGia--- 


iu  wclclie  Formel  der  zu  beweisende  Satz  für  r  =  n  übergebt.  Zu  - 
gleich  crgiebt  sich ,  dass  in  Formel  2)  eine  Vertaaschang  der  (  ) 
und  1  I  unter  einander  eintreten  kann,  vgl.  Beispiel  A)  und  B) 


A) 

—7  21 

-35 

1  ... 

.  1 

-7 

21 

—  35 

1—6 

10 

10 

10 

— ÖO 

100 

1 

-3 

35 

35 

-105 

1 

bl 

50 

es  resultiren : 

1 

a 

6 

10 

B) 

d  =  1 

10   35  50 

25 

2 

1 

1 

8  20 

16 

2 

-10 

1  6 

9 

2 

45 

1 

4 

2 

-120 

1 

2 

210 

1 

-253 

wir  erhalten : 

1 

ü    0  0 

0 

0 
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Ehe  wir  eine  Amvcndunj»  bicvon  auf  das  Grelle  Bd  87.  pag.  107 
ff.  bchandolto  Curveusystem  ^crCr«  =  0  luud.  p  machen,  woliea  wir 
die  CoDgruenz  (Iv  nämlich 

in  welcher  u  aod  q  ungerade  Zahlen  bedenCen  sollen,  darauf  hin 
untersuchen,  ob  der  Rest  r  numerisch  kleiner  oder  grösser  als 
2»-«  ist. 

Findet  dies  Letztere  statt,  rauss  also  mit  dem  halben  Modul 
2*—*  rcducirt  werden,  so  möge  es  durch  einen  dem  Reste  zugesetzten 
Punkt  angedeutet  sein  Die  Beste  sind  nun  swar  schliesslich  alle 
numerisch  als  positiv  zu  denken  doch  mtlssen  die,  welche  sich  nr- 
spranglich  n^ativ  ergaben,  markirt  (etwa  unterstrichen)  werden. 
Benutzen  wir  die  balbirende  Anordnung,  so  gilt  der  Satz  3):  „Ein 
nüt  Punkt  Torsebener  markirter  Best  etwa  r,  ia  ^  wird  an  corre- 

spondironder  Stelle  in  durch  das  nicht  markirte  Supplement 
2'^^— r  (ob  mit  oder  ohne  Punkt,  entscheiden  die  folgenden  Sätzex 

ersetzt  und  ein  mit  Funkt  versehener,  nicht  markirter  Best  i*.  durch 
2'^~>  —  r,  denn  auf  eine  Periode,  schematisch  durch 

»»2»'  w2''+2»-i  (m-fl)2» 

1.     r.  mit  Punkt  ,^     ohne  Punkt 

ohne  Punkt;  i  •      i  mit  Punkt:      ,     , . 

'      (markut)    '  *  (markirt) 

dargestellt,  kommen  zwei  Perioden  von  (£9.1 

i  ohne,  mit;  mit,  ohne  |  ohne,  mit;  mit,  ohne  | 

so  dass  also  die  markirtcn  von  nur  den  nicht  markirtou  mit 
Punkt,  oder  auch  den  markirten  ohne  Punkt  entsprechen  können. 

IIcrYorzuhebeu  ist,  dass  die  jedosmaligeu  Gruppen  der  Beste 
unverändert  in  ihrem  Zusammenhange  bleiben. 

Satz  4)  In  der  kleinsten  Gruppe  von  vieren  dnd  stets  drei  Beste 
oder  nur  ein  Best  mit  Punkt  versehen.  Beweis. 

Die  Gruppe  sei: 

qu   2*~2 — qu 
V-^q — uq    2»»-*  —  (a  +  v)2^-^  -\-  qu 

Da 


I)  Hiermit  hangen,  wie  leicht  ersichtlich,  die  Vorzeichen  der  cos  in  der 
Determinantfl  Vv  susammen.  vgl.  Archiv  der  Mftth.  v.  Fhys.  Ste  Rdbci 
T.  VI.  pag  S76* 


Digitized  by  Google 


278 


Hermes;  Ein  Salz  über  JJinomialcoeJjicienlen, 


f  ^  4 

ist,  80  ist  , 

also  2«»'-*  s  Omod2» 

Ist  nun  q  nicht  ^  umocl.4,  so  sind  beide  Reste  in  der  Haupt* 
diagonale  entweder  mit  Punkt  versehen  oder  beicie  olinc  Punkt.  Es 
sei  n  ~1  mod.'l,  SO  ist,  jo  nachdem  uq  =  rj  — 2^'-^-\-r'^  2*-^ — r 
med  2'\  offenbar;  2>'-2  ^ry^i  =  2»-2  — r;  +2*  i  -  (2»-»— r);  +2f-l 
+  (2''--— 1);  —  (2»'-2— r)moa.2'.  Das  kann  also  für  t*  =  lmod.4 
zusammengefasst  werden  in:  „nicht  niarkirte  Paare  sind  entweder 
beide  mit  Punkt  versehen  oder  beide  ohne,  markirto  Paare  sind  in 
Rücksicht  auf  den  Punkt  verschiedenartig' i.  Bei  u=— Imod. 4 
sind  markirte  gleichartig,  nicht  markirte  Terschieden.  Hieraus  folgt 
denn  aach  schon  Satz  4). 

Endlich  gilt  noch,  wie  leicht  sn  beweisen,  fiftr  den  Rest  r*^  in 


wenn  mit     die  Gruppe  von  16  zusammengehörigen  Kesten 


beginnt,  dass  in  der  linken  Hälfte  von  CTi-  dieselbe  entwedtr  mit 
r,  und  r^,  (wenn  diese  in  Bezug  auf  den  febleijilen  oder  vorbaiideueu 
Punkt  ^gleichartig  sind)  ebenfalls  gleichartig  ist  oder  andernfalls  mit 
dem  kleiner  II  übereinstimmt,  dass  aber  in  der  rechten  Hallte 
mit     und  r,,  ungleichartig  ist  od^  mit  dem  grössern  stimmt. 

Dieser  Satz  5)  gilt  auch  ebenso  für  r,  in  Bezug  auf  r„  und 
r^^,  Auch  kann  er  statt  in  verticaler  Richtung,  natflrlich  ebenso  in 
horizontaler  angewandt  werden;  (obere  und  untere Hslfte  yon  Q^). 

6)  Ferner  gilt  er  für  r^^^^  in  Bezug  auf  und  etc.  ...  jedoch 
dann  für  halb  sog  rosse  Räume,  (linkes  Viorte](i;,  rechtes  Vicr- 
tel(i),  linkes  Viirtel(;')  ,  rechtes  YiertelfS})  und  so  fort.  ...  Mit 
Hilfe  dieser  Regeln  kann  mau  nun  ^v-i  aus  Up  ohne  eine  Ncbon- 

rechuuug  hiuscbreibeu. 

Ist  ein  Rest 

so  bleibt  er  fortan  für  alle  grösseren  v  natürlich  ohne  Punkt  Es 

ist  also  hiedurch,  wenn  man  so  will,  die  Mdtlplication  der  Zahlen 
auf  Addition  und  Subtraction  der  Potenzen  von  Zwei  untereinander 
gebracht,  was  wol  die  natürlichste  Einführung  in  das  diadischo 
System  sein  dürfte. 
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Wir  lamen  0:4,  ©5,  (Iq  folgen ') 


^4 

0 

3 

i  i 

|1 
7 

t 

1. 

0 
5. 

ö 

3 

Q 

9 

0. 

7. 

1. 

0 

0 

0 

1. 

%\  1 

15 
7 

15 
1. 
9. 

7 

9. 
15 

9. 

7 

1 

3 

13, 
11. 

13 

3 
5. 

5 
11 
3. 

11 

5. 
13 

9 

7 

1 

15. 

5. 

11 

13. 

3. 

8 

Iii. 

11. 

5. 

9 

7. 

15 

1. 

18 

3 

5. 

11 

7. 

9. 

1 

15 

5 

11 

3. 

13. 

15 

1. 

7. 

9 

11 

ö. 

13 

3. 

1. 

15 

9 

7|  etc. 

Indem  wir  nnn  in 

2»-i-l 
2r^3r  sOmod.|>  ^) 

die  Sabstitutiou 

AT— Jf« 

machen  woUen,  wo 

=  1  mod.fi 

vorausgesetzt,  werden  sich  wegen  (— l)*"  in 

fttr  nn  gerades  die  Punkte  bei  nicht  markirten  Besten  wie  in  (Up 
vorfinden,  bei  markirten  jedoch  da  vorhanden  sein  (resp.  fehlen),  wo 
sie  dort  fehlen  (renp.  vorbanden  sind). 

För  gerade  r'  ~  2 med.  4  werden  sie  mit  denen  in  {^r-^  tiber- 
einstimiiien,  (weim  zuvor  jede  zweite  Zeile  ausgelassen,  dann  in  ent- 
gcgeugesetztera  Sinne  mit  Punkten  versehen  wird,  wie  die  darüber- 
stehende) ;  für  gerade  r'  =  4  mod.  8  mit  denen  von  ^„-2. ,  wenn  je 
drei  Zeilen  zuvor  ausgelassen  und  dann  die  erste  von  diesen  mit 
Punkten  in  demselben  Sinne,  wie  die  daraberstehende,  die  beiden 
andern  im  entgegengesetsten  Sinne  verseben  werden  und  so  fort ... 


1)  Die  AnmU  d«r  Ponkt»  irt  1,  6,  SS,  198,  47S,  SOSO  ...  «Ilgeineiii? 

S)  Dies  System  CotignaenMn  erglobt  etch  nnraitelbar  nns  den:  BAchnuuiii, 
Krcifteilung  X.  Vorl.  pag.  1S7.  anstellten  Jaeobi'achen  Congrnensen. 
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Wir  babou  z.  B.: 


rt-  (  0  I  2  1  3  i 
^*  =  i  0  I  2.  I  3  1.  i 


-1 


0 

4 

2  6 

'  '  i 

3 

5 

0  1 

4 

2.  6. 

7  3.  i 

5. 

3 

u 

1  ^• 

6  2. 

3  5. 

7 

1 

0 

1  4. 

6.  3 

5  3 

1 

Der  Puukt  boi  r*  deatßt  dann  an,  daw  iu  der  betreffenden 
Congrueuz  erdf  negativ  zu  nehmou  ist  £ino  FoJgeroDg  hievon  ist, 
dass  7) 

während 

SBtu*=^{—iy2v  nud  j:ao«-i> 


statthat,  die  buiuuiu  über 
Glieder  ausgedehnt 

Sctzeu  wir  jetzt 


wo  s  jenacbdem  r  gerade  oder  ungerade  nur  gerade  oder  ungcndo 
Werte  annimmt  <  v  }cy  enthält  noch  das  Glied  xq^^^o']  und  fragen, 
w  e  1  e  Ii  c  n  C  o  o  f  f  i  c  i  c  ii  t  (abgesehen  von  Factor  u)  hat  w  o  1  huX.x^*^ 
fttr  eiu  gogcbcucs  u? 

Da 

ist,  so  wird  das  Prodnct,  wenn 

$'\'r*  —  n  ist: 

-j-v,(»)  (zn  4_  I  'j'  I  a«     I  ^'  I  aH-4^ .  ..^ 


Nun  aber  ist: 


=a„-(;')a„-2+(2)a«-i- 

Es  wird  also  von  ^st      der  Coefifideut 


■in 
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lautes,  das  ist  nach  Formel  2) 

also  ein  Binoinialcoefliciont  ±(— wo     oder  —  davon  ab* 

Uäugt,  ob  in       der  Ecst 

r'  s  t»r  mod.  2' 

ohiio  oder  mit  Punkt  verschen  ist;  jedoch  ist  bei  der  Formel  2) 
wie  vorbiu  bewiesen  ja  die  Giltigkeit  über  die  für  6  ursprüuglicb 
vorhandenen  Grausen  aasgedehut;  (nur  bei  r*  0  nicht).  Da  gleich- 
wol  aber  diese  Qrenscn  vorhanden,  so  mttssen  wir,  wenn 

ist,  etwa  am  9'  die  Summe 

in  AbKOg  bringen.  Es  ist  aber,  wie  sich  ans  der  erweiterten  Tafel 
für  die  d  ergiebt, 

mithin  erhalten  wir  nach  Formel  2)  für  die  eben  erwähnte  Summe 
deu  Wert 

{-iy^^*r.l .  |--r'-»+2r' j 

-  -(-1K*<'',."]  "  (7')  -  -(-1)^  (9 

nnd  im  ganzen,  da  dieser  Wert  abzuziehen  ist,  als  Coefficienten 
von  hi  X  «1^'^  den  Ansdmdi: 


wo 

9  2- 

und 
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Der  Coefficient  Ki^3v+2{t-i)  *)  von  B2t  wird  demuach  8) 

^rs.(±)(- 1).  { (;) ^ 

< 


Für 


<  * 


r'  =  0  würde 


G)  =■(;■) 


es  ist  aber  aus  dem  oben  angefahrten  Grunde  dennoch  nicht  zu  ver- 
doppeln. Z.  B.  wird,  wenn  die  Ordnung  v     6,  also  v  —  8  ist« 


—6x4(6)4-1  fl-/4) 
+1*^(6) 


-7«',(»)+l«5(5) 

H-2lT^i(')-f-5a:,i(5)-la;„(3) 
In  das  System  der  Grössen  Ki^')  fahren  wir  linear 


ein. 


Die  Substitutionsdeterminantc  dieser  linearen  Transformation 
von  (v'+l)'  Elementen  hat  den  Wert  1,  daher  sind  auch  umge- 
kehrt die  bequem  durch  die  auszadrücken.  Dann  ergeben 
sich  wieder  l^inomialcoelficienten,  also 


0  -fisy  urspranglich  als  Cocmcient  von         gedacht    t  ist  höchaMiM 

2  * 

Werden  daher  die  Congrucnzcn  mit  J/3i'-2  nnfmiiltiplicirt,  ao  folgt 
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Dorch  die  Traasfomation  wird  die  Grösse 

Nur  mr  r  —  r'  —  0  erreidit  «+21  den  böchBten  Wert  «.  Greifen 
«tr  diesen  Teil  der  SSS  heraas,  so  wird  derselbe,  indem 

^  \  biuzagezogea  uod  (-1  +        einfach  zu  rcchnca 

Vi  -V 

ist  (vgl.  oben), 

-+(-i),-/^n.f^f){;j,,...-o 
nach  2),  wenn 

p-»^— «  nicht  s=0 

wenn  aber 

t  —  ^  also  ß  —  0 
ist,  und  (^^^^^  bei  A  >  0  versciiwiadct,  reducirt  er  sich  auf 

Ganz  ebenso  verhält  es  sieb,  wenn  s-{-2k  den  Wert  o  aouirnnit, 
während  r,  somit  auch  r'  constant  gedacht  wird.  Zunächst  ist  für 
diesen  Teil  der  ££S  dann  anch  nnr  immer  eines  der  Zeichen  (±) 
giltig ,  das  ja  Ton  r'  in  6!/  abhftngig  war  nnd  ftberdies  besteht  er 

wegen        und  ^^i^       ^^^i  Summen: 
und 

(±)iX(-X)»-*(;,lf)  I  »ri'H 

Diese  Sammon  yerscbwioden  beide,  ansaer  wenn 
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a-Ur'     r'  — <J      .  o  —  r 

nnd  k  folglich  «-*  0  ist  Dann  erhalten  wir 

Dies  ist 
da 

^  «   ^     =  r'=tfinod.2 

wird.  Ist  ondlich  t  —  0  und  «r  =  r',  so  orgiebt  sich 

jedoch  wieder: 
Dies  niögo 

gesetzt  werden,  indem 
eingefalirt  wird. 

Satz  9)  Es  konimon  also  in  K3ei2^i-i)  für  i  >  0  und  in  Kit +2 
gar  keine  andern  (Jouflicicutcu  bei  ^r^»)  vor  als:  Null,  +1  oder  — 1. 

So  wird  z.  B.  lOr 

vs=6,  »  —  8,  <-"4,  ««1 

der  Coefficieut  traosfonnirt 

Indem  wir  bei  den  so  umgcformton  Congruenzcu 

jedesmal  das  Glied  mit  AV— 2  ausschliesscu ,  weil  es  offi  iiliar  teilbar 
durch  p  ist  luiJ  die  Differenzen  Köv-'2{y^i)  —  Ä5r_2(y-i)  bilden,  welche 
Ausdrücke  auf  diese  Weise  nämlich  eine  gleichartige  Beschaffenheit 

mit  den  übrigen  |  Grössen  K  erhalten  lässt  sich  das  Goef fi- 
el entenschema  fflr  die  y/'),  wie  sieh  ans  dem  Vorheizenden 
unmittelbar  erglebt,  folgendermassen  leicht  bilden. 


I)  Diese  Aosdrflcke  mflgcn  deshalb ,  wie  «ueh  die  ttbrfgeii  K  nanmehr 
einfeeh  mit  JT^«)  beseicbnet  werdee. 
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Man  verteile  "(w+HCf^  +  l)  Felder  in  oiu  Rochteck,  dessen 
vcrticale  Soito  dessen  horizontale 

*T^2T  2  ^  2  ^  *2  ^  2  ^  "'  2 

Eiubcitcn  eutliält,  r  =  2"-^. 

Sehen  wir  von  der  ersten  Rand-Colonne,  welche  ein  Streifen  von 
der  Breite  1  und  der  L&ngo  viv-{-l)  ist,  vorläufig  ab,  so  lassen  sich 

die  übrigen  Streifeu,  resp.  von  dor  Breite  ^»         .       ...  in 

Rechtecke,  I  breit  nnd  «+1  lang,  zeriogen,  die  wir  jetzt  als 

Gruppen  ör*  bezeichnen,  wo  der  Iudex  r'  mit  dem  in  lip  überein- 
fitimmt 

Die  Grappo  &v  enthält  nlso  ^(v+D  Feldor,  die  mit  nnll,  + 

oder  —  eius  ansznfailen  sind  und  die  Cocfficientcn  der  Unbekannten 
y/fi  repraseutiron.  Als  verticale  Eingaus^c  sind  daher  för  die  ein- 
seine  Gruppe 

t  ^  0,    i  ^  U    i  ■=  i?,    ...    t  =  t?  —  1 ;    t  =  v 

als  horizontale  die  Uubekanuten  ^r^')  zu  denken,  wo  «  fflr  gerades  r 
die  Werte  0,  2,  4  ...  v  — 2,  für  ungerades  r  die  Werte  1,  3,  6  ... 
«  - 1  hat. 

Gruppen,  die  sich  vertieal  untereinander  befinden,  gchdrcn  zu 
demselben  r;  Gruppen,  die  horizontal  nebeneinander  liegen,  zu  dem- 
selben »,  welches  die  ungeraden  Zahlen,  so  wie  r  alle  Zahlen  in  der 
halbirenden  Anordnung  wie  in  (S^v  durchlauft. 

lu  der  Gruppe  ©r«,  wo 

ru  =  r'  fflod.  2' 

wird  nun,  falls  /  ungerade  ist  nnd  in  Up  nicht  mit  einem  Punkt 
versehen  war,  in  der  ersten  Verticalreiho 

*  =  1 

von  v+1  Feldern  das  zu 
gehörige  mit  einem  -|-,  das  zu 

r'—{ 

gehörige  mit  einem  —  zu  füllen  sein,  in  der  zweiten  Verticalreiho 
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y'-X-W  r'  3 

das  20    2    gollörige  mit  zu  — g—  gehörige  mit  —  nnd  so 

fort,  bis  entweder  der  obere  oder  der  untere  Uam]  unter  45*'  erreicht 
wird,  wo  dann  beide  Male  anter  rechtem  ^Vinkel  eine  Reflexion 
stattiiiidet,  beim  oberen  liuiide  ohne,  beim  unter  mit  Zablcuver- 
ftnderuug  z.  B. 


H- 

t  =  1 

t  =  2 

+ 

+ 

t  3 

+ 

t  4 

5 

+ 

+  - 

t  -  8 



(«)<»13ö7      13Ö7      0246  0246 

9 


Ist  r'  gerado,  80  wird  in  der  ersten  Yerücalen  der  Gmppo 
Dur  ein  Feld,  das  su 

r' 

gehörende  mit  einem  4~  g^fflHt  sein,  in  der  zweiten  Terticale  die 
zu 

r'— 2       .  r'+2 


und  zu   t » 


2    '  2 

gehörenden,  beide  mit      und  so  fort  wie  vorhin. 

Ist  /  mit  einem  Funkte  in  verseben,  so  sind  durchweg  die 
entgegengesetzten  Zeichen  za  nehmen. 

Bei  ®o     iinr  eine  Belbe  von  +  Zeichen  fbr 

f  ==  0,    1,    2  ... 
resp.  in  der  ersten,  zweiten,  dritten  Yerticalen. 
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lu  der  ersten  Band-Coloiine  ist  nur  jedesmal  das  zu 

V 

gehörende  Feld  mit  4*-  2u  bezeichaen. 
Schliesslich  müssen  alle  sn 

t   =  V 

gehttrenden  Horizoutalreihen  fortgelassen  werden,  da  wir  das  Glied  mit 

ausschlosseu,  und  mögen  überdies  die  jedesmal  complemoutären 
Streifen  2»-2 — r  statt  der  Anorduung  ...  >f,  *-j-4  .  .  .  die 

entgegengesetzte  .  .  .  s-\--i^  ■^■j-'2,  «...  ihrer  Vfrticaholoniion  er- 
lialtpu.  Wir  p^rwinnen  dann  ciie  r-Eloniente  (die  K:ui(lüOloune  nicht 
eingerechnet)  der  a.  a.  0.  erwähnten  K  reis  teil  uugsdetermi - 
nauto  und  es  dürfte  vielleicht  von  Interesse  sein,  sie  für 

wirklich  anfzustoUcu. 

(Der  Kürze  halber  sei  hier  nur  das  erste  Viertel  dieser  Deler- 
.minante  gegehen.) 


Digitized  by  Google 


Wert.  farfWert  für 


Vi        m  d»  C7<    0»  hs  m  o  -4  ca    1^  C0  io  ^  O 
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Satz  10)  Die  Grössen  A'/^«^  müssen  einzeln  ver- 
schwinden. Hierauf  wird  man  durch  folgeude  Betracbtang  gefllhrt 

Da 

d^-f-^-a«  ^  0  mod.  j» 

wo  p  von  der  Form  jV/^'  -f-l  |uud  M  =  2  .'^*'*"'},  so  lassen  sich  die 
Glieder  iT-    ö^^-gy  und  A'a»    ßae-^y  iu  /A'„    —  Ä3e_  \Sp^2y  zuaam- 

mensiehen,  nnd  nnser  System  Congroenzen  wird,  wenn  wir  es  in  Fonn 
von  Gleichangon  schreiben,  fttr  v  Werte:  u 

1)  +  ÄiCo  83-}- Ä;j(")a4  4- . . .         02,-2)  -  f?<«) . p 

Nach  Archiv  der  Math.  u.  Phys.  2te  Reihe  T.  TL  pag.  293.  gelten 
aber  zugleich 

ausserdem 

=  —  1  mod.  4 

Zar  Yereinfacbung  behandclD  wir  diese  Bedingnagsgleichuagen 
unter  der  gemeinschaftlichen  Form: 

r=4o-l 

je  nachdem  y=sO  ist,  oder  oder  die  Werte  1,  2  . . .  («—1)  an- 
nimmt. 

Dabei  ist 

«r     — ^ 

wenn  r'  um  r  grösser  als  4v  ist,  und 

WO  -{-  bei  ungeradem,  —  bei  geradem  r  gilt  Dann  noeb 

«2»  =»  0 

Diese  Bezielmogea  könueu  offeubar  auf  die  xr'^  übertragen  werden, 
und  wir  criialteu  für  den  Coefficientcn  Ä<<'/)  von  Bit  für  ein  belle» 
biges  y  abgesehen  von  dem  Factor     den  Ansdracic: 


1)  Ent  bfi  hoh«ii  OfdnoDgen  wird 

mod.  4 

bei  der  Ictzteo  wieder 

~  —  1  mod.  4. 


Btrm^Bi  JSSm  Saiz  fi6er  BüunmaieoeffteMUtth 
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wobei  s  tiuii  s'  alle  zulässigen  Werte  annehmen  müssen;  man  wird 
also  «-j-"*'  wie  auch  wenn  beide  ungleich  sind,  in  ßcchnnng 

ziehen  müssen.  Viele,  keineswegs  immer  alle  Gliedor  2r^Xr\2y 
wiederholen  sich ,  wenn  r  >  2»  wird,  iudem  die  eben  angcfuhrtcu 
Beziehungen  Platz  greifeu. 

Wird  nun,  dft  M^di»  —  p  ist, 

angenommen,  bo  ergiebt  sieb,  nachdem  dareh  n*  dividirt,  ein  System 
Gleichungen: 

II)  Äo*'/^+s?,('/'aa-j-ii'a<'/)a4+  . . .  $r,-i(y)öa.-2-i-(sr,w-i)ö2.  =  o 

worin  das  letzte  Glied  nnr  fttr 

hinzutritt.  Da  hierin  dio  d  von  M  und  somit  von  |ti  abhängig  sind, 
die  St'^V'  aber  nur  von  v,  da  also  jede  Gleichung  des  System's  II) 
besteben  bleibt,  auch  weuu  zu  auderm  fi  gehörige  d  zu  Grunde  ge- 
legt werden,  so  mttssen  wir  die       einzeln  —  0  setzen  und 


denn  die  UcteiüüüautG  der  d 

1  ^4     •  •  • 

1  Bf    B^'  . « . 

1  V'  V  . . . 


1.  8^+ (3' 


1   ö»    Ö*  ... 

1   3'«        . . . 


i7(ö(*)+a^)(a(»)-a{^))») 


verschwindet  nicht,  wenn  die  B  alle  unter  sich  verschieden  sind. 
|0b  sich  die  genttgende  Anzahl  ungleicher  d,  fttr  welche  II)  gilt,  vor- 


1)  Vgl.  Baluer,  Dctemittaaten.   §  10. 
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findet,  kfiunte  freilielt  io  Zweifel  gezogen  werden,  wenn  die  Reibe 
der  Primxahlen  von  der  Form  p  abbrechen  möchte.} 

W&U  die  Coefficienten  ^('/)  verschwinden,  nnd 

fi.C«)  -  1 

ist,  80  moss  oiieubar: 

11)      £   2;v^)xr+2yi«)  =  '      }    oder  =0 
sein,  je  naebdem 

y     0  oder  >  0  ist 

Hiedurcb  erhalten  wir  Gleichungen  2ten  Grades 

fflr  die  Unbekannten  xr<''K 

im  =  V^)*  =  1  ' 
ergiebt: 

wo  sich  das  Zeichen  aus : 

=  —  1  mod.  4 

folgern  lässt.  ^«-i  wird 
wird 

4i  -1 

Ueber  die  Natur  der  Zahlen  xr^'^  lussL  sich  hieraus  weoigsteus  so 
viel  ersehen,  dass  sie  nicht  von  abhängen,  sondern  von  v,  denn  « 
war  2*'*.  Hithin  wird  die  Determinanto  der  ans  den  ffr<*>  m- 
sammengesetzten  Grossen  nAmlich: 


keineswegs  den  Factor  p  enthalten  können,  (von  null  mal  p  natür- 
lich abgesehcu);  es  siud  also  auch  iu  System  I)  die  ^(") 0,  weil 
sich  sonst  aus  der  Auflösang  des  Systems  I)  nach  den  n^.da  fttr 
diese  Yielfacbe  von  p  ergeben  worden,  was  nicht  angeht,  so  dass 
also  das  System  der  Gongruenzen  schliesslich  in  die  Gleiehnngen: 


1') 


Hermes'.  Ein  Salz  über  Binomiakof/ficienten, 
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übergebt,  aus  denen  sieb  dann,  wie  TOrhin  ergiebt,  dass  die  Jr«(*'> 
einaeln  «-0  sein  mflasen.  Dies  Bind  dann  lineare  61  ei ebnn- 
gen  ftlr      Unbekannte  «iM  oder  nach  der  Transformatian  auch 


X)a  nun  aso^')  bei  Bit  in  den  Binomialcocfücieuten  (— 
Dinltiplicirt  war,  wilhrend  o;/"-^)  als  Factor 


also  ebenfalls 

±(-1)* 


(i-.) 


besitzt,  so  wird  man 

setzen  können,  jenacbdem  bei  (T/  in  Zeile  «  der  Rest  ri  s  1  mit 
Pnnkt  versehen  war  oder  nicht,  so  dass  sich  s.  B. 

«B,5(7)       «,17)  ^  «,(7)  z=  ir,(')  —  «Iii')  —  —1 

eigeben,  hieraus  wieder  nach  der  Formel  ff«-i(^>  and  Ih'«-!  die  Werte: 

ebenso 

«V*>  =  2,   «6<<^'^  1,    rg<ö>--4,    XioW  3,  ir„W=-2 

«,4^®)  —  1  etc. 

Diese  Betrachtung  findet  darin  ihre  Bestätigung,  dass  die  pag. 
288  nntor  die  Kreistiilungsdeterminantc  gesetzten  Werte  jfr^i  in 
dw  Tat  die  oiuzelnen  Zeilen  Kt^»)  zn  null  machen,  wenn  man  sie  an 

die  mit  oder  —  gefüllten  Stellen  einsetzt  {j/^^'^^  ^  — 1)  und  dass 
die  aus  den  durch  Multiplicatiou  mit  dem  beigefugten  Schema 
der  ö  ')  gewunneuen  av^*'  die  in  den  BiaoiaialcoeMcieüton  ß  anfge- 
stellten  Gleichungen  A'<^«>  —  0  z.  B. 


1)  Bei  r     0  hat  man  «bor; 

{—1  (t    8    20    16  2 

8  16     9  2 

—24                        mit  14  2 

44  12 

(l,^«=s-27)t  >o«  64)  1| 

Ml  nrhiDcii,  tmi  die  x„(*>  in  «rhitltcn. 
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Hermes'.  Ein  Salz  übtr  BinomialcoelJlcienUn. 


Kvß)  —  0 

auf  pag.  erfüllen.  Iliedurcli  Laben  wir  also  auf  eine  durch  die 
Natur  des  Gegcustaudcs  begründete  Weise,  uach  bestimmter  Kegel 
construirte  Systeme  linearer  Gleichungen  mit  eben  sovielen  Unbe- 
kannten, als  ihre  Anzahl  betrügt,  erhalten,  welche  die  Eigen5?cliaft 
besitzen,  durch  ganze  rationale  Zahlen  sieh  autiöscn  zu  lassen. 
Zugleich  sind  dadurch  die  Zalilcn  e,  {ohne  ludextabelle)  dirocl  er- 
mittelt,  wie  aacb  die  Bcdingungsgleichuugen  erfdllt,  froilieh  nur  in 
dem  darch  die  Ordnung  v  bedingten  Umfange,  denn  v  <  ^-f  1  scheint 
znnAcbat  wenigstens  erforderlich.  (Ansdebnung  auf  v  fA-{-2  siehe 
a.  a.  0.) 

Königeberg  i./Pr.,  den  19.  October  1888. 
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XII. 

Independente  Darstellungen  der  Tangenten-  und 

Secanten-Coefücieuteu. 

Von 

Franz  RogeL 


Wenn  in  der  bekannten  Formel: 

1  00  r     (-1)'»  1 
der  Reihe  nach  «i«,       . . .  er»«,  wo  «  eine  eigentliche  Einheits- 


wurzcl  =  V-f-l  und  «r  =  a*^  ist,  statt  x  gesetzt  wird,  so  ergiebt 
sicü  darch  Multiplication  der  n  GleichuDgen: 


worin 


^  —      T     3»    "T  5«  T"     7»    T  •  •  • 


also  bei  geradem  » 
und  bei  nngeradcm  1» 
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Diese  Reihen  bangen  in  einfacber  Weise  mit  den  Tangepten- 
and  Secanten-CoeMcienten  tn  zasammen;  es  ist  nämlich: 

bei  ungeradem  n  sind  die  tn  Tangenten- ,  bei  geradem  »  Secanten- 
Coefficienten. 

Mittelst  des  Mac-Laurin*8ehen  Satzes  kann  y  in  eine  zweite 
Beihe  entwickelt  werden;  die  Coeffidenten  gleich  hoher  Potenzen 
von  X  gleichsetzt,  fahrt  zn 

Der  nte  DiflFerentialquotient  des  Productes  y  kann  nun  entweder 
durch  dircctcs  DiflFerentiireu  desselben  oder  durch  das  •  sogüüauute 
logaritbmischo  Diffcrcutiiren  gefuudcu  werden. 


1. 

Um       nach  ersteror  Art  zn  bestiniraen,  sei  allgemein 

y  *        •  •  •  tf*« 

wo  7^  . . .  «r  •  •  •  beliebige  Fnnctioneu  von  at  bedeuten  sollen; 
dann  ist: 

y*  -=  ar,'       .  .  .         ar,a-j'flf3  .  . ,  .  .  . 


woraus  zu  ersehen  ist,  dass  y^")  jedenfalls  ans  der  Sunimo  xon  Pro- 
ducten  Pj,  .  .  .  /*♦■...  bcßtehen  wird,  welche  mit  noch  unbe- 
kaniitcu,  von  der  ]N,atur  der  Functionen  xr  unabhängigen,  dagegen 
von  n  abhängigen  Zahlencoefficieiiten  C\ ,  C's  . , .  behaftet  sind ,  also 

Die  Bestaudteile  CrPt  von       haben  ofibnbar  die  Form  C\Xi("\x^^y 
.  o'tS'i^  unter        x^^ß)  . . ,  DÜferentialquotienton  der  Ordnung 
«,         der  Functionen  acj,  a-i  . . .  verstanden,  wobei  dieOrdnnngs- 
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ExpoDCnteu  die  "Werte  von  0  bis  »  annehmen.  Der  Ote  Diffcrcn- 
tialquoticnt  ist  die  Fanctitiu  i^eibst,  d.  ii  es  ist 

Die  BesÜmmniig  der  Coefficieuten  Q  . . .  geschieht  am  cin- 
facbstOD  aaf  die  Art,  dass  tfkr  rj,  a^s  . . .  hel^iaDiite  Functionen«  deren 
höhere  Differentialqnotienton  sich  rocht  leicht  angeben  lassen, 
sübstitairt  werden,  etwa 

dann  ist 

=  «2:  ,     — aV^.Oi^  . , .  —  JB  -,-!!,' — a,« oj^«*»*  . . . 
«!  öl  ...  '     '  tt!  p! ... 

da 

ist,  folglich 

Die  Zahlen  Ci,  sind  daher  die  Potynomialcocfficionton,  cr- 
halteu  durch  die  Erhebung  eines  n  gliedrigen  Polynoms  znr  ntcn 
Potenz.    Das  System  der  Wiederholuugs-Ezponcnten  ot,      ...  ist 

somit  auf  dieselbe  Art,  wie  das  der  Potenz-Exponenten  bei  der  po- 
Jyuomialen  Entwicklung  aiilV.ustellen,  es  ist  nämlich  das  voUstäudigO 
Wertsystem  o,    .  . . ,  welches  der  Bedioguog 

(a  0,  1  . . .  n\ 
|J  —  0,   1  ...  7^  ] 

•genügt. 

Iii  symbolischer  Ansdmuksweise  kann  daher  gGschricben  werden 

=  Z),[x^4-ar,4-  .  .  .  -|-x„]"  5] 

Dieses  Rcsnltat  kann  nicht  flberraschcn,  da  der  Vorgang  bei  der 
Fotcuzirnng  eines  Polynoms  analog  dem  des  wiederholten  Differen- 
tiirens  eines  Productes  ist 

Die  AnsftihrQng  der  in  5]  angezeigten  Operation  hat  in  der 
Weise  zu  erfolgen,  dass  nach  gi'f>ehehfncT  polynomialer£jitwii'klutig 
in  jedem  Bestandteil  die  nicht  vertretenen  Glieder  «1,  . .  *  des 
Polynoms  dorch  ihre  Otcu  Potenze  n  und  sclilicsslieh  alle  Potenz- 
Exponenten  durch  die  gleich  hohen  Wicderholungs-ExponenteD  er- 
gOtzt  werden. 

Dio  Anwendung  des  Satzes  5]  anf  y  in  Ij  ergicbt: 
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 ^D,^y,^  _^K^j-|,^C08-f^«J 

p 

Eutwickdt,  und  sodaim  jede  Potenz  ^cos  "-^^   ^  ti^  durch 


0 

ersetzt,  crgiebt  tfkr  einen  von  den  vorbergdienden  t»-!,  tn-»  * » . 
unabhfingigen  Ausdruck.  Das  poBitive  Zeichen  kommt  allen  Ex- 
pononton p  von  den  Formen  4i  und  4&-^d  und  das  negative  allen 
p  von  dca  Formen  4m-|-l  und  4m-}- 2  zu.  Erst  nach  erfolgter 
Zeicbenbcstimraung  sind  die  Potenzen  der  Einheitewurzeln  mit  Be* 
rflcksichtigung  von 

«r  =»  C 

ZQsammensozi  ehen. 

(7t  \»* 
4  J  und 

«eil  sie  n  Cosinusse  von  der  Form 

enthalten,  auch  ^^^2)  ^  gemeinschaftlichen  Factor;  folglich  ist 
nach  leichter  Bedudrung: 

oder  in  symbolischer  Form 

mit  dem  Vorbehalt,  dass  nach  geschehener  polynomialer  Entwicklung 
für  jede  Potenz  urM  mit  Bcrücksichtiguag  der  Form  von  |t  das  Vor- 
zeichen auf  die  bereits  festgesetzte  Art  bestimmt  wird. 

Diese  Formel  erfährt  eine  Vereinfitu^bung  durch  die  Bemerkung, 

dass 

1 

folglich  auch 
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ist.  Letzteres  zu  7J  addirt,  iiiacht  die  negativen  Glieder  innerhalb 
der  Klammer  vcrschwindeu,  während  sich  die  positiveu  Glieder  ver- 
doppeln; daher  kann  gcschrieboii  werden 

WO  das  positive  Zeichen  symbolisch  andeuten  soll,  dass  nur  dio  nach 
dem  hier  geltenden  Zcichengesctzo  als  positiv  auftretenden  Gliudor 
beizubehalten  sind. 

In  der  Formel  Gj  das  gemeiusanie  ul  vor  das  Suumieuzeicheu 
gesetzt  wird 

 ^-^iTüjr 

wenn  für  x.  X.  u  ...  wieder  nur  sämtliche  Glieder  positiv  machende 
und  der  Bedingung 

genllgende  Werte  gedacht  werden. 

Da  alle  Vereiiüguiigün  der  Eiuluütswnrzcln  mit  derselben  Ex- 
poncntoureihe  x,  A,  .  .  .  dasselbe  Vurzciclieii  und  denselben  Nenner 
xlAljii!  .  .  .  haben,  so  ist  ihre  Snmmo  ciue  mit  einem  gewissen  Coef- 
Äcieuteu  behaftete  symmetrische  Function  [it,  A,  .  .  .j  der  Kiuheits- 
woizeln      «2  • '  •  nämlich 

2;  "y*"'J'^";t^  •  •  •     r*i       ■  •  •] 
»I  AI  f*l  . . .      »1  X\  |ftl  ... 

dcmgemäss  gilt  auch: 

(n  —  1)!         [x,  A,  ^  . .  .J  _ 
r„-i  2«-2  -  +  xl  AI  f.  iTT. 

wodurch  djc  ludepciuieute  Därstelluug  der  Tangciileii-  und  Sccauten- 
Coefficieuteu  durch  symmetrische  Functionen  der  Eiuheitswurzeln 
bewirkt  wird. 

Für  X,  A,  jii  .  .  .  sind  auf  alle  mögliche  Arten  solche  gleiche 
oder  ungleiche  Werte  von  0  bis  n  zu  setzen,  deren  Summe  jedesmal 
n  beträgt  und  die  ein  positives  Vorzeichen  bedingen. 


Beispiel. 

X«   A,  ^ 


Vorzeichen : 
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3,  0,   0  -f 

2,  1,   0  + 

^        .  1,  1,    1  - 

entfiailt  dato 


II. 

Das  loganihijiische  DifFercütiireu  führt  zu  eiucr  scIiöuch  An- 
wcDdang  des  fruchtbaren  üoppe'schen  Satzes  aber  hdhero  Differen- 
tialquotienten,  welcher  bekaoatlich  is  folgender  Gleichung  seinen 
Aaadrnck  findet: 

lu  Formol  2J  beiderseits  die  Logarithmou  genommen  ist: 

mit  Benutzung  obigen  Satzes  wird 

/»\  /«\  /uX 


Für  ar  =  0  ist 

0" 


und  alle  Nullwt'i  tc  der  hölicrcn  Diffciitialquotienten,  deren  Ordnnngs- 
Zeiger  kein  Vicltaclies  von  n  sind,  verschwinden,  somit  ist 

-'•"-'•=t[Ö--ö+(3)--]=¥=(v^rw".  ■ 

Ebenso  kann  die  Formel  11]  zur  Bildung  der  hohem  Differontial- 
quotieuten  von271ogco8  ^^^^^fti  „  verwendet  werden; 
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COS     ^ — «  =  Mr   und   — —  ifr 
gesetzt,  ist  zaoäcbst 

Um  die  nien  Dififereutialquotienten  der  aufeinanderfolgenden 
Poteui^eu  von  «r  Ji«  erhalten,  ist  es  nur  notwendig,  dii  ?<>lb('n  in 
Vielfache  des  Argumeutes  <prn  zu  verwandeln}  es  ist  bukanntiich: 

2»» cos^fl»  =     ^ cos tMp 4-       cos(m — 2)9«f  (2)*^^* ^ H"  •  •  • 

daber 

^*««r»  -  ^  (2)"  [(0 )     cos  (myr-f  ^)  « 
+  (1 )  (»— 2)"  cos  {tii -2(p,  + 

+  (2)     "*  ((«»-4)9r4-|) 
Für  au  —  0  ist 

9r     I  und 

I  /«N,        «X        2nH-t»  — 2     ,  1 
+  (l  j(«-2)"C08  -—'=^1  .  .  .J 

Hier  entfallen  sämtliche  Einheitswnrzeln,  der  Ausdruck  rechter  Hand 
ist  daher  von  r  unabb&ugig da  aber  die  Formel  11]  für  eine  Summe 
von  n  sich  eben  nur  durch  diesen  Zeiger  r  sich  unterscheidenden 
Functionen  logur  zur  Anwendung  kommen  soU,  and  nur  die  Nollwerte 

benötigt  werden,  so  ist,  da 

[(1)  (2) 

+  ^si>0"«r»-+.  ..J 

oder 
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R^fftlt  Indepenient«  Dartttlha^m  4f<r  Twigenttn»  und 


-  +  ...] 

+  L       — 2)»C08  ^  «+  ...J 

und 

•   ^—^""^ 

oder 


Auhiiliclio  indepeiidentc  Ausdrücke  für  die  Tangoiiten-  und  So- 
cantcu-Cocfticieatcu  köuueu  bekauutlicb  mit  üilfe  der  höhern  Dif- 

1 

ferentialqttotiouten  der  Functioneu  y_^^2x  und  aufgestellt 

werdeu,  in  welchen  statt  der  Coeihcieutcu  C,n  solche  von  der  Form 

erscheinen;  letztere  haben  daher  dne  doppelt  so  grosse  Gliederzahl 
als  erstere.  Diese  independente  Darstellnng  erscheiet  in  12]  in 
ihrer  allgemeinsten  und  sehr  zasammengezogenen  Form.  Dnrch 
Unterscheidung  der  Fälle  eines  geraden  m  und  eines  angeraden  m 
gelingt  CS  die  Zahl  der  Glieder  von  Cm  auf  die  Hälfte  zn  reduciren 
und  die  Cosinusse  auszuwerten.  Es  ist  für  gerades  m; 

2*»-*cos»^p  —  ^Q^coBi»flj+       cos(m  -2)  9+  •  •  • 

+  (|  -i]cos2ip+i(; 

und  filr  ungerades  m 


m 


I   i   -    "  I      .      11  "* — '  I 
r  V  ~*> —  /  cos  J9}  "TV    o~y  'P 


folglich  ist 
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a)  bei  geradem  m 

D,^m  «         (^)"  [{J^)     cos  (mvr+ 1)» 

...  +  (^-l)2.««(8^+^).] 

«       0,  <?>r  =-  i 

+  (  j  j  (m-2r  cos  —  w-f  . .  . 

b)  bei  oDgeradem  m: 

. . .  +  {^)  8«  cos  (3 V,  +  J  «  +  (^0  008     +  J 

+  (J\  («-areo.  + . . . 

Bei  der  Sond  riiiig  der  Tangeuten-  von  den  Secanten-Goef- 
tii;ieuteu  lassen  aich  die  von  m  unabhängigen  Cosiniisse  der  letsten 
Gliedei'  sofort  berechnen ;  es  ist  mithin  vorteilhafter  mit  denselben 
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beginnend  dio  Rciheiilülgo  der  Glieder  umzakchron,  wodurch  weitere 
Uuterscheiduugeu  der  Zablformeu  vou  m  von  selbst  entfallea. 

A.  Die  Tangenten-Coefficienten,  n  gerade. 

a)  m  gerade 


h)  m  ungerade 
m 

 »<•>  -  -gsirr  [[i)  (V2)  o» 

^-Ciy*"-(;-.)-H-(,te)'»-- 

B.  Die  Secantea-Goefficionten,  n  uugirade. 
a)  m  gerade 

+  (^-6)lO»-+...l 
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b)  tn  ungerade^ 

4 

5)6.  _++...] 


n  -1 

=  ;5>~  »*'^*  ^^^^  iTa- 

-ö<^^)'2®i +-•••] 

=  (^,)  2"  -  (/Ja)  G-  +  {JZ,)  10.  - . . .  14] 

Piese  Formcia  i^nd  wciteror  Redoctloneu  fähig;  die  nDgeraden  Po. 
tenzen  von  y2  können  entfernt  werden.  Schliesslich  lassen  sich  die 
Formeln  Ar  Tangenten-  nnd  Secanten-Coefficientcn  in  eine  einxlge 
lasammensnebeo,  und  zwar  wird 

+{;)Ä-C)6V— •] 

Far  die  Tangenten-Coefficienten  ist 

n 

2 

«  gerade  nnd 

d«r  Mfttli.  o.  riijrs.  2.  Ksibe*  T.  VUL  tO 
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«—1 
2 

in-l  =  (-1) 

n  nngerade 
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XUI. 

Die  merk  würdigen  Piiukte  derjenigen 
Tangentendreiecke  einer  Curve  zweiter  Ordnung, 
welche  von  zwei  festen  Tangenten  und  einer 

beweglichen  gebildet  werden» 

Von 

Dr.  Theodor  Meyer 

in  SnarbrllekeB. 


Der  Satz  von  den  Höheiuchiiittpiiaktoii  der  Taogrnitendreiecke 
einer  Parabel  legt  die  Frage  nahe,  ob  derselbe  ein  besonderer  Fall 
von  einem  für  Curvcu  II.  0.  allgcmcingOltigen  Satze  ist,  und  er  regt 
weiter  zu  Uutorsuchangen  Uber  die  merkwürdigea  Punkte  in  den 

Tangenteriflreieckeii  an,  in  dcron  Bildung  irgend  eine  Gesetzmässig- 
keit herrsiht.  Wir  woUi'U  im  Folgenden  diejenigon  Tan^^entondreiecko 
einer  Curve  II.  0.  in  Bezug  auf  ihre  merkwürdigen  Punkte  unter- 
suchen, wclcbc  von  zwei  festen  und  einer  beweglichen  Tans^ente  ge- 
bildet werden.  Diese  Autgabe  lässt  sich  vorteilhaft  auf  synthcti- 
sebcm  Wege  durcbführeUf  und  es  wird  sich  dabei  unter  anderm 
eine  Bejahung  der  aufgeworfenen  Frage  ergeben. 


I.  Der  Höhensclinittpankt 

Von  einem  Punkte  A  seien  an  eine  Cur>'e  II.  0.  die  Tangenten 
ti  und  1^  u exogen,  und  eine  dritte  Tangente  t  schneide  dieselben  in 
den  Punkten      und  Sg.  Ferner  sei  H  der  Scbuittpaukt  der  beideu 
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durch  S|  und  Sj  gehenden  Höhen  des  Dreiecks  AS^S^  und  mit  P, 
und  7  2  mögen  dio  boiden  unendlich  fernen  Punkte  bezeicbDet  wer- 
den, nach  welchen  beide  Höhen  gerichtet  sind. 

Denkt  man  eich  dann  die  Tangenten  fi  nnd  tf  fest«  die  dritte 
Tangente  t  aber  beweglich,  dann  beBchrciben  ^  nnd     anf  den  er- 

Bieren  Tangenten  zwo!  zu  einander  projectivische  Pnnktreibcn  L  0. 
nnd  folglich  ihre  Yerbindungsgeraden  mit  den  festen  nnendlicben 

fernen  Punkten  1\  und  zwei  zu  einander  projectivische  Parallel- 
StrahleuhUschel.  Je  zwei  cntsi)rccheudc  Strahlen  dieser  Büschel 
schneiden  sich  in  dem  Uüheüschuittpuukt  //  des  veränderlichen  Drei- 
ecks ASiä^j  folglich  durchläuft  dieser  eine  Hyperbel,  wenn  L  längs 
der  Gurve  als  Tangente  gleitet. 

Diese  Hyperbel  geht  durch  die  unendlich  fernen  Punkte  i\  und 

ig,  die  Mittelpunkte  der  beiden  Parallel-Strablenbüschcl,  und  trifft 
die  Geraden  und  ^  ^  Punkten  desjenigen  Kreises,  auf  welchem 
die  Schnittpunkte  von  je  zwei  zu  einander  normalen  Tangenten  der 
Curve  liegen.  Der  Geraden  von  ij,  welche  diesen  i  uukt  mit  dem 
Berührungspunkt  U\  auf  der  Tangente  ij^  verbindet,  entspricht  in 

dem  andern  Büschel  die  Gerade  P^A]  der  Schnittpunkt  dieser  bei- 
den zu  «2  und  *j  normalen  Geraden  ist  also  auch  ein  Punkt  der 
Hyperbel.  Ebenso  erkennt  mau,  dass  die  durch  A  gehende  Normale 
zu  von  derjenigen  Normalen  zn  in  einem  Punkte  der  Hyperbel 
geschnitten  wird,  welche  dnrch  den  Berfthmngapnnkt  Tg  der  Tangente 
%  geht.  Nennt  man  ferner  Bi  den  Punkt,  in  welchem  ^  von  der 
an  ^  parallelen  Tangente  geschnitten  wird,  nnd  den  Punkt  von 
—tft  dnrdi  welchen  die  zn  tf  parallele  Tangente  geht,  dann  entspricht 

in  den  beiden  Parallel-StrahlenbQacheln  der  Geraden  P^B^  die  nn- 
endlich  ferne  Gerade  A  und  der  Geraden  r^JJ^  ebenfalls  die  un- 
endlich ferne  Gerade  Diese  beiden  dnrch  Bi  nnd  Bf  zn  den 
Geraden  nnd  f]  gezogenen  Normalen  sind  also  die  Asymptoten  der 
Hyperbel. 

Entsprechen  sich  in  den  boiden  projectivischen  Punktreihen 
tyiS^)  und  t^(S.^)  die  unendlich  fernen  Punkte,  ist  also  die  vorlie- 
gende Curve  eine  Parabel,  dann  haben  die  beiden  Parallel-Strahlen- 

bflschel  PiiP^Si)  nnd  P^iPiS^)  die  unendlich  ferne  Gerade  ent- 
sprechend gemein.  In  diesem  Falle  also  liegen  die  Höheuschnittp 
punkte  II  der  Dreiecke  AS^S^  auf  einer  im  Eudliehon  gelegenen 
nnd  der  unendlich  fernen  Geraden.  Weil  erstore  Gerade  auch  die 
Punkte  enthält,  in  welchen  und  von  den  zu  ilii;en  normalen 
Parabeltangenten  geschnitten  werden,  so  ist  sie  identisch  mit  der 
Directrix,  und  wir  kommen  stets  auf  diese  Gerade,  von  welchem 
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Punkte  anch  die  Tangenten  f,  und  au  die  Parabel  geben  mögen. 
Scbliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  für  jnde  Carve  II.  0.  der 
Ort  der  Höhenschnittpuukte  aaf  den  Paukt  Ä  redocirt,  faila  <i  and 
^  einen  Winkel  von  einscbliessen. 

Wir  kÖDDon  nttn  als  ZnsammenfaBsang  der  vorliergeheiideii  Aua- 
fttbrnngen  folgenden  Satz  auistellen: 

,jDie  Höhenschiiittpunkte  der  Tangeutcndroiecke,  welche  von 
„zwei  festen  und  einer  beweglicheu  Taugente  einer  Curve  II.  0.  ge- 
„bildet  werden,  liegen  anf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  normal 
„zn  den  festen  Tangenten  stehen.  —  Diese  Hyperbel  aerfUlt  in  die 
„Directriz  und  die  anendlich  ferne  Gerade,  falls  die  Ganre  II.  0. 
„eine  Parabel  ist.  Sie  reducirt  sich  aaf  einea  Pnnkt*  wenn  die 
„festen  Tangenten  einen  rechten  Winkel  bilden.*' 

Gewühiilirli  w  ird  als  Ort  der  Ilöliouschnittpunktc  der  Tangenton- 
dreiecke  ciiiei  i'urabel  nur  die  DirecLrix  erwähnt  ^  uus  der  Ableitung 
dos  vorbergebenden  Satzes,  sowie  auch  ans  der  geometrischen  An- 
schauung geht  jedoch  hervor,  dass  auch  die  nnendlieh  ferne  Gerade 
za  diesem  Orte  gezfthlt  werden  mnss.  Weü  nftmlicb  der  unendlich 
fernen  Geraden  keine  bestimmte  Bichtang  zakommt»  so  kann  sie  bei 
anendlich  femer  Lage  von  iS^  and  sowol  als  Höhe  za  der  Tan- 
gente als  auch  als  Höhe  zu  angesehen  werden,  jeder  ihrer 
Punkte  also  als  Höheuschuittpunkt  des  von  f^,  und  der  unendlich 
fernen  Geraden  gebildeten  Tangentendreiecks  aufgefasst  werden. 

IL   Der  Mittelpunkt  des  Umkreises. 

In  dem  Dreieck  ASiSg  sei  Af^  der  Mittelpunkt  der  Seite  ÄS^ 
und  Äff  der  Mittelpunkt  der  Seite  ÄS^  Dann  entspricht  anf  ti 
jedem  Punkt  ein  Punkt  A/|  und  ebenso  auf  jedem  Punkte  8% 
ein  Punkt  ,  und  es  lässt  sich  leicht  einsehen ,  dass  diese  Beziehung 
eine  projectivische  ist.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Punktreihe 
nm  A  in  die  Lage  irgend  einer  nndern  Geraden  gedreht, 
dann  sind  die  Vcrbindungsgcradeu  der  Punkte  auf  t^'  mit  ihren 
entsprechenden  Punkten  auf  tj  alle  zu  einander  parallel;  folglich 
ist  ti'(M^)  perspectivisch  zu  und  daher  auch  t^(Mj)  projecti- 

visch  zu  ^if"^])*).  Ebenso  überzeugt  man  sich,  dass  die  beiden  Puukt- 
reiheu  t^i^^^f^)  und  t^iSi)  zu  einander  m  prujectivisciier  Beziehung 


1)  In  ganz  ähnlicher  Weise  kann  man  zeigen,  dass  auch  die  Pnakte, 
welche  die  Strecken  ASi  ia  eiuein  conetantcn  Verh&itnis  teilen,  eine  zu 
projectiTifcho  Punktreibe  bitden. 
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stehen,    Da  nun  aber  die  Pnnktrcilien  und  t^iS^)  selbst  zu 

eiuaiidcr  projcctivis<'b  sind ,  so  gilt  dies  auch  von  den  Puuktreihen 
ti(A/,)  und  i^iM^)  und  daher  weiter  von  den  beiden  Parallcl-Strahlco- 
büschclu,  welche  t^iMi)  und  t^iAf^)  aus  den  uuondlicb  fernen  und  iu 
normaler  Biohtang  zn  f,  and  gelegenen  Punkten  nnd  Qs  pro- 
jiciren.  Der  Schnittpunkt  Üf  Je  zweier  entsprechenden  Strahlen  dieser 
Dttschel  ist  der  Mittelpunkt  des  einem  Dreieck  AiS^j^  umgeschriebenen 
Kreises ,  nnd  wir  erkennen  jetzt,  dass  sich  M  anf  einer  Hyperbel 
bewogt,  wenn  t  den  der  Curvo  zugehörigen  Strahleubüschcl  II.  0, 
durchläuft.  Für  den  Fall  der  Parabel  haben  die  beiden  I^irallel- 
Strahleubüschel  wieder  die  unendlich  ferne  Gerade  cntsprecheod  ge- 
mein ,  folglich  erhält  man  als  Ort  für  3/  die  unendlich  ferne  und 
eine  im  Endlichen  Lroiccrenc  Gerade.  Wir  könneu  also  bis  jetst  fol- 
gendes Ergebniäs  aussprechen: 

„Die  Mittelpunkte  der  Umkreise  aller  Dreiecke,  welche  von 

„zwei  festen  und  einer  beweglichen  Tangente  einer  Curve  II.  0.  ge- 
„bildet  werden,  liegen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  normal 
„zu  den  fosten  Tangenten  sind.  —  Diese  Hyperbel  zerfüllt  in  die 
„unendlich  ferne  und  eine  im  Endlichen  gelegene  Gerade,  weun  die 
„Curve  eiue  Parabel  ist'^ 

!u  letzterm  Falle  haben  alle  durch  die  £ckon  der  Tangenteu- 
dreiocke  ÄßiS^  gelegten  Kreise  ausser  A  noch  einen  zweiten  Funkt 
gemeinsam.  Nennen  wir  denselben      danu  ist 

Wkl.  iS,  FS^  -  2R— "Wkl.ai/a) 

als  constaut,  folglich  ist  F  der  Rronnpnnkt  der  Parabel.  Damit  sind 
wir  zu  einem  bekannten  Parabelsatz  gekommen,  ans  welchem  um- 
gekehrt der  zweite  Teil  des  vorherguheudcu  Satzes  folgt. 

Zu  jedem  Punkte  A  gehOrt  bei  gegebener  Parabel  eine  be- 

stimmto  Gerade  «,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  M  der  den  Drei- 
ecken A  umgeschriebenen  Kreise  liegen.  Am  einfachsten  con- 
struirt  man  dieselbe,  indem  man  A  mit  dem  Brennpunkte  ver- 
bindet und  dann  die  die  Strecke  i4F  haibireude  Normale  zieht.  Sind 
die  IJcrülirungspunkte  Tj  und  der  beiden  Tan,t,'cntou  <,  und 
bekannt,  dann  kann  man  auch  m  in  folgender  Weise  bestimmen. 
Mau  zieht  durch  A  die  Normale  zu  uud  bringt  sie  zum  Durch- 
schnitt mit  derjenigen  Normalen  von  t^^  welche  die  Strecke  AF^ 
halbirt;  ebenso  erticbtet  man  in  A  zn  die  Kormale  und  durch- 
schneidet sie  mit  der  die  Strecke  AT^  halbirenden  Kormalen.  Die 
Verbindungsgerade  dieser  beiden  Schnittpuukte  ist  alsdann  die  Ge- 
rado m.  Von  der  Richtigkeit  dieser  Gonstruction  Überzeugt  man  sich 
leicht,  wenn  man  die  veränderliche  Tangente  t  mit     und  %  zu- 
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sammcnfallcn  lässt.  Mit  derselben  haben  wir  übrigeus  zugleich  eine 
ciufachc  Lösutif^  der  Aufgabe:  ,,Deu  Brciiiipuukt  einer  Parabel  zu 
„bestimnieu,  wonu  2  Taugeutou  uud  liirc  Berübruagspunkto  gogebou 
„Sind". 

Liegt  A  auf  der  Hauptachse  der  Parabel  symmetrisch  zu  dem 
Brennpunkt  bezüglich  der  Directrix,  dann  fällt  in  mit  diestr  Ge- 
raden zusammen,  und  die  Xaugenteu  ^  and  biidea  eiuca  Winkel 
von  60^  mit  einander. 

Im  AoBchtofeS  hieran  wollen  wir  untersuchen,  ob  bei  einer  all- 

gemeiDen  Curve  II.  0.  die  beiden  Hyperbel  n  7  nnd  m  sich  vereinigen 
können,  auf  denen  dio  llöhenschnitte  und  die  Mittelpunkte  der  Um- 
kreise von  den  Dreiecken  ASiS^  liegen.  Zu  diesem  Zw^v  ko  be- 
achten wir  zunächst,  dass  die  unendlich  fernen  uud  m  uoraialcr 
Richtung  zu  und  ^2  gelegenen  Curvenpunkte  Q,  und  von  der 
Hyperbel  stets  mit  den  unendlich  fernen  Punkten  ij  und  der 
Hyperbel  h  zusanuiieuliilleu. 

Die  Asymptoten  der  letztcru  Curve  gehen  durch  und 
die  beiden  gegenüberliegenden  Eckpunkte  des  von  tj  und  f.j  und  ihren 
parallelen  Tangenten  gebildeten  Parallelogramms;  dio  Asymptoten 
der  Hyperbel  m  hingegen  halbiren  die  Strecken  AB^  und  AB^.  Eine 
YerciniguDg  der  beiden  Asymptotenpaare  kann  also  nur  eintreten, 
wenn 

Wkl.        =  600 

und  lagleich 

ist,  also  A  auf  einer  Achse  der  gegebenen  Garve  liegt  In  diesem 
Falte  gibt  es  aber  unter  den  Dreiecken  ASiS^  swei  gleichseitige, 

und  folglich  haben  die  beiden  Hyperbeln  ausser  den  Asymptoten 
auch  noch  swei  im  Endlichen  gelegene  Punkte  gemein,  das  beisst, 
sie  fallen  ganz  zusammen*  Wir  kdnnen  also  sagen: 

„Schneiden  sich  zwei  einen  Winkel  von  60^  einschliessenden 
„Tangenten  einer  Cnrve  II.  0.  anf  einer  Achse  derselben,  dann  liegen 
„die  Höhenschnittpnnkte  und  die  Mittelpunkte  der  Umkreise  der  von 
„diesen  Tangenten  mit  den  ttbrigen  gebildeten  Dreiecke  auf  ein 
„und  derselben  Hyperbel'S 

In  den  beiden  Hyperbeln  h  und  ?»,  welche  durch  irgend  zwei  in 
einem  Punkte  .1  sich  schuei<lende  Taugenten  tj  und  eine  Curve 
II.  0.  bestimmt  sind,  können  wir  je  zwei  Punkte  Ii  und  M  einander 
zuordnen,  welche  merkwürdige  Punkte  desselben  Dreiecks  AS^S^ 
sind.  Es  lasst  sieb  dann  zeigen,  dass  die  Punkireihen  II.  0.  h{H) 
uud  m{M)  zu  einander  in  projectivischer  Beziehung  stehen.  Da 
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nämlich  dio  Panktroiho  t^iS^)  perspectiviscb  zu  dem  Parallol-Strahlcn- 

bttschel  PiiP^Si)  ist  und  dieser  perspectivischo  Lage  mit  der  Puukt- 
reihc  II.  0.  Hfl)  hat,  so  ist  auch  <i(*Sj)  projectiviscb  zu  ä(7/).  In 
ähulicher  Weise  überzeugt  man  sich,  dass  auch  t^iS^)  und  r/c{M) 
projoctivisch  sind.  Aus  boideu  Beziehungen  folgt  aber,  dass  h{}J)  zu 
fn{Af)  projectivisch  ist,  \\<jmit  unsorc  Behauptung  bewiesen  ist. 
Wenn  nun  Winkel  ')  mehr  oder  weniger  als  60"  oder  120"  beträgt, 
dann  gibt  es  kein  Dreieck  AS^S^,  dessen  Uöhenscbnittpunkt  zugleich 
Mittelpunkt  des  Umkreiäes  ist.  Die  beiden  projectivischen  Hyper- 
beln baben  also  im  allgemeinett  keine  Punkte  entsprechend  gemein, 

folglich  *)  bilden  die  Geraden  HJÜ^  welche  die  Ealer'schen  Geraden 
des  Dreiecks  ASiS.^  sind,  einen  StrahleubQschel  lY.  0.  In  der  un- 
endlich fernen  Geraden  liegen  zwei  dieser  Strahlen,  da  den  unend- 
lich fernen  Punkten  der  einen  Hyperbel  dieselben  unendlich  fernen 
Paukte  der  andern  aber  in  umgekehrter  Reihenfolge  entsprechen. 
Ist  aber 

Wkl.       *>  =  60«  oder   =  1200 

dann  gibt  es  unter  der  Schaar  von  Tangentendrelecken  zwei  gleich- 
seitige» und  mithin  haben  alsdann  k  und  m  2  im  Endlichen  gelegene 

Punkte  K  und  L  entsprechend  gemein.  Ausser  den  beiden  Strahlcn- 
bQscheln  1.  0.  mit  den  Mittelpunkten  K  und  L  erhält  man  also  noch 
einen  Strahleubüschel  II.  0.  Da  aber  die  unendlich  ferne  Gerade 
2  Strahlen  des  Büschels  enthält,  so  gehen  durch  einen  Punkt,  in  welchem 
sie  von  einem  andern  Strahle  geschnitten  wird,  drei  und  folglich 
unendlich  viele  Strahlen  des  Btischels  Schneidet  ein  Stralil  HM 
die  beiden  Curven  zum  zweiten  Male  in  (\f>x\  Punkten  21'  uud  M\ 
80  sind  auch  diese  Punkte  einander  entsprechend,  und  somit  sehen 
wir,  dass  der  Strahleubtlschel  IL  0.  in  einen  Parallel- Strahlen- 
büschel  zerfällt,  in  weichem  jeder  Strahl  doppelt  gezählt  werden 
kann. 

Um  die  Richtung  der  Strahlen  zu  bestimmen,  betrachten  wir 
dasjenige  Dreieck  AS^S,,  welches  bei  *Sj  einen  rechten  Winkel  bat, 
In  diesem  ist  die  Gerade,  welche  mit  der  Mitte  der  Hypotenuse 
AS^  verbindet,  die  Euler'schc  Gerade  und  sie  steht  senkrecht  zu  der 
Halbirungslinie  des  GO^  betragenden  W^iukels  (^j^^). 

Folglich  stehen  alle  Euler'schen  Geraden  der  Dreiecke  AS^S^ 
senkrecht  zu  dieser  Halbirungslinie,  und  wir  haben  beiläufig  folgende 

Dreieckssätze: 


I)  Unter  Wkl.  (tf  wollen  wir  dcujcnif^en  Winkel  der  beiden  Tangenten 
verttehen,  innerhaih  desst'n  Schenkel  die  Curve  liegt. 

S)  Reye,  Gcom.  d.  Lage.    II  Aufl.   S.  116. 
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„Die  Euler'sche  Gerade  jedes  Dreiecks,  welches  eiucu  Wiukel 
„von       enthält,  ist  normal  zu  der  Ualbirungslinie  dieses  Winkels.'^ 

,.Die  Eulcr'scbe  Gerade  jedes  Dreiecks,  ^vc'l(llcs  einen  Winkel 
„vou  120^  enthält,  ist  parallel  zu  der  Halbirungsiinio  dieses  Wiu- 
„kels." 

Liegen,  nm  diesen  Fall  noch  zu  crwälincii,  die  beiden  n3'perbeln 
/<  VI  anf  einander,  dann  stehen  und  m(^f)  7a\  oinaiKlor  in 
invülutorischrr  Beziehung,  und  die  Doiipelpuiikte  dieser  PuuktrciUc 
sind  zugleich  die  Scheitelpunkte  dir  Hypcrbclu. 

Bei  der  Parabel  sind  die  beiden  projectivisdicn  Punktreihen 
11.0.  durch  zwei  projectiviscbe  ähnliche  PuuktreDieii  1.  0^  h  und  m, 
za  ersetzen,  vou  welchen  erstere  stets  auf  der  Diroctrii  liegt.  Da- 
her gilt  der  Satz; 

,»Die  Enler'schen  Geraden  aller  Tangentendreiecke  einer  Pa- 
i^nbtü,  welche  von  zwei  festen  und  einer  beweglichen  dritlen  Tan* 
„gente  gebildet  werden,  nmhollen  im  allgemeinen  eine  zweite  Pa- 
„rabel,  welche  auch  die  Directrix  der  erstem  zur  Tangente  hat^' 

Mau  erhält  einen  Strahleiibüschel ,  wenn  A  auf  der  Haupt- 
achse der  Parabel  lie^^t ,  uud  einen  i'arallelstrablenbüschcl,  woun  A 
ausserhalb  der  Hauptachse  liegt  und  zugleich 

Wkl-        -  60«  oder  —  120» 

ist  Liegt  A  anf  der  Hauptachse,  und  ist  zugleich 

Wkl.  (tttj)  —  600 

dann  liegen  die  beiden  projectivischen  Puaktreibeu  auf  der  Directrix. 


III.  Der  Schwerpunkt 

In  dem  Dreieck  AS^Si  werde  der  Schnittpunkt  der  Mittellinien 
SiM^  und  >%3fj  mit  S  bczoi<'}met.  Schneidet  dann  die  durch  S 
gebende  Parallele  zu  die  iii.'  in  ]  und  die  durch  ä gehende 
Parallele  zu  ^  die  Gerade     in  r,,  dann  ist 

A  l\  =-  ^ASi   und   ^  Fg  ^ASi 

Diese  Punkte       und  Vf,  teilen  also  die  veränderlichen  Seiten  AS^ 
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und  in  einem  constanteii  VerhSltnis«! ,  folglich ist  *j(Vj)  pro- 
jcctivisch  zu  und  tJ  V.j,)  i)r()jeetivis('li  zu  fJSj).    Weil  aber 

^i(<Si)  projettivisch  zu  (..(S^)  ist ,  so  gilt  dies  auch  von  den  I'unkt- 
rcihen  ti(l\)  und  t^ii'^)  und  lolglich  auch  von  den  beideu  rarailel- 
StrafalenbUscholu,  welche  t^iV^)  und  i^iV^)  aus  den  uucudlich  fetiiea 
Punkten  li^  und  i^j  der  Geraden  tg  und  projiciren.  Da  miii  der 
SchwerpiiDkt  S  des  Dreiecks  ASiS^  tAs  Schuittpunkt  Ton  zwei  ent- 
BprochendeQ  Strahlen  dieser  beiden  Büsehel  erscheint,  so  erkennt 
man,  dass  er  sich  auf  einer  Hyperbel  bewegt,  wenn  t  den  znr  Curve 
gehörigen  Strahlenbttschel  II.  0.  beschreibt  Diese  Hyperbel  geht 
durch  die  uuendlich  fernen  Punkte  i?|  und  der  Geraden  und 
(2,  und  ihre  Asymptoten  teilen  die  Strecken  AH^  ^)  und  AB.^  in  dem 
Verhältniss  1  :  1*.  Für  die  Parabel  erhalten  wir  als  Ort  der  Schwer- 
punkt«^ di  r  Dreiecke  ASiS^  wieder  oiue  cigeutlicUe  und  die  uneud' 
lieh  lerne  Gerade. 

Wir  können  also  folgenden  Satz  aufstellen: 

„Die  Schwerpunkte  aller  Dreiecke,  welche  von  zwei  festen  und 
„einer  beweglichen  Tangente  einer  Cnrvo  II.  0.  gebildet  werden, 
„liegen  auf  einer  Hyperbel^  deren  Asymptoten  parallel  zu  den  festen 
««Tangenten  sind  ^  Die  Hyperbel  zerfiilU  in  eine  eigentliche  nnd 
„die  unendlich  ferne  Gerade,  wenn  die  Curve  eine  Parabel  ist'* 

Lftsst  man  t  mit  den  fest(Mi  TaiiycnU'n  /'j  und  t.,  zusamnienfalleu, 
dann  erkennt  mau,  dass  auch  diejenigen  Punkte  dieser  Geraden  zu 
dem  Orte  gehören,  welche  die  Strcckiui  A  'J\  ^)  nud  AT2  in  dem  Ver- 
hältnis« 1  :  2  teilen.  Die  Gerade,  welche  bei  gegebener  Parabel  diese 
beiden  Punkte  mit  einander  verbindet,  cntbftlt  die  Schwerpunkte  allar 
eigentlichen  Tangentendroiecke  ^4^^^^^ 


1)  V<;l   (lio  Fiissbrineikuni;  auf  Scitu  3Ü9. 
•->)  Vjrl.  S.  .JOS. 
a)  Vgl.  S.  308. 
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Miscelien. 


1. 

Construction  des  Schnittes  einer  geraden  mit  einer  Hyperbel. 

Die  Constructiouou ,  wonhc  tloii  Zweck  verfolgen,  die  Durch- 
schDittspunktc  einer  Geraden  mit  ciue:n  durch  gewisse  Beslimmuiigs- 
Btücke  gegebenen  Rogclsclniitl;  zu  findon  ohne  den  letzteren  zu 
zeichnen,  sind  zahlreich  und  sehr  niäiiiiigtaltig  je  nach  den  gegejbeneu 
Bestimmangsstficken,  und  die  dabei  zur  Anwendung  gelangendon  Ge- 
sichtspunkte selbst  domentsprechend  sehr  verachiedoner  Art  Be* 
sonders  eiufiiche  Lü-ingeu  dieser  Aufgabe  ergeben  sich  fdr  dio  £!• 
lipse,  wenn  von  derselben  ein  Paar  conjugirtcr  Durchmesser  oder 
die  Axru  gegeben  sind,  indem  dann  die  Ellipse  dureh  einen  ihr  affin 
vcrwaiulton  Kreis  ersetzt  werden  kann.  Die  Anwctidun;'  Kreises 
als  verwandte  Fi^rur  des  Kegelsclmiltes  kann  auch  i  (irr  Hyi)i'rl>ol 
Platz  greifen,  wenn  nuui  dieselbe  collinear  auf  ihn  bezieht.  Wollte 
niaa  auch  hier  statt  der  Vcrwa:i(ltsi:liaft  der  Collineation  die 
speciellcrc  der  Affinität  gebrauchen,  so  wird  der  Hyperbel  wieder 
eine  solcliu  Gurve  entsprechen  und  diu  Aufgabe  nicht  vereinfacht 
erseheiuon,  wenn  man  nicht  ein  einfaches  Mittel  bat  fQr  diesen  Fall 
jetzt,  die  Schnittpunkte  der  Geraden  dio  dor  gegebenen  affin  ent- 
spricht, mit  der  affineu  Hyperbel  ohne  diese  zeichne»  zu  rattsseu,  an- 
zugeben. 

Im  foltrenden  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  man  mit  Benutzung 
einer  der  gegebenen  affin  verwandten  die  Schnittpunkte  einer  durch 
ihre  Asymptoten  und  die  Hauptaxe  gegebeneu  Hyperbel  und 
einer  Goraden  finden  kann. 
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im  1.  Bde.  2.  Rh.  dieses  Journals  wurde  die  Erzougungsweise  der 
Hyperbel  und  Ellipse  als:  „Ort  der  Berübrungspuukto  der  ge- 
ineiDsainen  Tangenten  an  einen  Schoitplkreis  und  alle,  die  Asymp- 
toten berülireudeu  Kreise,  welche  ilire  Mittelpunkte  auf  der  Ilauptaxe 
haben,  über  welcher  der  Scbeitelkreis  beschrieben  wurde',  ausführ- 
lich erörtert. 

Hieraus  ergibt  sich  aber,  dass  man  die  Schnittpunkte  einer  den 
Scheitelkreis  über  der  reellen  Axe  einer  Hyperbel  berührenden  Ge- 
raden mit  dieser  sehr  einfach  hndcu  kann. 

Ist,  siehe  die  Figur,  g  eine  den  Schdtelkreis  berührende 
Gerade,  von  welcher  die  Schnittpunkte  mit  der  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  und  «2  ^^ind,  coustrairt  werden  sollen,  so  hat  man 
eben  unr  jene  Kreise  zu  suchen,  welche  die  Gerade  g  und  die 
Asymptoten  und  berühren  und  ihic  Mittelpunkte  auf  der  Axo 
a  haben,  um  in  den  iM  rührungspuiikteii  mit  g  die  fraglicbeuiSchnitt- 
puukte  zu  erbaücn.  Diese  Berübruugspunkte  lassen  sich  aber  etwa 
in  fulgeudcr  Art  üudcn.  Zunächst  findet  man  die  MilLclpunkto  0^ 
uud  O2  der  oben  geuauuteu  berübrendeii  Kreise  entweder 

\1)  indem  man  die  Wiukelhalbireudeu  10,  und  lOg  der  Go- 
raden <j  und  der  Asymptote       constrairt  (oder  20^  und 

20g  von  ff  und  «3)  oder: 

2)  als  Endjmnktc  des  auf  der  Axo  «  gelegenen  Durchmessers 
desjenigen  Kreises,  der  seinen  Mittelpunkt  auf  a  hat,  und 
welcher  durch  die  Schnittpunkte  1  und  2  von  g  mit  den 
Asymptoten  «,  und  geht,  wie  leicht  sofort  einzusehen 
ist,  da  ja  die  früher  erwähuten  Wiukelbalbircnden  senk- 
recht zu  einander  stehen.  Dass  man  nur  12  in  m  za  hal> 
biren  und  nm^  senkrecht  xa  g  za  errichten  hat,  am  den 
Mittelpunkt  dieses  Kreises  zu  erhalten,  ist  seihstverständ- 
]ieh. 

Ans  den  Tunkten  uud  O,  sind  dann  die  Senkrechten  zu  g 
zu  legen,  um  in  ihren  Fusspunkten  I  und  U  die  gesuchten  Durch- 
schnittspunkte von  g  mit  der  Hyperbel  zu  erhalten. 

Auf  diesen  Fall  lässt  sich  nnn  der  allgemeinere,  wo  die  ge^ 
gebene  Gerade  den  Scbeitelkreis  nicht  bertthrt,  zurückfuhren. 

Wttre  K.  B.,  siebe  die  Figur,  die  Gorade  nnd  die  Hyperbel 
durch  ihre  Asymptoten  «1  und  «f ,  und  den  Aber  der  Hauptaxe  be- 
schriebenen Scbeitelkreis     gegeben,  und  sind  ihre  gemeinsamen 


1)  Kreis,  der  eine  der  Kegebchnittiexen  %nm  Dnrebnener  hat* 
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Durchschnittspunkte  anzugeben,  so  legt  man  aus  dem  Schnittpunkte 
g  von  y  und  der  Axe  a  eine  Tangeute  g  au  den  Scheitelkreis 
und  betrachtet  diese  als  aftiu  verwandte  zur  gprre]>enen  y.  Die 
Gerade  y  schneidet  z.  B.  die  Asymptote  in  (2),  un  1  der  affin  ent- 
sprechende Pankt  2  auf  ^  wird  auch  ein  Funkt  der  eiueu  Asymptote 
jener  Hyperbel  sein,  dureh  welche  die  gegebene  zu  ersetaea  ist 

Die  gegebene  Hyperbel  ist  nun  durch  eine  andere  ihr  affin  mit 
demselben  Scheitelkreis  und  den  Asymptoten  nnd  a^,  die  sich 
nach  dem  Bemerkten  sehr  «'infach  ergeben,  ersetzt,  uuu  die  gegebene 
Gerade  durch  eine  den  Scheiiclkreis  der  letztern  berührende  Gerade, 
der  ailgenieine  P  all  also  auf  diesen  früher  besprochenen  speciellen 
zurückgeführt.  Nach  dem  bereits  Attseinandergesctzten  wird  man 
nun  die  Paukte  I  nod  II  auf  g  constroiren  und  dann  mit  Hilfe  der 
Senicreohtett  in  diesen  Punkten  zor  Axe  a  die  Punkte  (I)  nod  (H) 
auf  Y  erhalten,  wodurch  die  allgemeine  Aufgabe  gelöst  erscheint 

Ist  die  gegebene  Gerade  parallel  der  Nebenaxe,  so  wird  die 
Methode  nicht  anwendbar  sein,  aber  hicfiir  sich  noch  einfachere 
Coustructionen  aut  Grund  der  früher  angeiuhrten  Erzeugungsweise 
ergeben,  die  an  oben  citirter  Stelle  angegeben  erscheinen. 

Auch  für  die  Ellipse,  wenn  diese  durch  die  Hauptaxcn  gegeben 
ist,  lässt  sich  das  Priucip  anwenden,  indem  hier  an  die  Stelle  der 
Asymptoten  gewisse  leicht  aufzufindende  Gerade  treten;  allein  an- 
gesichts der  für  diesen  Fall  existirenden  äusserst  einfachen  C'onstruc- 
tioneu  sind  die  aus  diesem  Gesichtspunkte  folgenden  ohne  Bedeutung. 

F.  liuth. 


3. 

Zur  Constraetien  der  Kefelseluüttsllnien. 

Unter  diesem  Titel  bat  Herr  K.  Schober  (Triost)  im  1.  Hefte, 
(2.  R.  VII.  T.)  die  von  mir  in  dieser  Zeitschrift  (2.  R.  HI.  T.  S.  lOÖ 
— 110  und  S.  22*1)  verotientlichten  und  mittelst  analytischer  Geome- 
trie bewieseneu  Coustructionen  „durch  Specialisirung  des  Pascarschen 
Satzes  ■  augeblich  „naturgcmässer"  abgeleitet  —  wie  er  es  schon  in 
zwei  andern  Aufsätzen  (Ztschrft.  f.  d.  Realschulwesen  12.  J.  1887 
und  Programm  d.  k.  k.  Ob.  Realschule  in  Sechshaus  bei  NVien,  1887) 


n  Ortho^ntRHle  Ariinität;  der  Scheit«lkrci«  bleibt  derselbe  für  jede  dieser 
Art  uihn  vcrwuiiUte  Iljrperbol. 
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getan  hat  —  obgleich  er  selbst  in  einem  seiner  AofBitee  sagt,  die 
analytische  Geometrie  eigne  sich  am  besten  dazu,  die  Hicbtig- 
keit  einer  gcfuiid(!iion  Construction  zu  beweisen.  Welches  Beweia- 
verfabreu  besser  ist,  das  ist  wol  meist  —  Geschmackssache. 

Ich  zog  das  analytische  vor,  trotzdem  ich  jene  Constructionen 

durch  synthetisrhn  rntor^^urbungcn  gefunden  bntte,  weil  ich  glaubte, 
es  sei  weiteren  Kreisen  zn-auu'Hch.  Das  ist  übrigens  Nebensache; 
ich  bringe  nur  deshalb  den  Gegenstand  zur  Sprache,  weil  ich  von 
einer  Vereinfachung  der  in  Bede  steheodeo  Constructionen  Mitteilung 
machen  möchte. 

Das  früher  entwickelte  Verfahren  wird  besonders  bei  der  KUipse 
nicht  gern  angewendet  werden,  weil  man  über  die  Fläclie  des  um- 
sclirkbciien  Parallelogramms  EFGH  hinausgehen  niuss;  bei  narh- 
stcliender  Couätructiou  entfallt  nicht  nur  dieser  Ucbulstand,  sondern 
mau  erspart  sich  auch  noch  eine  Liuie. 

8ittd  AB  and  CD  conjugirte  Durchmesser  einer  Ellipse,  so 
schneidet  die  vi  CD  parallele  Gerade  8  die  AC  nnd  AB  in  Pnnkten 
M  und  (2,  welche  ans  B  ond  D  durch  Strahlen  BM  und  DQ  pro- 
jicirt  werden ,  die  sich  iu  einem  EUlipsonponkte  P  treffen «  dessen 

Tangente  durch  den  Schnittpunkt  L  jener  Parallelen  jS  mit  der  Tan- 
gente CF  in  C  geht.  Bei  der  Hyperbel  ändert  sich  die  Construction 
nur  dahin,  dass  QP  als  Parallele  zu  BC  (oder  Parallele  zur  Asymp- 
tote Fll)  zu  zeichnen  ist,  nud  L  auf  der  zu  AC  parallelen  Asymptote 
EG  liegt. 

Ist  CD  eine  conjugirte  Sehne,  dann  ist  das  Constrnctionaver- 
fahren  für  alle  drei  Kegelschnitte  gleich  und  lantet  so,  wie  es  oben 
fOr  die  Ellipse  augegeben  wurde. 

Bei  Hyperbel- Constructionen  ist  oll  das  Bedürfnis»  vorhanden,  die 
Taugente  unabhängig  vom  Berührungspunkte  zu  construiren;  wir 
geben  deshalb  in  Folgendem  noch  ein  Verfahren  au,  welches'  diese 
Bedingung  eriülll  und  andern  gegenüber  den  Vorteil  hat,  ein  klcinea 
Constructionsfeld  zu  benötigen. 

Es  seien  wieder  AB  und  CD  conjugirte  Durchmesser  einer 
Hyperbel,  ferner  sei  EFGIl  das  Parallelogramm  mit  den  Mittellinien 
AB  und  CD\  Fll  ttud  BG  sind  dann  die  Asymptoten. 

Projicirt  man  einerseits  die  Punkte  M  der  Goraden  AC  m  Q 
auf  BF  nach  R,  andermeita  durch  Parallele  &  zm  CD  auf  EG  nach 
X,  so  ist  LR  eine  Hyperbeltaugcnte  und  ihr  Berührungspunkt  der 
Schnitt  mit  BM  oder  QP  |  J^. 
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Die  Beweise  für  alle  erwähuten  Constructioncn  können  anf 
mehrere  Artri\  so  leicht  erbracht  werdeUi  das8  es  überflüssig  er- 
scbeiut,  dieselben  hier  auzutübren. 

Pola,  im  Deoember  1888. 

Fr.  Schiffaer. 


3. 

£rfttiMii]ig  des  „Beitragrs  zur  Inhaltsrechnnngr  der  KSrper'^ 
Bd.  XXVi.  S.  2(U  des  ArelilTs. 

Die  Ergänzung  betrifft  die  geometrische  BesLimmung  des  luhalts 
eines  Körpers,  desseu  Durcbscbuittsfläche  iu  der  Höhe  x  durch 

fix)  s=  d.a»» 

gegeben  ist 

Dft  die  Gestalt  des  SchnitteB  TOn  keiBem  EinfloBB  ist,  so  soll 
folgende  spedelle  Aoordnniig  getroffen  werden. 

In  der  Figur  stehen  die  Liuieu  GA',  ov  uud  uZ  senkrecht  zu 
einander. 

Die  Coordinaten  des  Panktes  C  seien     y  nnd  «  and  dabei: 

die  Cnrve  0MB  ist  also  eine  Parabel  in  der  Ebene. 

Das  Kechteck  ABCD  hat  zum  luhalt 

Der  lohalt  der  Pyramide  ABCDO  ist  also:  \d.sc^. 
Das  Parabelsegment  0MB  bat  zum  luhalt: 

I)i  r  Inhalt  des  prismatischen  Körpers  von  der  Höhe  z  mit  der  Grund- 
fläche OAIB  ist  daher: 
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Sabtrahirt  man  die  Hälfte  dieses  Körpers  von  der  Pyramide  ABCDO^ 
80  ergiebt  sich  als  Inhalt  des  KOrpers  OMBADCLO 

V  —  id.«* 

Die  DorchschiutteflttGhe  dieses  K6rpen  in  der  Höhe  «  ist  ABCL^ 
also: 

Die  Zasammenstelloog  auf  Seite  206  Band  26  wird  nnn: 

Durchscliuittsfläche  in  der  Voluineu  dos  Kürporätücks 

Höhe  X  von  der  Hübe  x 

1)   a  ax 
2}  bx  ^ 

3)  03r> 

4)  de* 

und 

J}3C^       cx^  ilsjc^ 

/(«)  =  a-^-hx-^-cx^-^-iU^  t;  ==  aa;  +  2  "1"  g  "i"  £ 


Kid,  den  27.  Mai  \m. 


Ligowski. 


4. 

Ueber  haraieBlsehe  Bethen  ungerader  Ordnung. 

In  der  Reihe  für  logi'(l treten  bekanntlich  als  Coofticienten 
die  harniouiscben  Reihen  »S/i  auf,  von  welchen  nur  diejenij^cn  ge- 
rader Ordnung  summiibar  sind.  Im  Folgenden  sollen  uuu  lur  die 
Reihen  Sn  mit  ungeradem  Stellensaiger  —  Kecursionsformeln  auf- 
gestellt werden;  sie  enthalten  zwar  auch  unendliehe  Reihen,  die  aber 
bedeutend  raseher  als  die  urspranglichen  Reihen  Sn  eonvergiren. 

Diese  Transformaüou  wird  mit  Hilfe  der  Function  log  sin  ^,  welche 

sich  auf  zweierlei  Art  in  conveiigente  Reihen  verwandeln  ISsst,  be- 
wirkt £s  ist  gleichzeitig 

— iog8in|=iog»+-j^-h-2^+..., 

and 


—2»  <  q>  <4-2jr 


daher  auch 

0^9^»  1] 

Durch  Wiederholte  Integrationen  dieser  Gioiebung  cutstelieu  iiüks 
Ausdrücke,  welche  für  die  Werte 

entweder  in  die  Potenzreihen  i^^^i  oder 

00     (—1 )« 

übergehen,  jeuacbdem  die  Auzahl  der  Intcgratioueu  eine  gerade  oder 
ungerade  ist. 

Die  erste  Integration  swischen  0  und  q»  giebt: 

Da  rechter  Hand  log^  Torkommtf  sind  nnr  positive  Werte  von  <p  zu- 
lässig; für  =  7c  entsteht  ein  Widerspruch,  endlich  convergirt  das 
Integral  des  Hestgliedes  von  1]  gegen  die  Null;  als  Coavergens- 
bcreich  können  daher  die  Werte  von  incl  0  bis  exclnsive  ir  ange- 
nommen werden. 

Ans  den  weiteren  Integrationen  zwischen  0  und  ^  geheo  mit  Be- 
achtung von  {9'"Iog9}— *  0  folgende  Gleichungen  hervor: 

-  +^  =  21  (l+i-log9,)+  Y^^^ij  +  ... 

1'] 

_  ^  sin  n<p 


2(2;r)~4  5.6.7  "^^ 


Aldi.  d.  M«th.  v.  Pliy«.  2.  B«ih«,  T.  VUI. 
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0^9»  < 


Das  liildunysgesetz  dieser  Formeln  ist  ein  leicht  erkennbares;  nach 
r— 1  Integrationen  zwischen  0  und  q>  ist  offenbar,  wenn  a;  r  un- 
gerade: 

r— 1 

(-1)  -^-l^+^ö^,-^(^,+-... 

4._A_  2!         ,  ,   5^  4!  , 

1(2»)»  (r+l)i  +  *(lJai)i(7H:3)i  +  '  *  '  ^] 

b)  r  gerade: 

r+2 

/— n  ^  jp  sin  9^      ^    g>"~^  , 

r 

^1(2»)^  (r-f  l)!'T'«(23l)*(r  +  3)!"^"-  " 

Die  Sabstitatioü  f  »  2  O'^ä^^bt,  da 

(r  uDgerade) 

und 

sin  ny         tx  ^    /l      11  \      ,         2  „ 

(r  gerade) 

ist,  folgende  Beziehungen  zwischen  den  harmonischen  Reihen  «Sgr+i 
QDd  den  Reihen  Cg»  ekersdto  und  den  bekannten  Suuimeu  S^ip  an- 
dereradts: 


üy  Google 


Müeeäem.  323 

r— 1                          r  +  l 
+(-1)      ^  (öj   S^^^i  

(r  uugorade) 

r 

(r  gerade) 

Da  die  in  den  Formeln  4]  nnd  5]  anftrotende  Reihe 
CO  1  1 

*^y7jrip2vZIlT  •  ^  raadier  als  Sr  oder  Ur  convergirt, 

so  kann  eretero  zur  Borechnnng  der  leUtern  Seihen  mit  grossem 
Vorteil  angewendet  werden. 

Die  Gonvergenz  dor  neuen  Reihen  kann  dadurch  noch  wesent- 
lich erhöht  werden,  dass  za  1]: 

die  Gleichung 

addirt  wird,  woraus  entsteht: 


^cos 
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ZwiBchen  0  und  9  wiederholt  integriert,  eiig[iebt  snnäcbst: 

r  <p 

r  (p  r  p  r  <p 

0  00 


r  «p 


somit 
r  9 


Xlog(x-^)} 

Nftch  r  -1  maliger  Integration  der  Gleicbaog  6]  ist  unn 
a)  r  nngerado 

r+t  r~-l 


.  Kj  ^  .d  by  Google 
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b)  r  gerade 

^y*^-^  .  ./  2  ^  sin  ny 

-^i(.+t+...+^)h(?+.r-^-'n 
-.«,-{?+.)-w(.+£)+(?-.rw(.-fi) 

Die  tngoaometrischeii  Reihen  gehen  fOr  den  spedeUen  Wert 
ff 

^  s  2  ^        Potensreihen  über: 

a)  r  ungerade 


b)  r  gerade 
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-  i—Wi  Ö)'"' [ci - a'-'+ö. - (i +i+...+±^yiog I 

\  2  )        \  *  ) 

Bei  Annahme  eines  grossen  r  vcrschwiudeu  die  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  2]  und  3],  während  der  linksseitigen  Teile  zu  den 
bekannten  SlnoB*  und  CoBlnii8*Beihen  führen. 

Franz  Bogel. 


5. 

Znhl  4er  ComMnatleneny  die  n  Steine  auf  dem  Bamenbrette 
Ton  100  Fddern  bilden  IcUnnen« 

Wir  suchen  zunächst  die  Zahl  C/,,^  der  Comhinationen  zu  be- 
stimmen, die  mit  p  einfachen  Steiiieu  und  q  Damen  möglich.  Be- 
zeichnen wu  mit  C'i,p-i  die  Zahl  der  CüUibiuatioueD,  die  p  ciufacbo 
Steine,  worunter  «'weine  and  ip—i)  schwarze  sich  befinden,  bilden 
können,  femer  mit  C"k,g~k  die  Zahl  der  Comhinationen,  die  — bei 
p  anf  dem  Brette  befindlichen  Steinen  mit  k  weissen  nnd  (g— Ü?) 
schwarzen  Damen  möglieh,  so  haben  wir 

S  0 

Der  Elammerausdrnck  ist  TOn  dem  Prodoct  der  beiden  Summen 
abzuziehen,  da  wir  die  Fälle  anszoschliessen  haben,  wo  sämtliche  auf 
dem  Brett  befindlichen  Steine  Ton  derselben  Farbe  sind. 

Indem  wir  in  Betracht  ziehen,  dass  ein  ein&cher  Stein  nicht  die 
5  Endfelder  seines  Gegners  einnehmen  kann,  haben  wir 

^^'^  -  CD  CD  + CD  Ci'O  C  VirO 
+  CD    )  CV^  C-DC^) 

Mit  Rücksicht  anf  die  Baziehnng 

C    = C)    + CID  CD + C»lDG) + 

+-+CDCO  <- 

können  wir  schreiben 
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+  

woraus  sieli  mit  Hilfe  der  Bezieboog  («  ergibt 

c'.^  -  CD  cf-- )  CD + cDc^o  ao 

Nun  ist 
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somit 


^  CD  (jtd  aiD  H-Q «o)  e-D 

lasbesoudcre  ist 

Setze«  wir  in  Gleichimg  (1)  der  Reihe  nach  » =  0,  1,  2  . . .  |»  nnd 
addiren,  so  erhalten  wir,  da  bekanutUch 

ICD-* 

Es  ist  aber 


somit  können  wir  schreiben: 


=(D-[CDO-CDC-J 
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Mit  Hinsicht  auf  die  Beziehung 
ergibt  sich  schliesslich 

Ferner  erhalten  wir 

(5Q-/>)!  (50-p-fe)! 
Jk!(50-/>~^•)l  (ä-&)I(50— a)'- 

Insondorhdt  ist 

Ans  Gleichnng  (3)  folgt 
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Beachtcu  wir  uuu,  dass 

rhO-r\rm-Tr\        (50-01         (50 -7.)! 

^  p-tJK.  q  J  U50--P)!  «!(50~j>-i|)! 

^  (50-0!  (p+g-  0 1 
"  (p-fl-«)l(50-^-a)J  (p-OI«I 

80  gibt  die  HnltipHcfttion  der  Gleichuagcü  (2)  und  (4) 

A^8  QleicbtmgeD  (la)  and  (3a)  folgt 
oder  mit  Rücksicht  auf  Beziehang  {ß)i 

c-.c"+c..  c"  -  aco^o  ((p  e;)  -Q)  (A) 

wofür  wir  uutcr  Beachtuug  der  BeziohuQg  {*)  sdureiben  können: 
Somit  ergibt  sieb 

^--C)(^)et^)=... 
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+(Pui,)C'+r>-+- 

Setzen  wir  hierin  der  Ecilic  nach  3  =  0,  1,  2  ...  n  und  gleichzeitig 
^        „_  1^  „_2  . . .  0,  so  erhalten  wir  fOs  2^hl  der  gesuchten 

Combinationen 

Bemerkuugou. 

Besiebang  (a)  ergibt  Bich,  wenn  wir  die  beiden  Seiten  der 
Identit&t 

(1  H-»y+«  »  (1 4-af)«'  (1 

nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickeln  und  dio  Coefdcienten  dos 
Gliedes  acf^  vergleichen. 

In  fthnlicher  Weise  erhalten  wir  Beziehung  {ß)  aus  der  Ver- 
gleicboDg  der  Coefficienten  des  Gliedes  os^  in  der  Entwicklang  von 

Um  die  Beziehnng  (y)  zu  beweisen,  haben  wir 
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-C;pC::)[Q)+(;)+(p+...+0) 

+ ©  (r.o[Co^) + (70 + er) + •  •  • + a)] 

+  

+ 0  (:-7.)  [c-o") + 0 + C  f ) + . . . + CzD] 

+  

-(o)C:)(o) 


+  

Nun  ist 

(TO    \    /"  TO --«-{-"  \         — 25-{--«\ 
8  -u)  Vr-2«4-2tty  V       w  / 

 m\       _   (m— g-f-jp !  _(r~2*-f2«)! 

■°  {«-»}!  (m-34-t*)J  (r— 2ä-|-2m)  !  (ffi— r-i-*— «T!  t* !  (r^2«-f  u)~l 

m!  (»t~r-{-*)I  (r -«)! 

(r — s)\{m—r^s)\  M !  (m— r-j-«— m)  I  (« — tt)I  (r — 2«-J-tt)I 

= J  (;-') 

somit 

-(:)(v)C;) 

+  
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+  

oder  mit  wiederholter  Anwendung  von  (a) 

«=(:)C)+C-x)(7)+(."'3)a)+- 
••■+(-.)  C>-+G)(:) 

IiOniBville,  Jani  1889. 

Carl  Boecklen. 


6. 

B^merknng  zum  KSnigiimeuprobleiii» 

Wo  das  Königinnenproblent,  d.  ist  die  Aufgabe,  8  KOniginDen 
auf  dem  Schaefabret  so  aa  stellen,  daas  keine  die  andere  angreift, 
aar  ünterbaltung  geübt  wird,  da  ist  wol  schon  öfters  bemerkt  wor- 
den, dass  bei  jeder  Lösung  eine  gerade  Zahl  von  Königinnen  auf 

Feldern  gleicher  Farbe  steht.  Der  Grund  dieses  Urnstandes,  den  ich 
hier  auf  Anlas«  geschehener  Nachfrage  augcbp,  ist  iusofcru  instructiv, 
ala  er  sieb  durch  die  elementarste  Determiuaatoubotrachtaiig  dar- 
bietet. 

Von  den  zweierlei  Zttgen  der  Königin  kommt  nnr  der  Turmzug 
in  Anwendung.  Sei  daher  tkh  ein  Turm  auf  dem  l-ten  Felde  der 
Aten  Reihe.    Entwici^elt  mau  die  Determinante  |  tkh  |  für  k  =  1, 

2  ...  8;  /i  1,  2  .  .  .  8  in  ihre  B!  Terme,  so  drückt  jeder  Tcrm 
eine  Aufstellung  von  8  Türmen  aus,  die  sich  nicht  angreifen,  weil 
kein  Wert  von  k  und  von  h  zweimal  darin  vorkommt.  Ausserdem 
ist  ersichtlich,  dass  keine  andre  Aafstelluiig  der  Bedingung  genügt, 
dass  iiiitiiiu  jene  Terme  alle  Lösungen  des  analogen  Turmprobiems 
repräsentiren. 

Ein  Turm  steht  nun  auf  weissem  oder  schwarzem  Felde  (oder 
umgekehrt),  jenachdem  ^(4-^'  gerade  oder  ungerade  ist.  Hiernach 
gibt  der  Aufangsterm     ^  . . .       ^  weisse  Felder.    Aus  diesem 
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gehen  alle  andern  Termc  hervor  durch  wiedcrholto  Vertauschung 
zweier  Werte  vou  i*,  B,  k  und  k'.  Ist  nun  k-\~k'  gerade,  so  bleiben 
did  Farben  unverändert  \  ist  es  ungerade,  so  wecbsclu  beide  betrefen- 
den  Tttrme  die  Farbe.  Folglich  kann  sieh  die  Anzahl  der  besetsfen 
Felder  gleicher  Farbe  nur  nm  eine  gerade  Zahl  ändern  und  bleibt 
stets  gerade. 

Hiermit  ist  der  Satz  für  Tünne  bewicson.  In  einer  Stellung 
aber,  wo  sich  Türme  bedrohen,  bedrolion  sich  aucli  Königinnen ;  daher 
können  8  Königinnen  nicht  auf  ungerader  Anzahl  weisser  und 
schwarzer  Felder  stehen  ohne  sich  zn  bedrohen,  w.  z.  b.  w. 

Alles  Gesagte,  mit  einziger  Ansnahme  dessen,  was  den  Haupt- 
Coder  Diagonal-)Term  betrat,  gilt  offenbar  auch  für  n  Königinnen, 
resp.  Tünnen,  auf  einem  Brote  von  nn  Feldern.  Ist  n  gerade,  so 
ist  der  Hauptterm  in  gleicheni  Falle  wie  für  n  =8,  nnd  der  Satz 
besteht  fort.  Ist  n  ungerade,  so  gibt  es,  wie  im  llauptterm,  lu  allen 
Lösungen  eine  ungerade  Anzahl  Felder  von  der  gemeinsamen  Farbe 
beider  Diagonalen,  eine  g<»rade  Anzahl  von  der  andern,  irelcbe  aus  null 
parweise  durch  Permntation  entstehen.  R.  Hoppe. 


7. 

Naehtrlfllche  Bemerkung  zu  Nr.  YII. 
Wir  haben  anf  Seite  206  d.  Teiles  gefanden,  dass  das  Konoid 

von  dem  Kegel 

nach  zwei  antereinander  nnd  mit  der  Directiix  des  ersteren  con- 
groenten  sph.  Schleifenlinten  geschnitten  wird.  Hiemit  war  die  Existenz 

von  vier  derartigen  Schleifenlinien  anf  diesem  Konoide  nachgewiesen. 
Knn  kann  aber  leicht  gezeigt  werden,  dass  sich  nicht  nur  deren 
vier,  sondern  beliebig  viele  vorfinden.  —  Denken  wir  uns  nämlich, 
es  vollführe  die  Directrix  {x  =  rcos«^  y  =  r sin?« cos?*,  s  =  rsinw) 
eine  gleichförmige  Rotation  im  uegat  Sinuc  um  die  verticale  Axe 
(a?  =  ^r,  y  0),  während  diese  Axe  selber  gleichzeitig  eine  ebenfalls 
gleichförmige  Kotatiou  ,  aber  nur  mit  halber  Winkelgeschwindigkeit 
und  im  posit.  Sinne  um  die  i;-Axe  erleidet,  so  beschreibt  jeder  PuukL 
der  Directrix  (da  deren  Gruudriss  ciu  durch  den  ürt>i»i  uug  gehender 
Kreis  ^^-{-)}^  ■=>  rij  ist)  nach  einem  bekannten  Satze  der  Kinematik 
eine  horizontale,  die  ^Axe  schneidende  Oerade,  also  eine  Erzeugende 
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unseres  Konoides,  und  folglich  finden  sich  aaf  dessen  ÜherHächo  ua- 
ondlich  viele  sph.  Scblcifenliuien  vor,  —  es  kauu  durch  die  ange- 
deutete zusammengesetzte  Bewegung  der  Directrix  erzeugt  werden. 

Es  ist  dieses  Ergebniss  übrigens,  wie  leicht  zu  scIicn  ,  blos  ein 
Ausflijss  eines  allgemeinen,  für  alle  geraden  Konoide  giltigon  Satzes, 
der  wie  folgt  ausj^esprochen  werden  kann ;  „Alle  geraden  Kreis- 
cyliuder,  welche  congrueute  Basen  haben,  und  von  denen  eine  Er- 
zeugende mit  der  Axo  irgend  eines  gleichfalls  geraden  Konoides  zu- 
sauimunfäUt,  schneiden  das  letztere  in  congruentcn  Curvcn". 

In  Bezug  auf  den  vorliegenden  Fall  ergibt  sich  demgcmäss,  dass 
die  Durchdringuogscurvcn  aller  Kreiscylioder,  deren  Gleicbungcu  dio 
Form  haben 

ly«     r  (>  cos  ip-\-ti  sin  (p) 

mit  dem  Eonoido 

mit  dessen  Directrix  congruonto  fph.  Scfaldfeulinieii  sind,  deren 
Doppelpunkte  aaf  der  Abscisseuaxo  liegen  und  zwar  in  der  Strecke 
Ton  X«-— r  bis  »•»-hr.  Hierans  folgern  wir  weiter,  dasa  die 
Kegel,  besiehongsweise  Kugeln  mit  den  Gleichungen 

(a,  ß  beide  absolut  genommen  ^  r)  aus  dem  Konoide,  desgleichen 
mit  dessen  Directrix  congrueute  Schleifenlinieu  herausschneiden, 
welche  Besnltate  unschwer  analytisch  veriticirt  werden  kennen. 

Eduard  Jauisch. 


8. 

Zur  Bestimmung  «ler  Curren  ilureli  die  Relation  zwischen 
•    Krttmmnngs«  und  Torsionswinkel. 

Ist  der  Torsionswinkel  &  als  Function  des  Krümmungswinkels  t 
gegeben,  so  lässt  sich  das  Problem  der  Darstellung  der  Curve  bei 
willkürlich  bleibendem  Bogen,  wie  ich  in  Grelle  J.  LX,  182.  LXITI. 
122  und  in  d.  Arch.  gezeigt  habe,  auf  dio  lineare  Gleichung  2.  Ordu. 

r"+f*VH-Jr  —  0  (1) 

zurückführen,  wo  die  Striche  dio  Diff.  nach  r  bezeichnen,  und,  wenn 
/*',  /  die  Kichtungscos.  di  r  Tangente,  Haupt-  und  Diuormale  sind, 
die  Bedeutung  von  r  aus  den  Annahmen  hervorgeht: 
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/co8/i-f-/-sin(x  =  1       (2)  r'  =  te4»  U) 

/sinf*— /"cosii^-tZ  (3) 

Unabhängig*)  hiervon  hat  nun  E.  Goursat  in  den  Ann.  do  la 
Fac.  de  Xonloose  I.  C.  dasselbe  Problem  bei  der  Annahme 

/•4-,7=r«  (5) 

gleichfalls  auf  eine  Gleichung  2.  Ordn. ,  und  zwar  für  V  zuriiclige- 
fulirt  Es  entsteht  die  Frage,  ob  sich  die  complcxen  >■  und  1' als 
mouodrüme  Functionen  von  einander  explicitc  darstellen  lassen,  so 
dass  beide  Differentialgleichungen  durch  Substitution  aus  einander 
hervorgehen.   Sei  für  reelle  p,  v 

r^ptf*  (6) 

dann  ergibt  sieb  dnreh  Etimlnation  von  ^'  am  der  reellen  Doppel- 
gleieb.  (1)  nacli  Integration: 

j)'*4-j»V«-|-ip«  -      (consUnt)  (7) 

and  dnrch  Elimination  von  «  zwischen  (6)  und  (7): 

Hiernach  ist  erst;?,  dann  nach  Gl.  (G)  v  in  r  dargestellt.  Ferner 
ist  nach  Bd.  II.  S.  421  Gl.  (22)  f^p^  —  l  und  /'  bekannt,  daher 
nach  Gl.  (2)  (3)  auch  also  nach  Gl.  (ö)  ¥  ausgedrückt  als  Function 
von  r. 


*)  Goursat  citirt  meine  oben  genannte  Arbeit,  hat  sie  aber  allem  Anschein 
nach  nicht  polesen.  Was  er  (p.  19)  nls  deren  Inhalt  angibt,  kommt  gar 
nicht  darin  vor.  Trotwlem  er  sie  nicht  kennt,  scheut  er  sich  nicht  (p.  l) 
Ba  behaupten,  sie  behandle  nur  einen  specicllen  Fuil  des  Problems. 


R.  Hoppe. 
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XV. 

Ueber  den  Brocard'sclien  Kreis  als 
geometrischen  Ort  und  die  demselben  verwandten 

Kegelschnittscliaaren. 

Von 

Andr.  Müller. 


Die  Sütze,  welche  hier  erörtert  worden  sollen,  wurden  unter 

Anwendung  barycentriscber  Coordiimtcn  j^ewonuen.  Es  niögo  des- 
halb gestattet  sein,  auch  hier  dieses  Coordinatcnsystcm,  das  sich  für 
die  vorliegende  Frage  als  ganz  besonders  geeignet  erweist ,  beizube- 
halten. Zu  diesem  Zwecke  möge  zunächst  daran  erinnert  werden, 
dass  die  Lage  eines  PunkLes  M  iu  Bezug  auf  drei  feste  Punkte 
C  (Fundameutaldreieck)  aasgedrttckt  wird  durch  die  Gleiehung: 

aA4-bB-]-cC 

oder 

M=aA-\-bB-^ca 

«ean  a,  h  und  «  die  Gewichte  darstellen,  welche  Bum  sich  in  den 
Punkten  Ay  B  und  C  zu  denken  hat,  damit  M  den  Schwerpunkt 
jener  drei  mit  den  bozUglichen  Gewichten  belasteten  Punkte  dar- 
stelle 1). 


1)  Mubins:  Der  barycentrfsche  ChIcuI.  1,  Abschn.  9.  Cup.  S.  lo.  a.  fT. 
BellATitia:  SpMizione  dei  noovi  motodi  di  geometria  «nalidcA  IV  92  png.  44. 
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Denkt  man  sicH  ferner  den  Pnnkt  M  mit  den  Ecken  des  Fan- 
damentaldreiecki  ABC  Terbnnden  and  diese  Geraden  bis  zum  Schnitt 
mit  den  Seiten  BO  in  Ä\  CA  in  AB  in  C*  yerUngert,  eo  ver- 
kalten  sich  aaek 

A'M    B'M  CM 


oder  auch 


o  :  & :  c  —  C:^ßA£C ;  A  CMÄ  :  A 


Ferner  mögen  hier  im  voraus  die  im  folgenden  zur  Verwendung 
frolangendott  Formeln  zusammengestellt  werden.  Betrachten  wir  näm- 
lich zwei  Punkte  Afi  und  AL,  deren  Coordinaten  beziehungsweise 

Ci  und  Og,  6j,  seien,  so  müssen  die  Coordinaten  eines  dritteu 
Punktes  x^^  x^  x^  auf  der  Yerbiuduugslinio  derselben  die  Bedingung 
erfüllen : 


1) ') 


«1» 


h*  «'s 


-0 


Besmcknen  wir  in  der  Entwicklang  dieser  Detenninante  die  mit 
tSf  moltiplicirte  ünterdeterminante  mit  «n,  die  mit  mnltiplicirte 
mit  ßtin  die  mit  tt^  mnltiplicirte  mit  nnd  ebenso  in  einer  sweiten 
nnd  dritten  Determinante,  welche  die  durch  die  Punkte  3,  4,  be- 
ziehnngsw.  5,  6  gehenden  Geraden  darstellen,  die  betr.  Untcrdctor- 
minantcn  mit  etc.,  a^g  otc,  so  sind  die  Schnittpunkt-Coordinaten 
der  beiden  ersten  Geraden  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

2)     K^lX^lXg  = 

die  Bedingung  aber,  dass  die  drei  Geraden  durch  denselben  Punkt 
gehen,  ist: 

^Sßi  Ate*  Tu 


ßttt 

.  1  ht» 

• 

«1»  Ai 

ßuy 

'  1  rM)  «s« 

• 

3) 


Bezeichnet  man  femer  die  Länge  der  Strecken  BC,  CA^  AB  be- 
züglich mit  a,  b,  c,  80  ist  ein  Punkt  mit  den  Coordinaten  x,,  r^t 
se^  aaf  der  dem  Dreieck  nmsehrlebenen  Kreisperipherie  gebunden  an 
den  Ansdrnck 

Aa  .  Bb  .  de 


1)  Die  A!)!oitung  dor  Formeln  4  siehe  im  FrogniMii  dee  kgl.  Qym- 
nasiuma  zu  Kempten  v.  J*  1S89* 
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tind  die  Gleiclmng,  welche  die  Coordiuaton  eines  Punktes,  der  auf 
der  Kreiaperipherie  liegen  soll,  erf iUlea  müsaen,  ist : 

c* 

«1     fl?t  ^ 

Nach  diesen  allgcmeineu  Erörterangen  wenden  wir  uns  der  be- 
sonderen, iu  der  Ueberschrift  bezeichneten  Aufgabe  zu. 


Das  Dreieck,  an  welekes  die  Untersacbnng  geknüpft  werden 
soll,  und  das  zugleich  als  Fnndamentaldreiedc  dient,  sei  ABC^),  die 
Segmcntärpnnkte  seien       nnd  O/,  die  Schnittpunkte  von  BO^ 

and  COg',  dann  von  CO^  mit  AO^,  endlich  von  AO^  mit  80^'  seien 
hesOglich  AtB^C^]  dann  sind  sanftcbst  die  Paukte  0^  und  0^'  bary- 
eentriseh  ansgedrftckt  durch 

und 

Die  Coordinaten  des  ersten  Ausdruckes  ergeben  sich  leicht  durch 
tine  dementare  Betrachtnng.  Verbindet  man  nftmlich  die  Ecken  A, 
B,  C  mit  und  Terläugert  die  Y^rbindungslinien  bis  zum  Schnitt 
mit  den  gegenfther  stehenden  Seiten  in  Au,  Bfi,  Cy,  so  findet  sieh 

AgO^        L  L  A  <>8  _  1 

AuA  "        BßB  "  c«     ™     CyC  "  «• 

Die  Coordinnten  von  O^'  ergeben  sich  ebenso,  oder  noch  ein- 
faclirr  unter  Beachtung  des  Umstandes,  dass  O^'  der  Winkolgegeu- 
puukt  von  ist.  Aus  diesen  Coordinaten  lassen  sich  nun  die  der 
übrigen  in  Betracht  kommenden  Pnnkto  berechnen,  wenn  man  im 
besonderen  i^  ail  nicht  etwa  anderweitige  Krwaguugeu  anstellcu  will. 
Für  A^  den  Schnittpunkt  von  BO^  mit  CO^'  sei  diese  Rechnung 
hier  ausgefitthrt. 

B  hat  die  C!oordinaten: 

«1-0,  fti-l,  «1-0 


1)  S.  den  Art.:  „Der  Brocard'üche  Winkel"  von  W.  luhrmuni»  im  6.  T 
dar  S.  B.  dieaer  Zeittdirift  und  dio  deini«lb«i  beigcgüban«  IRgar. 
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0^  die  Coordinaten: 

ferner  C: 

=0,      s  0»  «3  1 

endlicli  OJi 

«4  =  *4  =  ^  — 

Also  wird  nach  2): 

1        1  1 

oder 

a4  :     :     —  a' :  e* :  ^ 

Ebenso  findet  man  fur  B^z 

«1 : :        0* :    :  a' 


und  für  Cg: 


-Tj  :  a-^  :  3-3  ™  ; 


IMe  Anwendong  der  Formel  3;  ergibt  naii  sanftcbst  folgeoden 
Satz: 

VerbiDdet  man  bomologe  Paukte  auf  den  Seitea  des  Fanda- 
mentaldreieckB  BC,  CA,  AB  bzhw.  mit  den  Pankten  A^^  B^t  (^^  wo 
scbneideii  sich  immer  je  drei  derselben  iD  dem  nAmlichen  Punkte. 

Unter  homologen  Punkten  sind  solche  zu  verstehen,  welche  man 
erhält,  wenn  man  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  der  Folge  nach  im 
nftmiiehen  Verhältnisse  teilt  Teilt  nftmlicb  i*«  die  Sdte  BC  imTer- 
liftltnias  von  m:»,  so  sind  die  Coordinaten  dieses  Punktes 

teilt  Pß  die  Seite  CA  im  Verh&ltniss  •»:«,  so  sind  dessen  Coor- 
dinaten : 

~  f»,  63  "  0>  e^ssn 
endlieh  sind  die  Coordinaten  von  Pyt 

05  «  n,   65  =  I»,       —  0 
Die  Coordinaten  von  A^  B^^     aber  sind: 

-=  a"^,        «=  e^, 
«4  =  c^,  i*,    C4  =  a* 

%  —  =  a*,       «—  c* 

Die  Determinante  3)  erhält  also  unter  Einführung  dieser  Werte 
folgende  Form: 
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Man  eraiebt  aber  sofort,  wenn  man  sich  die  Glieder  der  einzelnen 
Colonn«!  addirt  denkt,  dass  8  —  0  ist. 


n. 

Dinso  Schuittpiiukte  uun  liegen  sämtlich  auf  dem  Brocard'schen 
Kreise,  daher  der  weitere  Satz: 

Der  BrocardVsche  Kreis  ist  der  geometrische  Ort  der  Sehnitt- 
pankte  von  je  drei  Geraden,  welche  man  erhält,  wenn  man  homologe 
Punkte  auf  den  Seiten  BC,  CA,  AB  des  Dreiecks  bzhw.  mit  den 
Pnokten  A^  JJ^  Cf  verbindet 

Um  den  Nachweis  dieses  Satzes  zn  liefern,  müssen  wir  zaror 
eine  Goordinatentransformation  ausführen.  Die  Formel  4)  gilt  nim- 
lidi  für  die  Goordinaten  eines  Punktes,  welcher  auf  dem  Kreise 
li^jt,  der  dem  Fundamentaldr  eicck  umbeschrieben  ist.  Es  muss 
also  /\  6',,  um  welches  bekanntlich  der  Brocard'sche  Kreis  be- 
schrieben ist,  als  Fuudamontaldrcieck  betrachtet  werden.  Das  Ver 
hältuiss  der  Grössen  o',  b'K  in  4)  ändert  sich  dabei  nicht,  da, 
(wie  sich  auch  barycentrisch  zeigen  läast) 

IS-AtB^Ct^  AÄBC  ist. 

Um  aber  die  Goordinaten  irgend  eines  Punktes  auf  ^^^s^'s  zu 
bezieboD,  erinnern  wir  nns,  dass 


A^  = 


a*A-^c^B-\'b^C 


Bezeichnen  wir  nua  a*-\-b*-^G^  mit  2  und  setzen  die  Determinante 


so  ist 


5» 

c»,   b\  a» 


=  a^a-^c'^ß-^b^y 
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Ein  FoDkt  P«  also,  welcher  BC  im  TerhftltiiiM  von  n:m  Idlt,  bat, 
bezogen  auf  das  Dreieck  ^tft^>  ^  Ansdrnck: 

Der  homologe  Punkt  Pß  anf  Cil  ist  ansgedrflckt  durch 
EndUcb  ist 

Py  =  {ma  +  njS)i4,  +  (mjS  -f         +  (my  -f  na) 
Verbindet  man  nun  Pa  mit  Jti  ^  Formel  1): 

a,  =  1;  AfBO;  ^—0 

und  irgend  ein  Pnnkt  auf  dieser  Geraden  genftgt  also  der  Gleichung: 

Ebenso  genügt  ein  Punkt  auf  der  UeraUen  F^B^  der  Gleichung: 

a^(m/)+«»r) —  0 

Eudlich  gilt  für  lyC^  die  Gleichuug: 

(fnß  H-«»y)a^  —  («M» + vß)tf  0 

Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  je  zweier  dieser  Geraden 
genfligea  den  beiden  betr.  Gleichungen.  Da  sie  aber  dann  auch  der 
dritten  Gleichung  genügen,  so  ersieht  mau  auch  hieraus,  dass  die 
drei  Goraden  durch  denselben  Punkt  gehen.  FOr  diesen  Schnitt- 
punkt ist  also: 

Soll  dieser  Punkt  auch  auf  dem  um  A^S^Ct  beschriebeneu  Kreise 
liegen,  so  müssen  seine  Coordinaten  der  Gleichung  genügen : 
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Um  nmi  darzutan,  daas  fDir  denselben  diese  Gleichnng  erfült  Ist» 
ronltiplidren  wir  Dividend  und  Divisor  des  ersten  Quotienten  mit 

w/J-f- ny,  des  z'wf  i teil  mit  wia-f- n/3,  des  dritten  mit  my-^-na  Dadurch 
werden  alle  drei  Nenuer  gleich,  nnd  die  linke  Seite  der  obigen 
Gleichung  erhalt  also  die  Form: 

a*(i»i5+ ny) + H-njJ)  -1-  c*(my-f-««) 

oder: 

m{a*ß^b*  « -h  y)  +  »(«*  y  4-  ^ 

oder: 


-|-  n 

0» 

in  welcher  Summe  ersichtlich  jeder  der  beiden  Summanden  für  sich 
gleich  0  ist  Da  also  die  Gleichung  für  beliebige  m  und  n  erfttllt 
ist,  80  ist  es  selbstTerständlich,  dass  auch  die  beiden  Segmentär^ 
punkte  Ug  und  0',  (m  =  0  bzhw.  n  =  0),  ferner  der  Greve'sehe  Punkt 
Cr,  (w-j-n  =  0),  sowie  der  Puokt  M^'  (m  =  n)  aof  jenem  Kreise 
lici-'oti.  Da  ferner  die  obige  Gleichung  auch  für  ein  negatives  m 
oder  n  erfüllt  ist,  so  dürfen  die  homologen  Pankto  auch  auf  den 
Ycrlängerangen  der  Dreieckssoitca  gewählt  werden. 

Die  soeben  durchgeführten  Untersuchungen  sind  nun  nach 
doppelter  Kichtung  der  Yerallgemeincrnng  fähig.  Zunächst  ist  nftm- 
lieh  ersichtlich,  dass  die  analytischen  Formeln,  welche  seither  zum 
Beweise  der  aufgestellten  Sätze  Verwendung  fanden,  auch  dann  ihre 
Giltigkeit  behalten,  weuu  an  Stelle  der  Exponenten  2,  mit  denen  die 
Coordinaten  der  in  Betracht  kommenden  Punkte  versehen  waren, 
irgend  eine  andere  Zahl  tritt;  des  weitereu  aber  lässt  eine  genauere 
Untersuchung  erkennen,  dass ,  wenn  man  den  Punkt  A  ^  mit  irgend 
welchen  Punkten  auf  CA  oder  AB  und  entsprechend  Bf  und  Cf^ 
mit  den  homologen  Punkten  auf  AB  und  BC  bzhw.  BC  und  CA 
verbindet,  sieh  ähnliche  Sätae  ergeben,  wie  die  oben  abgeldteteo, 
und  dass  auch  diese  S&tze  sich  wieder  verallgemeinern  lassen. 

Um  nun  ilio  Untersuchung  nach  der  eben  angedeuteten  dreifachen 
Richtung  ganz  allgemein  durchzuführen,  gehen  wir  von  drei  Punkten 
aus,  welche  mit  ^m,  Bm^  bezeichnet  seien  und  durch  die  Ans- 
drflcke  bestimmt  sind*) 

1)  Uebcr  die  Coustruction  dieser  Punkte  für  den  Fall,  dass  "i  rinn  gnnze 
Zahl  TorstelU,  siehe  das  Programm  des  kgU  Gymnasiams  zu  Kempten  vom 
Jahre  1889. 
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in  wolcbcD  Ausdrücken  m  irgend  eioc  positive  oder  negative  Zahl 
bezeichnet.   Verbindet  man  nun  homologe  Puukto 

1)  anf  BC  mit  aaf  CM  mit  Bm  auf  AB  mit  Cm 
3)  anf  BC  mit  d»  auf  CA  mit  anf  AB  mit  J7m 
3)  auf  BC  mit  JIr»  auf  Gü  mit  Cm  anf      mit  Am 

80  flchneidcn  sich  in  allen  drei  Fällen  je  drei  solcher  Verbiudungs- 
linicn  iu  demselben  Punkte. 

Es  seien  nämlich  die  drei  Seiten  des  Coordinatendreiccks  im 
Verhältuiss  von  q  •  p  geteilt,  und  es  werde  der  Teilungspuakt  auf 
BC  mit  Aj,q  auf  CA  mit  Bpq  auf  AB  mit  Cpq  bezeichnet,  dann  er- 
scheint der  Punkt  _ 

Apq  =  pB-^qC 

m  ersten  Falle  mit  A,ny  im  zweiten  mit  Cm>  im  dritten  mit  Bm  vor' 
bunden.  Sind  ferner  die  Punkte 

B„  =  qA-^pC 

Cpq  =  pA-\-qB 

in  der  oben  näher  bezeichneten  Weise  mit  den  Punkten  Amy  Bm,  C», 
jeweilig  verbunden,  und  bildet  mau  in  jedem  der  drei  FAÜe  die  der 
Fonnel  3)  entsprecliende  Determinante,  so  ergibt  sich: 


— pa^ 

1) 

=  0 

— p<J**, 

pa"* — gj"» 

2) 

»  0 

qb>\ 

pa*^ — qb*^. 

—p<f* 

3) 

— pa« 

—  0 

Es  ist  also  die  nämliche  Determinante  (nur  Colonnen  und  Reihen 
sind  cykliscb  vertanscht),  welche  mau  in  den  drei  Fällen*  erhält, 
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und  deren  Yerachwinden  die  Richtigkeit  der  obigen  BehanptQDgen 
erbftrtet 

Fflr  die  Goordinatan  dnes  SchDittjHtnktei  eiliilt  man  in  jedon 
der  drei  Fälle  aus  der  betr.  Determinante  den  Anadmck: 

2)    a^lx^ix^  —  h^{q*(f^-\-p^a^  —  pqb*^)  :  c"*(2*a"*  -f-l»**"*  —pq(^) 

Wio  man  siclit,  treten  in  den  drei  Fällen  dio  nämlichen  Coordioaten, 
nur  in  veraadorter  Beibenfolge  (qrkliscb  vertauscht)  auf. 

Setzen  wir  nun  in  diesen  Ausdrückt ü  ,  um  eiuigo  Punkto  näher 
kcnucu  zu  ieruen,  p  =  0,  so  wird  der  Ausdruck  fttr  den  Schnitt- 
punkt 

Der  erste  Punkt  ist  zu  bezeichnen  mit  O'«»,  der  zweite  mit  G-mt 
der  dritte  mit  Om» 

Setsen  wir  9  —  0^  so  wird 

1)  T,sj^A  +  ^B  +  l,C 

2)  r,=  '^^A  +  ^-B  +  li,C 

3)  r.=  is^+^£  +  5iC 

Der  erste  Pnnkt  ist  wieder  Omt  der  zweite  O'm,  der  dritte 

Setzen  wir  p  =  verbinden  wir  also  dio  Mitten  di  r  Seiton  des 
Coordinatondreiecks  mit  den  Punkten  ^m,  J?»,  Cm,  so  wird 
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1)    ^  =  a^(*»        — a»)i+6"(a'»+<?" — d»)^-|-c*(a"»-|-*"*— 

Diese  Punkte  seien  bezeichnet  bexOgUcb  mit  Mmi%        and  Mm* 

Setzen  wir  5-=  — m  ziehen  wir  also  durch  die  Puakte  ^m,  Äm, 
Cm  Parallele  zu  den  Seiton  des  Coordioatendroiccks,  so  ergibt  sich 

1)    Tt  =  a^^+**Ä+fl»C 

3)  y,  =  c«^  -f  a^i?  4-  i«cr 

Diese  Punkte  dnd  dann  zu  bezeichnen  mtt  <?m1»  <?m3  und  (?ms. 

Kehren  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Aurdrackc  für  einen  Schnitt- 
punkt dreier  entaprecheader  Verbindaugslinioii  der  Punkte  Am , 
i^m,  Cm  mit  homologen  Puükton  auf  dou  Seiten  dos  Dreiecks  AZ^C 
zurück.  Derselbe  ist  fttr  den  ersten  Fall 

Fttr  den  zweüai  und  dritten  Fall  sind  die  Ausärttdce  Ton  derselben 
Form ,  nur  die  Coordinaten  erscheinen  cyklisch  um  eine  bibw.  zwei 
Stellen  verschoben.  Da  aber  diese  Ausdrücke,  falls  man  m  als  con- 
stant  betrachtet,  eigentlich  nur  eine  Unbekannte  und  diese  in  keiner 
höheren  als  in  der  zweiten  Potenz  enthalten,  so  erschliesst  man 
darana,  dass  alle  in  der  angegebenen  Weise  fUr  dasselbe  m  erhalte- 
nen Schnittpunkte  auf  Kegelschnitten  liegeu  und  dass  man  für 
dasselbe  m  drei  solche  Kegelschnitte  zu  untcrscheideu  hat  Gibt 
man  aber  dem  m  verschiedene  Werte,  so  erhält  man  drei  Scharen 
von  Kegelschnitten. 

Um  nun  noch  Näheres  Ober  diese  Kogelschnitte  zu  erMircu, 
transformiren  wir  die  Coordinateu,  indem  wir  das  Dreieck  AmBmCm 
als  Coordinatendreleck  betrachten.  Das  zn  diesem  Zwecke  «inzu- 
schlagende Terfabrep  ist  dasselbe ,  wie  es  bereits  früher  beobachtet 

wurde.  Man  entwickelt  aus  den  Ausdrücken  für  Jm  etc.  die  Werte 
für  B  und  C  und  setzt  diese  dann  in  dio  im  urqirftnglichen 
Coordinatensystem  gegebenen  Ausdrücke  ein.  Setzt  man  nun 


I)  MObins,  4.  b.  C.  1.  Abscbn.  §  59. 


Digitized  by  Googl 


Müll  tri  ütUr  de»  Broeard^schtn  Knu  aU  gwumatrUdtm  Ort  «fe.  347 


C***}    Ä**)  tff^ 


so  wird 


A  tz=  am  Am  -\-ßm  'i'm  (^,>i 

Nan  flbeneagt  maii  rieh  leiclit,  dass  alle  hier  in  Betracht  kom- 
menden Kegelschnitte  dem  entsprechenden  Dreieck  Am  Bm  Ctn  om- 
Bchrieben  sind.   Liegt  nämlich  ein  Pnnkt  snf  eioem  Kegelscbnitte, 

welcher  einem  Dreiecke  umschrieben  ist,  so  mfisson  ä\o  roordinaten 
^1«  Hl  H  desselben,  bezogen  auf  eben  dieses  Dreieck,  der  Cricichaug 
genügen 

f     »  \ 

0') 


«'s 

in  w*'l<  lirr  /;  ;/  und  h  Constante  bezeichnen,  deren  Verhülfniss  durch 
zwei  weitere  Punkte,  welche  auf  dem  betreffendca  Kegelschnitte  lie- 
gen, bestimmt  werden  kann.  Wir  wählen  zur  Bestimmung  desselben 
für  den  ersten  Fall  die  Fuokte  Om  und  O'm,  für  den  zweiten  die 
Punkte  Om*  imd  C?-m,  für  den  dritten  die  Punkte  und  Om,  von 
denen  wir  oben  schon  gesehen,  dasa  sie  jedesmal  aof  dem  betr.  Kegel- 
aehnitte  liegen. 

Zunächst  sind  nun  die  Ausdrücke  für  die  Punkte  D^,  O'm  and 
G-m  im  neuen  Courdinatonsystem  abzuleiten.  Da  nuu  im  ursprung- 
lichen Coordinatensysteme 

war,  80  erhftU  man  nunmehr 

Dieser  Ausdruck  lässt  sieh  nun  mit  Rttcksicht  auf  die  Deter- 
minante umgestalten.  Es  ist  nämlich  auf  Grund  dieser  Deter- 
minante 

und 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  ergibt  sich 


1)  MObhit,  d.  b.  C.  a.  Abiditt.  §  aso. 
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oder  endlich 

Der  Ausdruck  ftr  O'«»  war  im  arspranglidieii  Goordinaten- 
systeme 

O'm  =  o"  6'»  -f    c~  Ä  O 
Hithlii  erhftlt  man  aniimebr 

oder  mit  RttckBidit  auf  Jm 

oder  endlich 

O  m  =  «w  /3jn  ^üi  -|-  OCnt      -^m  ~1~  i^»»  y« 

Für  BchliessUch  hatte  man  im  nraprttnglichen  Coordinaten- 
Bystem 

folglich  erb&lt  man  annmebr 
oder 

oder  endlich 

Wir  gehen  nan  zur  Bestimmung  der  Constautcn  g  und  h  für 
die  drei  Kegelschnittschaaren  Uber. 

1)  Es  liegen  auf  jedem  hieher  gehörigen  Kegelschnitte  die  Punkte 
Om  und  O'm,  mithin  erhftlt  man  aur  Bestimmung  jener  Constanten 
die  beiden  Gleichnngen 

ymf-\-  ßmy  +  Of«  Ä  —  0 

Daraus  wird 

f'-glh  —  (ei*m  —  ßm  Ym)  -  iy'^m  —  «w  ßn%)  J  (i^^m  —  u»,  ym) 

Gestaltet  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  entsprechend  um ,  so 
wird 


I 
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2)  Auf  den  hieher  gehörigen  K^elschnittea  liegen  die  Ponkte 
O'm  imd  G-m^  deshalb  hat  man: 


Man  erhält  daram 

flgi^-m  (ßi^  —  tim fm)  l  («*»  —  ßm fm)  *  (fm  —  Omßm) 


alBo 


3)  Es  liegen  auf  den  Kegelschnitten  der  dritten  Schaar  die 
Punkte        und  Om»  deshalb  hat  man 

woraus  man  zieht 
oder  mngestaltet 

Dass  nun  in  allen  drei  Fällen  die  betr.  Scimittpunkte  je  dreier  Ge- 
radeu  auf  den  so  bestimmten  Kegelschnitten  liegen,  ergibt  sich  in 
ihnlicfaer  Weise,  wie  dies  oben  bezüglich  der  Ponkte,  welehe  auf 
dem  Brocard'schen  Kreise  liegen,  auageführt  wnrde. 

1.  Für  dir  Coordinatcu  x,,  x,,  irgend  eines  Punktes  auf  der 
Geraden,  weloho  den  Punkt  Am  mit  irgend  einem  Punkte  auf  BC, 
der  diese  Gi  lude  im  Verbältniss  q:p  teilt,  verbindet,  hat  man  in 
Bezug  auf  AmBmC'm  als  Coordiuateudreieck 


1,  0,  0 


m 


«.0 


d.  i. 


sr^i  pOCm  +  qßm)  =  X^ipYm  +  2«»«) 


Für  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  der  Geraden,  welche  den 
entsprechenden  Punkt  auf  CA  mit  JBm  verbindet,  hat  man 


«1»  ^1»  «• 

0,  1,  0 

Pym+gnm,   P»m+qßmi  pßm+qym 


—  0 
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d.  i. 

Für  den  Schnittpankt  beider  Geraden  also  hat  man 

Soll  aber  ein  Pnnkt  auf  einem  der  ersten  Beihe  angehörlgen  Kegel- 
schnitte Uegeii,  so  mflssen  seine  Coordinaten  der  Glelebang  genflgeo 

(^m      hm  MM 

H  h  — —  ö 

welchen  Ansdrack  man  anch  so  gestalten  kann 

tfiipßm-\-qY'«)      «i(2»«mH-  aßm)  '  x^ipYm  +  qa„)  ~~ 

Da  für  den  Torli^nden  Fall  die  DifisoreB  dieser  Quotienten  gleich 
sind,  80  mttsste  nur  vou  der  Samme  der  Dividenden  erwiesen  wer- 
den, dass  bie  verschwindet.  Dies  ist  aber  in  der  Tat  der  Fall,  da 
anf  Chvnd  der  Determinante  Jm  sowol 

ala  aaeh 

ist.  Also  liegen  alle  hieher  gehörigen  Schnittpunkte  auf  Kegel- 
schnitten, welche  den  Dreiecken  ^m,  Bmt  Cm  umschrieben  sind. 

8.  Für  die  Coordinaten  x^,  x^^  ar,  irgend  eines  Punktes  auf  der 
Geraden,  wäche  den  Pnnkt  Am  mit  einem  Punkte  anf  CA  verbindet, 
welcher  diese  Seite  im  Terhftltniss  qip  teilt,  bat  man  in  Besag 
auf  ilM^C^: 

Für  die  Coorüiuatcn  eines  Punktes  auf  der  Geraden,  welche 
den  entsprechendon  Funkt  auf  AB  mit  verbindet,  ergibt  sich 
femer 

Es  Diuss  aber  für  einen  Punkt,  welcher  auf  einem  zur  zweiten  Reibe 
gehörigen  Kegelschnitte  liegen  soll,  die  Gleichung  erfüllt  sein 

c«.  A« 

 1  1  mmO 

SBg        tS^  it^ 

oder 

<^(yy"»+g«m)  ,  g^W«H-gy«»»)  .  b*^(p«m-]-qßm)  ^  Q 
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Aneh  hier  sind  fKr  die  Schnittpnnkte  der  in  Betracht  gesogenen 
Geraden  die  Divisoren  gleich  und  die  Samme  der  IHvidenden  nnf 
Gmod  von      gleich  null. 

3.  Für  die  CoordiDaten  ar^,  «r«  irgend  eines  Punktes  auf  der 
Geraden;  welche  den  Punkt  Am  mit  einem  Punkte  anf  der  Geraden 
AB  Torbindet,  welcher  dieee  Gerade  im  TerhUtnlBs  q:p  teilt,  hat 


Ebenso  hat  van  für  die  Coordiaaten  dnea  Fonktea  anf  der  Genta 
wddie  den  entsprechenden  Punkt  anf  CA  mit  Cm  verbindet 

60  dass  anch  in  diesem  Falle 

c« 

  -|-     OB  0 

Kg       ttf  ttt^ 

Ist,  wovon  man  sich  in  derselben  Wdse  wie  vnter  1.  oder  %  über- 
sengt 

"Wir  haben  also  in  der  Tat  für  jedes  m  drei  Kegelschnitte, 
welche  alle  drei  dem  Dreieck  Am  Bm  Cm  umschrieben  sind ,  und  von 
denen  der  erste  und  zweite  ausserdem  noch  den  Punkt  Om,  der 
erste  und  dritte  den  Punkt  Omt  der  sweite  und  dritte  den  Punkt 
gemein  haben. 

Auf  jedem  dieser  Kegeischiiifto  können  wir  nun  noch  drei  merk- 
würdige Punkte  unterscheiden,  weiche  man  erhält,  wenn  man  einor- 
äeitä  Gq  mit  AmB^Cm,  auderseits  die  Puukte  Gm  mit  A^  B,  C  ver- 
bindet. 

1.  Verbindet  man  ^7^  mit  Am  und  Gmi  mit  A,  so  schneiden 
sich  diese  beiden  Geraden  auf  dem  der  erstcu  Reihe  augehörigen 
Kegelschnitte;  ebenso  schucidcu  sich  GqU^  und  GtniB  und  endlich 
(?o  Cm  und  Gmi  C  auf  diesem  Kegelschnitte. 

Verbindet  man  nämlich  Gq,  dessen  Coordiuaten  anch  in  Bezog 
nnf  das  Dreieck  AmBmCm  wieder  dieselben  sind,  wie  in  Bezug  auf 
ABCj  da  er  auch  der  Schwerpunkt  des  Drdecks  AmBmCm  ist,  mit 
^«.(1,  0,  0),  so  wird  (Formel  2) 

und  wenn  man  ferner  den  Pnnlct 

+ y«  H- ««. + W 

mit 
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A  SS  €^Am+ßm  Bm  +fm  Cm 

Terbindet,  so  wird 

Ai  ==  ßm  fm)  — fl^y*« —«w  W 

Man  hat  mitiiiu  für  die  Coordinaten  Xj,  a;^,  dos  Scbnittpuukteu 
der  beita  Geraden  G^Am  und  ^ 

;  «m/«»)— ^y*«.— «m (fcü)] :  [ff^iß^m—  ttmfm) 

Auf  Gruud  der  Detcrminauic  ^Jm  lassen  sich  diese  Ausdrucke  um- 
gestalten,  so  dass  man  schliesslich  hat 

Soll  min  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  und  GmiÄ 
aaf  dem  der  ertten  Beibe  angehOrigea  KegeleehnlCle  liegen,  so  mnis 
man  haben 

 *-  —  äO 

«I  ^  «1  ^  «» 

also 

*"    + ~ 

was  offenbar  der  Fall  ist. 

Ana  der  Sjrmmetrie  der  in  Betracht  gekommenen  Ansdrttcke 

kann  man  nun  schliessen,  dasa  auch  die  Geraden  G^^  und  Gmi  B 
einerseits^  sowie  die  Geraden  G^^Cm  nnd  ^miC^  anderaeits  sich  auf 
dem  betr.  Keji^elschiiittc  schnoidon,  and  man  bat  im  sweiten  Falle 
f&r  die  Coordinaten  des  Schuittpunktes 

^1  •     i     —  s  (—6*") ;  (a**-|"«**) 

im  letzten  Falle  aber 

2.  Verbindet  man  mit  Bm  iiud  <7,„2  mit  so  schneiden 
sich  beide  Geratie  auf  dem  Kegelschnitte,  welcher  der  zweiten  Reihe 
angehört,  ebenso  schneiden  sich  die  Geraden  G^Cm  und  G,n2A  tind 
endlich  die  Geraden  G^Am  und  GwaB  auf  diesem  Kegelschnitte. 

Man  erhält,  wenn  man  die  Rechnung  genau  so  wie  unter  1. 
dorchfahrt,  für  den  Schnittpunkt  der  Geraden  G^^Bm  und  GwaC 
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«it  —  1»  ßii  —  0»   yit  =  —  1 

y$4  —       -  ««» 1^«) + ^"^'JmY»  -  «*«»•) 

Mitbia  wird 

+ft"»(««i>«.-^'««.)+c«»(y««-«f«jJ-)+-&-(|»«r--«*«)] 

oder 

Da  uuu  im  vorli  ^ '  udou  Falle  für  einen  Punkt,  welcher  auf  dem 
betr.  Kegelschnitte  liegen  soU,  wie  wir  oben  fandeu,  die  Gleichung 
erfüllt  sein  mass 

«1  *4 

80  erkennt  man,  dass  der  Schnittpunkt  der  Geraden  G^lim  und  G„aC 
auf  diesem  Kei?el8chuitto  liegt.  Es  liogt  aber  aui'h  der  Schnittpunkt 
der  Geraden  G^^  Cm  und  6^^^  auf  deinüelbon ,  da  tur  die  Coordi- 
naten  desselben  dio  Gleichung  besteht! 

und  endlicli  liegt  der  Schuittpunkt  |der  Geraden  G^Am  aud  GwaB 
aaf  demselben,  da  man  fttr  jenen  hat 

3.  Vorbindet  man  Gq  mit  und  mit  il,  so  scliuflidon 
sich  beide  Gorado  auf  dem  betr.  Kegelschnitte,  welcher  der  dritten 
Schaar  angehört.    Auf  diesem  schneiden  sich  aber  auch  die  Geraden 

G^yCm  uud  G,„'i1i  eiucrscits  und  GqA„i  und  G,niC  andrerseits.  Man 
bat  nämlich  far  den  Schuittpunkt  von  G^Bm  mit  GwaA 

«1«  =-  h  As  —  0,  jf„  —  - 1 
tu  -  «"•(/3*ii.—«i»y«ii)+*"*(y«/?« -«»«.) 

Es  wird  also 

:  /Jm-I-  dTm  y«.  —  ß\i  ■  -  >  ^  J  -f  f>"'{a*m'\-fi^m  —  amfm  —  ßm  yi»>J 

Aldi.  i.  Httk.  a.  Pliyi.  S.  Btib«,  T.  ?m.  99 
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oder 

:  arg  :     —  (a»»  -|-  6"») :  (— c»»)  :  (a«-fÄ»») 

Soil  alinr  der  Punkt  auf  dein  Kegelschnitte  liegen,  80  nias8  für  doa 
vorliegeudeu  Fall  die  Gleichung  erfüllt  sein 

—  H  1-  —  —  0 

was  o£fenbar  der  Fall  ist. 

Für  dea  Scboittpnnkt  Ton  G^Cm  und  OmAB  hat  man 

and  fttr  den  Schnitipankt  von  O^Am  and  G'msC 

80  dass  also  aneli  diese  beiden  Punkte  aaf  dem  betr.  Eegelscbnitte 
Hegen. 

Was  Bon  die  besondere  Form  der  Eegelschnifte  angeht,  welche 
io  den  drei  F&llen  in  der  geschilderten  Weise  entstehen,  so  orbalt 
man  darttber  Aolschloss,  wenn  man  beachtet,  dass  ein  Punkt  im 
Unendliehen  liegt,  wenn  dessen  Goordinaten  die  Gleichong  erfailon 

Die  Sarame  der  Goordinaten  irgend  eines  Punktes,  der  auf  einem 
der  in  Betracht  kommenden  Kegel '^ehaitte  ii^{t,  ist  aber  in  allen  drei 
Fullen  dargestellt  durch  den  Ausdruck: 

Unter  Beachtung  der  obigen  Bemerkung  leitet  man  daraus  leicht  die 
ganz  allgemein  geltende  Formel  ab,  dass  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  sei,  je  nachdem  der  Ausdruck 

ist  Dieser  Ausdruck  lässt  erkennen,  dass  im  allgemeinen  fflr  jedes 
m  je  nach  der  Gestalt  des  Dreiecks  alle  möglichen  Arten  von  Kegel- 
schnitten auf  die  geschilderte  Art  entstehen  können.  Nur  fflr  ms  1 
und  far  m  =  2  sind  die  Kegelschnitte  immer  Ellipsen 

Ist  nilmlich  m  =  1,  so  lautet  der  obige  Ansdruck 
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dieser  aber  ist  immer  uegativ.  Mau  kauu  nämlich  dafür  aach  setzen 

(a— 5)*-  e(2a+26-0) 

Nqh  ist  aber  a— «^e.  Sotzt  man  also  dafttr  das  grossere  0,  so 
wird  dio  obigx)  Differeoz  grosser,  sio  ist  aber  dann  immer  DOch  ne- 
gativ, wie  man  sofort  erkenat,  wenn  man  dieselbe  folgendermassen 
ordnet 

da  ja  a-\-b—c  Immer  positiv  ist. 

Ist  feruer  m  =  2,  so  wird  wieder  der  fttr  die  Form  des  Kegel- 
schoitts  massgebeude  Ausdruck 

2(a«6*-f-a*«*H-&»is«)  <  0 

Bezeichnet  uämlicli  inc  Uie  MittoUiuie  zur  Seite  c  dos  fraglichen 
Dreiecks,  so  wird 

c4  -j.  (a«  -       —  2c«(a«         =     -f  {b'-  -{-     -  2Z.cco3  «  -  b^)* 

-  2c«(|cä-f  2mc*)  =  c»(c  -  2h  cos  ct)^  —  4^*/«^« 
Uutordrackt  maa  den  Factor  4c^,  so  ist  der  Ausdruck 

(c  \*  2 

2  —  i  cos  « J  —  Mt^  <^  ü 

c 

denn  es  ist  ^  —  ^cosa  dio  Kathete,  me  aber  die  Hypotenuse  oiues 
rechtwinkligen  Dreiecks. 

Hat  man  fOr  »=:2  den  Kegelschnitt  im  Auge,  welcher  dßt 
ersten  Schaar  angehört,  so  hätte  es  des  vorstehoudon  Nachweises 
nicht  bedurft,  da  fflr  diesen  Fall  die  Formel  für  den  Kreis,  deren 
allgemeine  Giltigkdt  erwiesen  ist,  zur  Anwendung  gelangt,  und  der 
fragliche  Kegelschnitt  mit  dem  Brocard'schen  Kreise  identisch  ist 
Ist  m^2  oder  m<;0,  80  hängt  die  Gestalt  der  ontsprccheuden 
Kegelschnitte  von  dem  Verhältnisse  der  Droieckssciteu  a:b:c  ab;  80 
ist  z.  B.  für  das  rechtwinklige  Dreieck,  dessen  Seiten  im  Verhältniss 
von  5:4:3  8tebe?i ,  nn<l  für  «»  =  4  der  Kegelschnitt  in  den  drei 
Fällen  eine  Parabel.  Es  gelit  näuilich,  wie  noch  bemerkt  werden 
möge,  aus  der  obigen  für  alle  drei  Scliaaren  geltenden  Formel  her- 
vor, dass  die  Form  des  Kegelschnittes  in  allen  drei  Fällen  für  ein 
bestimmtes  m  (vom  Kreise  abgesehen)  dio  nämliche  ist. 

Was  endlich  die  Mittelpunkte  der  im  Vorhergehenden  betrach- 
teten Kegcischnitto  angeht,  so  ist  ganz  allgemein  der  Ausdruck  fflr 
eioeu  derselben 
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Mt  die  betr.  Constanten  des  fraglichen  EegelBclinittes  g  and  h 
lind.  Sind  also  die  Mittelponkte  der  eraten  Scliaar  mit  Zwi,  der 
aweiten  mit  .^112,  der  dritten  mit  Z^a  liozoichnet,  so  erlifttt  man 

Z„a  =  a'"(i'»4-c*«— a'"Ji«,-J-i"'(a"'-f-c"'  -i"'J /i,«-t-c'"(a"'-f-A'»— <?"')Cm 

Um  diese  Punkte  mit  anderen  vergleiclien  zu  kOnncn,  sollen  dieselben 

auf  das  ursprünglicho  Coordinatoiisystcm  zurückgeführt  werden,  für 
welchen  Fall  fQr  Am,  ^m,  Cm  wieder  ihre  Werte  in  C  zu 

setaen  sind.  Führt  man  dieses  aus  und  reducirt,  so  erhält  man 

+<*»(2flPi>"-|-c'"  ( a"'  -f  c»))6' 

+tt««(2Ä»««-i-a«»(**-Hf«~a»))C 

ZmS  S  «*^2ci^5*«4-c"';«'''4-ä"'— c"'))^+a"*(2i"'c'''-|-a"'(i»«-f^  -a»*))ir 

Jeder  dieser  Punkte  Z  liegt  nun  auf  der  betr.  Geraden  GAf, 
also  z.  B.  Z„.o  auf  der  Geraden  Mut^Otni.  Da  der  Beweis  dieser 
Behauptung  in  allen  drei  Fällen  derselbe  ist,  soll  er  nur  für  die  eben 
genanute  Gerade  geführt  werden.  Die  Determinante  (Formel  1) 
nimmt  für  diesen  Fall  die  Form  an 

Ä**,  c",  d"* 

J««r  c"'*  a'»'< 

worin  r,  s  und  *  die  betreffenden  Factoren  der  Coordinaton  von 
ZmA  bezeichnen.  Hebt  man  in  dieser  Determinauto  die  den  Colon - 
non  gemeinsamen  Factoren  Iieraiis,  ninltiplicirt  sodami  die  erste  Reihe 
mit  a"' -{-6»»*-|-c*"  und  su^jtraliirt  dieselbe  von  der  zweiten,  so  kann 
man  unter  HinweglasbUDg  des  Factors  ^2a^b*^c'^  die  Determinante 
so  schreiben 

1,    1,  1 

fi^^^     ^WJ^  ^J^^ 

r,     #,  I 

1)  Möbius,  (1.  b.  G.    3.  Abschn.    ^  2(j7. 
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Wenn  man  nun  die  zweite  Reihe  mit  «♦"-f-ft*»-j-c"'  nmitiplicirt  und 
dieselbe  zur  dritten  addirt,  so  werden  die  Glieder  der  ;lctztcn  Reihe 
gleich,  wie  jene  der  ersten  es  sind,  so  dass  also  die  Determinante 
verschwindet.  Da  uuii,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  Punkte  Af,,, 
und  Gm  auf  den  betr.  KegclBcbnittcn  liegen,  die  Geraden  Mm  Gm 
also  Sehnen  derselben  Bind,  so  erkennt  man  mmmebr,  da  ja  audi 
die  Mittelponkte  der  betr.  Kegelschnitte  auf  diesen  Geraden  liegen, 
dass  dieselben  Durchmesser  jener  Corren  bilden.  - 


IV. 

Wir  denken  uns  nun  durch  die  Punkte  G  Parallele  zu  den  Seiten 
des  Coordinatendreiecks  gezogen.  Die  SchnKtpunkte  der  Parallelen 
zn  AB  seien  beKeicbnet  mit  L'm  auf  BC  nnd  J"«  auf  AC^  die  der 
Parallelen  zu  AC  seien  aof  BCiL**m  auf  AB: lfm,  die  der  Paral- 
lelen zu  BC  endlich  seien  anf  ACiJ*m  nnd  aof  ABiN"^,  Da  flir 
jedes  m  drei  verschiedene  G  zn  unterscheiden  sind,  so  ergeben  sich 
achtzehn  solcher  Schnittpunkte,  und  es  sind  entsprechend  den  G  die 
L  nnd  N  fttr  jeden  Fall  noch  mit  den  unteren  Indiccs  1 ,  2  und 
3  za  vorsehen.  Unter  Hinweglassung  der  unteren  Indices  n»  erhalten 
wir  dann  für  diese  Schnittpunkte  die  folgenden  Ausdrucke: 

=  ^JB  -f.  (am  -|_  cm)C 

J^"  =  (a'»-|-i'")^l4-c»'C 
iVj'  =  {a»^-\-c"')A-\-b^B 

^j*"  =  (Ä»*  -f-  c'^)A  +  a»»q 
=  (a"»  +  i»»)/l-|-c«Ä 

3)  V  =  (o^+«~)^+^^ 

£5"  S  <i'»J»+(Ä«»+e«»)C 

iV^j'  =  (6«+c»«)/l  -|-a«^ 
iVj"  S  fl«-d  +  (a« + 
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Was  die  Horleitang  dieser  Ausdrucke  angeht,  so  ist  dieselbe 
iur  die  drei  Gruppen  die  uäniliche,  sie  möge  daher  nur  für  die  zweite 
Gruppe  durchgeführt  werden.  Wir  hatten  nftmlich  iDr  Gmz  den 
Aasdmck 

Es  bat  also  die  durcii  dieseu  i'uukt  zu  AB  gezugeiie  Parallele  die 
Gleichung 

fttr  den  Schnitt  dieser  Geraden  mit  ßC  hat  man  zudem  noch 

mithin  wird  der  Schnlttpimkt 

Zi,'=  (i»-|-c"»)ß-j-a«C 
FOr  den  Schnitt  der  ParaUelea  mit  AC  hat  man  noch 

«8  =  0 

mithin  erhält  man  für  den  Schnittpunkt 

Die  durch  Gna  zu  AC  gezogene  Parallele  hat  die  Gleichung 

für  den  Schnitt  dieser  mit  BC  und  AB  ist  zudem 

»1  —  0  bzhw.  0 

mithin  wird 

Zg"=  c"»5-f  6'»)C 

nnd 

Die  durch  On^  zu  BC  gezogene  Parallele  endlich  bat  die  Oleidrang 

nnd  da  fflr  den  Schnitt  derselben  mit  AC  nnd  AB  zudem 

—  0  bzhw.  Xf  =  0 

ist,  80  erhilt  man 
nnd 

Durch  die  sechs  Punkte  jeder  der  oben  aufgestellten  Grappen 
läBSt  sich  nun  immer  ein  Kegelschnitt  legen.  Um  dieses  dannitnii, 


1)  8.  Frogranun  des  kgl.  Oyun.  m  Kempten  v.  J*  1889,  I  5«  8.  10* 
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traiihfuiniiren  wir  die  Cüordiuateu,  indem  wir  für  die  erste  Gruppe 
das  Dreieck  L^'J^'N^'  als  Coordinatendreieek  betrachten.  Nun  wir 
aber  .  .  ^ 

Entwickelt  man  aus  diesen  Gleichungen      B  und  C,  so  erhält  man 

C  =  a"     I,,  '-f  (a"» + Ä»)  (a« + c^)Ji '  —  a^(a"»-f-«^)JWi' 

Setzt  mau  diese  Worte  in  die  oben  für  Lj!\  N^'  gefundenen 
Aasdrücke  ein,  so  erhält  man 

oder  uadi  vorgenommener  li«duction 

V  S  Ä"(rf»+«-»)Xi'+fl?"(a'"+«"K/-«'*"Ak' 

Ebenso  erhält  man  für 

oder  reducirt 

Endlich  wird 

oder  vereinfacht 

Wir  bestimmen  nun,  wie  früher,  durch  die  Punkte  X|"  and  V 
Constanten  f,  g  und  *  des  betr.  KegdBchnitts.  Man  erhält  sn  dieeem 
Behafe  die  beiden  Gleichnogen 

f  JL  •         ^  -  0 
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woliD  wir  uns  in  den  Ausdrücken  für  L^"  und  ./,"  die  Glieder  in 
der  Beiheufolge  N^',  denken.  Ans  beidoi  Gleicbnngen  erliAlt 

man 

Denkt  man  sich  die  Glieder  von  JV,"  ebenso  geordnet,  wie  jene  von 
Z»j"  und  -'i",  80  erkennt  man  aus  der  Gleichung 

dass  auch  der  Punkt  anf  dem  dnreh  fllnf  anderen  Paukte 
bestimmten  Kegelschnitte  liegt 

Da  nun  die  Coordinaton  der  Punkte  der  zweiten  und  dritten 
Gruppe  ganz  almlich  gebilUci  sind,  wie  jene  der  ersten,  so  dürften 
wir  wol  daraus  sofort  den  Schluss  ziehen,  dass  aoch  die  sechs  Punkte 
der  sweiten  und  dritten  Gra|»po  immer  anf  einem  Kegelschnitte  lie* 
gen.  Es  soll  indes  wegen  der  Werte  der  Gonstanten  g  und  h  in 
Kflrze  fiSr  die  zweite  Groppe  dieser  Beweis  noch  durehgeflikrt  wer- 
den. Zunächst  erhalt  man  hier,  gans  so  wie  oben,  bei  Transfer* 
mation  der  Coordinaten  auf  das  Dreieck  ZfVj'i^/  ^  -4).  A  und  C 
die  Ansdrttcke 

Des  weiteren  erhält  man  im  neuen  Coordinatensystem 

Benutzt  man  nun  zur  Bestimmnng  der  Gonstanten  /,  «7,  h  die  Punkte 
Zs''  und  Jf\  indem  man  deren  Ausdrftcke  in  der  Beiheufolge  Lt\ 
Jt\       nimmt,  so  erhftlt  man 

/  I   £_  A  o 

-..44.  ?  4.  «0 

Daraus  wird 

und  man  erhftlt  endlich  f&r  den  Punkt  Nf",  nachdem  dessen  Aus- 
druck wie  oben  geordnet: 
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Fflr  die  dritte  Koffelschnittscbaar^  für  welche  die  vorhorgchcHde  Ab- 
leitung wiederkehren  würde,  möge  nur  noch  bemerkt  werden,  dass 
mau,  falls  man  nach  Transformation  der  Coordinatcn  die  Ausdrücke 
in  «Icr  Rciheiifolu'c  L^'  uimmt^  für  dio  den  KegelschDitt  be- 

stimmenden Coostantcu  erhiüt 

Bestimmen  wir  nun  dio  Mittelpunkte  der  drei  soeben  bctrach- 
tcteu  Kegülschuittschaaicn  ,  welche  einstweilen  mit  <2j ,  Q.>^  be- 
zeichnet werden  mögen.  Wir  erlialteu  dafür  im  Coordiuateusybtem 
Z,  .7,  N  nach  dorsolben  Regel  wie  oben: 

Qi  ^  a'»(Ä'"-fc«'— a"')iVi'-|-i'"(a'"-|-c"'— Ä'»)Xi'-f c'"(tt"'-f  J"»— c'«)J,' 

Gebt  mau  nunmehr  auf  das  ursprüngliche  Coordinatensystem  zorflck, 
indem  man  fDr  J",  £  nnd  H  die  oben  far  dieselben  anfgestellten 
Werte  in  B,  C  setet,  so  erbält  man  nach  dnrcbgefilhrter  Bednction 
die  Ausdrucke 

-f-*'"(2a*c*-|-6'»(a'"-|-c«  -b'"))C 

Tergleicbt  man  aber  diese  Ausdrücke  mit  denjenigen,  woldie  oben 
mit  Z  bezeichnet  worden,  so  findet  sich,  dass  dieselben  bzhw.  iden- 
tisch sind,  d.  h.  es  sind  immer  zwei  Kegelschnitte,  welche  in  beiden 
FftUen  zn  derselben  Schaar  nnd  zn  demselben  i»  gehören,  concen- 
trisch.  Zwei  solche  zusammengehörige  Kegelschnitte  sind  aber  auch 
ähnlich  und  in  ähnlicher  Lage.  Dits  ergibt  sich  daraus,  dass  die 
Mittelpunkte  dreier  den  beiden  K^lscbnitten  gemeinsamer  Sehnen 
von  verschiedener  Richtung  zasaramcnfallon,  und  dass  somit  die 
zwischen  die  beiden  Kegelschnitte  fallenden  Stücke  dieser  Sehnen 
gleich  lang  sind.  Ks  soll  dieses  für  zwei  zusammengehörige  Kegel- 
schmtto  der  beiden  ersten  Schaaren  dargetan  werden.  Es  ist  die 
Mitte  der  Sehne  J^'  welche  die  andere  Curve  in  trifft» 
ausgedrückt  durch 
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dies  ist  aber,  wie  man  sofort  sieht,  auch  die  Mitte  von  AmG„\.  Ebenio 
erhält  man  sowol  für  die  Mitte  von  l^' als  auch  für  jene  von 
BmQmi  den  Ausdruck 

Endlich  ergibt  sich  sowol  für  die  Mitte  vou  L^'M^'  als  für  die  Mitte 
You  CwGmi  der  Ausdruck 

Die  nämlichen  Betrachtungen  aber  führen  bei  den  beiden  anderen 
Kegolscli&tttseliaaren  zn  donnelben  Resultaten. 

Kempten  (Bayern). 
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XVI. 

Ueber  das  sphärische  Polarsystem  und  seine 

Anwendung  auf  das  Tetraeder. 

Von 

Dr.  Karl  Theodor  Moyor 

in  8Mr1nrft«k«ii. 


Im  IU111D6  neiraien  wir  eineii  f«itea  Pitskt  M  an  und  ordnen 
jedem  Punkte  P  di^enige  Ebene  s  la,  welche  normal  m  der  Ge- 
raden ist  nnd  diese  in  einem  Ponttte  Q  so  schneidet,  dass  das 
Frodnct  PJf .  MQ  einen  oonstaatmi,  posidTen  oder  negativen  Wert 
bat.  Dann  lässt  sieh  zeigen,  dass  darch  diese  Zaordnung  TOn  Pankten 
nnd  Ebenen  ein  rftQmliches  Polarsjstem  Ton  besonderer  Art  be- 
stimmt ist'). 

Legen  wir  nftmlieh  dnrch  den  Pnnlct Peine  Ebene  «  nnd  fiUlen 
anf  dieselbe  ?on  M  ans  die  Kormate,  welche  vin  Ä  nnd  die  Ebene 
«  selbst  in  B  sehneidet,  dann  folgt  ans  der  AehnlicUcmt  der  Drei* 
ecke  AMQ  and  PMB^  dass  AM.MB^  PM,MQ  ist,  dass  also  die 
durch  P gehende  Ebene  a  dem  auf  n  liegenden  Paukte  A  entspricht 
Ist  ferner  g  eine  beliebige  Gerade  durch  P,  und  schneidet  die  Nor- 
malebene  aas  Mzxtg  diese  Gerade  in  einem  Paukte  F  und  die  Ebene 

n  in  einer  Geraden  g\  deren  Sefanittpankt  mit  MF  F'  hassen 
möge^  so  sehen  wir,  dass  jedem  Punkte  G  you  g  die  zu  öA/  normale 
Ebene  f  Toa    entspricht,  nnd  dass  giO)  proj.^'(y)  ist  Nennen  wir 


1)  &  ««eh  Reye,  sjoth.  Gcoin.  d«r  Kiigdo*   L«ipsig  1879«  8.  SS. 
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noch  G'  deu  Punkt  von  g,  durch  welchen  die  Ebene  y  geht,  dann 
ist  in  dem  Dreieck  GG'F'  G'M  Höhe  zu  der  Seite  GF',  folglich 
{leht  die  dein  Punkte  G'  entsprechende  Ebene  /  auch  durch  G  und 
somit  erkennen  wir,  dass  die  projectivische  Beziehung  zwischen  (j^[,G) 
und  fj'iy)  auch  eine  involutorischc  ist.  Hiermit  ist  der  Beweis  für 
die  Bchani)tmin:  erbracht,  dass  die  obon  aii;,^r;j;obi'uc  Zuordnung  von 
Funkten  und  Ebeneu  ein  rüundicbes  Poiarsystem  beätimmt.  Es  be- 
iHst  —  und  dadurch  wird  es  zu  einem  besondern  —  die  cbaraktc- 
ristische  Eigenschaft,  dass  die  Normalen  ans  den  Punkten  des  Systems 
anf  die  entsprechenden  Ebenen  alle  durch  einen  Punkt  gehen,  und 
Ton  ihm  so  geteilt  werden,  dass  das  Product  der  entstandenen  Ab- 
schnitte einen  constanten  Wert  hat. 

Nähert  sicli  P  dem  Punkte  i»f,  dann  entfernt  sich  jt  von  letz- 
terem Punkte  und  bei  der  Veieiniguug  von  P  und  M  wird  n  zur 
unendlich  fenicn  Ebene.  M  ist  also  der  Mittelpunkt  des  Systems, 
und  folglich  entspricht  jeder  durch  M  gebenden  Ebene  der  in  nor- 
maler Richtnng  unendlich  fern  gelegene  Punkt 

I>ic  Onlnnnc'?f!äche  dt  s  Systems  ist  nur  dann  reell  und  zwar 
eine  Kugelliüche ,  wenn  das  coustante  Product,  die  Potenz  des  Sy- 
stems, negativ  ist.  M  «also  die  Strecke  PQ  äusscrlieh  teilt  Die  Kugel 
hat  M  zum  Mittelpunkt  und  die  Quadratwurzel  aus  dem  absoluten 
Werte  des  Products  zum  Radius  Wegen  dieser  Tatsache,  dass  die 
Ordonngsfläche  des  Systems  eine  reelle  oder  imaginäre  Kogel  ist, 
kann  das  Polarsystem  ein  sphärisches  genannt  werden. 

Jedes  Poltctraeder  des  Systems  ist  von  besonderer  Art,  insofern 
sich  in  ihm  die  4  Höhen  sclmeiden  und  zwar  im  Mittelpunkt  des 
Polarsystems.  Diese  Tetraeder  sind  entweder  alle  spitzvsmklig, 
stumpfwinklig,  oder  alle  rechtwinklig,  je  nachdem  die  Potenz  des 
Systems  positiv,  negativ  oder  null  ist 

Bewogt  sich  in  dem  sphärischeu  Pülar«ystem  P  auf  einer  Fläche 
II.  0.  dann  durchläuft  n  einen  P^bcueubüschel  II.  0.,  dessen  Ein- 
hülluugsfläche /'  von  besonderer  Art  ist,  je  nach  der  Lage,  die  M 
zu  f  einnimmt.  Liegt  niunlich  il/ auf /,  dann  wird /'  von  der  uu- 
endlicb  ferneu  Ebene  berührt,  ist  also  eiu  elliptisches  oder  hyper- 


l)  Auch  in  diesem  Fftllo  k«nn  man  noch  von  einem  sphiriedhen  Pohir- 

ajatem  roden.  Jedem  Punkte  P  entspricht  die  su  ~iPJi  normale  Ebene  Ton 

M  und  j(Mle  Ebene,  die  nicht  durch  M  geht,,  het  letzteren  Punkt  zu  ihrem 
Pul.  Enthalt  finc  Ebene  den  Punkt  J/,  dnnn  entspricht  ihr  jeder  Punkt  auf 
ihrer  durch  M  gehenden  ilormalen.  Die  Ordnuogsfi&che  reductrt  sieb  anf  den 
Paukt  M. 
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bolisdiea  Paraboloid,  je  nacbdem  /  oino  iiiclit  goradlini^'«-.  Flüche 
II.  0.  oder  eiue  Rcgelfläche  II.  0.  ist.  Ist  eine  KeuelHächo  II.  0., 
dann  wird  / '  zu  einer  Parabol,  doren  Ebene  aormai  zu.  dem  Kegcl- 
straUl  stebt»  auf  welcbcm  der  Punkt  M  lic-jt.  —  Nebnieii  wir  zweitens 
3f  innerhalb  /  an  und  sotzou  diose  Fläclio  zuiiftchst  als  krammlinig 
voraus,,  dauu  ist  /'  eiu  EUipsoid.  Ist  aber  tuue  Regel*  oder 
Kegolfi&cho  IL  0.,  dann  wird  f*  zu  clucin  oiusclialigcu  Hyperboloid 
oder  zn  eiuer  Ellipse.  —  Für  den  Fall  eudlicb,  dass  M  ausserbalb 
/  liegt,  erbalteu  wir  fQr  /'  eiu  zwei-  oder  eitiscbaliges  Hyperboluid, 
je  nachdem  /  ciuo  kruntmlinigo  Fläche  II.  0.  oder  eine  Regeltiäche 
II.  0.  ist.  /'  geht  Uber  iu  eiue  Hyperbel,  falls  /"  eine  Kegcltiäche 
ist.  Jeder  Kugel  /  eutspiicht  in  dem  sphärischen  rohirsystem  eine 
Rotatioiisfliiche  II.  ().  /',  welciie  M  zu  einem  Hrcmiimnkt  und  die 
Verhinduni,'.sgeradc  dieses  Punktes  mit  dem  Mitteljuinkte  ()  drr  Kugel 
zur  llotatiüuiachse  hat.  Nimnit  man  daher  eiu<;  Kugel  als  ;/t'^'L'l)en 
au  und  beaehtet,  dass  iu  Bc/.ug  aut  dieselbe  das  Prüdu(;t  der  Seh- 
nen- und  Seeaateuabschuitte  des  Punktes  M  coustaut  ist,  so  erkeuut 
man  sofort  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

„Legt  man  zu  den  iStrahleu  eines  Punktes  in  ihren  Schnitt- 
/jpunkteii  mit  einer  KugelHäche  die  Nnrnialebenen,  so  umhüllen  diese 
„ein  Rotationsellipsoid  oder  llutatiousliyperboloid ,  je  nachdem  der 
„Punkt  innerhalb  odor  ausserhalb  der  Kugel  liegt  Der  Punkt  ist 
„eiu  Brennpunkt  der  liotatiousUilehe." 

—  Die  Tatsache,  dass  im  sphärischeaPolarsystcm  jeder  Kugel  eine 
Rotationstläühe  II.  0.  entspricht,  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand, 
um  die  Sälzc  der  Kugel  in  piiit'acber  Weise  auf  jene  zu  übei  tragi;n. 
So  hat  z.  B.  der  Satz:  „Durch  4  Punkte,  von  denen  keino  drei  in 
einer  Geraden  liegen,  ist  eiue  Kugel  bestimmt"  —  den  folgeudcu  zu 
seinem  reciprokeu: 

„Durch  4  Ebenen,  von  denen  keine  drei  durch  eine  Gei  ade  geben, 
„ist  eine  Rotationsfläche  II.  0.  bestimmt,  welche  einen  bestimmten 
„Pookt  za  eiaem  Brennpunkt  hat*' 

Wir  verzichten  darauf,  andere  (Kugelsätze  zu  übcrfrngeu,  da 
dies  wenigstens  teilweise  schon  von  Salmon  in  seiner  analy fischen 
Geometrie  des  Baumes  gesehcheu  ist,  allerdings  nur  unter  der  be- 
schränkenden Yoranssetzung,  dass  die  Ordnungsflächo  dos  Systems 
reell  ist.  Weil  einer  Curvo  II.  0.  in  dem  sphärischen  Polarsystem 
eine  bestimmte  Kegelflftche  II.  0.  entspricht,  (die  supplementär  ist 


1)  Liegt  der  Paukt  auf  der  Kugelfläelie.  djinii  p;chcn  die  Noi  mnIi-UcMCn 
teils  durch  diesen  Punkt,  teils  durch  seinen  Uegcii|iuiiki  auf  der  Kuj^i-I. 


ZU  der  andern  Kefrelfläche ,  wolcho  ans  dem  Puukte  M  die  Curve 
projicirt),  so  lassen  sich  auch  zu  deu  Sätzen  Aber  die  Curven  II.  0, 
bestimmte  rcciproke  über  die  Kegelflächen  II.  0.  bilden  Es  möge 
dies  dnrch  ein  Beispiel  gezeigt  werden.  Einem  Brennpunkt  P  der 
Curvo  II.  0.  A  entspricht  eine  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  O  der 

Kegelflächo,  deren  Strahlensystem  aus  der  Geraden  OAf  durch  eine 
orthogonale  Ebeneninvolntion  projicirt  wird.  Weil  nun  eine  Curve 
II.  0.  2  Brennpunkte  hat,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

„Zu  jeder  durch  den  Mittelpunkt  einer  Kegelfläche  II.  0.  gelegten 

„Goradcii  f,'!l>t  os  zwei  Ebenen  von  der  Art,  dass  das  Strahleusystera 
„eiiuT  j(  1(  n  derselben  aus  der  Geraaen  durch  eine  orthogonale 
„Ebeneniuvolution  projicirt  wird.'*'  / 

Weil  ferner  dieVerbindaagsgeraAe  der  beiden  Brennpunkte  durch 
den  Pol  der  nnendlicb  fernen  Gerden  von  l  geht,  so  folgt  weiter: 

„Jeue  beiden  Kbeucu  schneiden  sich  auf  der  Polarebeno  der 
„Geraden.*' 

Man  sieht  leicht,  wie  mit  J[mife  der  Gorve  II.  O.  die  Ebenen 
constrairt  werden  iLönnen. 

Aach  auf  diese  Uebertragungeu  wollen  wir  hier  nicht  weiter 
eingehen,  sondern  nns  nunmehr  zu  dem  Tetraeder  wenden,  um  von 

demselben  mittelst  des  sphärischen  Polar  Systems  eine  Reihe  Yon 
Sätsen  abzuleiten,  die  noch  nicht  alle  bekannt  sein  dftrften. 

I.  Das  allgemeine  Tetraeder. 

Die  Eekpniikte  eines  Tetraeders  mögen  mit  -ö,  C,  D  und  die 
ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  mit  «,  /?,  y,  ^  bezeichnet  werden. 
Ferner  seien  in  den  bezüglich  eines  sphärischen  Polarsystems  reci- 
prokeii  Tetnieder  ß\  y',  6'  die  den  Eckpunkten  des  erstem  ent- 
sprechenden Seiten  und  A\  B\  C\  D'  die  den  Seiten  des  erstem 
entsprechenden  Eckpunkte. 

Ziehen  wir  nun  im  Tetraeder  ABCD  die  Höhe  aus  ^  zu  a,  so 
hat  dieselbe  im  reciproken  Tetraeder  A'B  C'D'  als  entsprechendes 
Element  diejenige  Gerade  von  a',  durch  welche  die  Normalebene  des 

Punktes  M ')  zu  der  Geraden  MA'  geht.  Da  nuralich  A*  der  Ebene 
«r  entspricht,  so  ist  die  Gerade  MA'  normal  zu  a,  also  parallel  zu 
der  Höhe  durch  Ä  und  mithin  auch  normal  zu  der  Ebene,  welche 


I)  1/  wie  obco  MiUe)|>uiikt  «Ica  Sytiteaui. 
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die  jener  Höhe  entsprechende  Gerade  enthält.  Da  nun  bei  dem  allge- 
meinen Tetraeder  die  4  Höhen  auf  einer  Regelschaar  liegen,  weil 
sie  von  den  Normalen  der  Seitenflächen,  welche  durch  die  Höhen- 
Bchnittpunkto  der  loteteren  gehen,  gctroffon  werden,  bo  folgt: 

„Legt  inftD  durch  einen  Pnnkt  die  Normalebenen  zu  seinen  Ver- 
,,bindnngsgeraden  mit  den  Eckpunkten  eines  Tetraeders,  so  schnei' 
„den  dieselben  die  gegenttberliegenden  Seiten  in  4  Geraden  einer 
MRegelschaar/' 

Diese  4  Geraden  kuimcii  in  eitiom  besondern  Falle  zu  zwei 
Paaren  in  zwei  Ebenen  uud  iu  l  iiu  in  noch  besonderen  in  einer  Ebene 
liegen.  Dies  folgt  daraus,  dass  die  Hüheu  des  Tetraeders  mit  2  zu 
eiuaador  normalen  Gegeukanten  zwei  Paare  sich  schneidender  Ge- 
raden bilden,  und  dass  die  Höhen  des  Tetraeders  mit  3  Paar  nor- 
maler Gegenkanten  alle  dnrch  einen  Punkt,  den  Höhenschnittpnnkt 
des  Tetraders,  gehen. 

Da  den  Eckpunkten  A  und  B  des  ersten  Tetraeders  die  Seiten 
ct\  ß'  des  zweiten  entsprechen,  so  entspricht  dem  anendlich  fernen 
Punkte       auf  der  Geraden  AB  diejenige  (zu  AB)  normale  Ebene, 

welche  Jf  mit  der  Geraden  verbindet  Weil  femer  der  Mittel- 
punkt 3/,  der  Kante  AB  von  dem  unendlich  fernen  Punkte  Pggy 
durch  A  und  B  harmonisch  getrennt  ist,  so  ist  auch  die  entspre- 
chende Ebene  fi'  harmonisch  getrennt  von  Af  durch  oc'  und  ß'.  Ver- 
binden wir  nun  den  Punkt  mit  der  gegenüberliegenden  Kante 
CD  durch  eine  Ebene  —  die  Mittclebcnc  der  letztem  Kante  — ,  so 
entspricht  derselben  in  dem  reciproken  Tetraeder  der  Punkt,  in 

welchem  fx'  von  der  Kante  getroffen  wird,  und  da  bekanntlich 
die  6  Mittelcbenen  eines  Tetraeders  durcli  einen  Punkt,  den  Schwer- 
punkt S  desselben,  gehen,  wobei  sie  sich  4 mal  zu  drei(  n  m  einer 
Geraden  schneiden,  so  tuhrt  uns  das  sphärische  Polarsystem  zu  fol- 
gendem Satze: 

fjjegt  man  durch  jede  Eante  eines  Xetraed<;r8  die  dnrch  die 
„S^ten  denelben  von  einem  festen  Punkt  M  harmonisch  getrennte 
„Ebene  und  bringt  sie  zum  Durchschnitt  mit  der  gegenaberliegondon 
„Kante,  so  erhält  man  6  Punkte  einer  Ebene,  welche  4  mal  zu -dreien 
„in  einer  Geraden  liegen/* 

Die  Ebene  soll  gemäss  der  Bezeichnungsweise  bei  dem  cnt- 
sprecheudea  Satze  über  ilab  Dreieck  die  Harmonikaiebene  des  Puuktes 
M  genannt  werden,  und  sie  werde,  weil  sie  dorn  Schwerpunkt  ent- 
spricht, mit  *  bezeichnet 
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Durch  reciproke  Uebertragung  des  letzten  Salles  erhalten  wir 
weiter  den  folgenden: 

„Bestimmt  mau  auf  jeder  Kaiito  eiueü  Tctraotiers  dea  Paukt, 
„welcher  durch  die  Eckpunkte  von  einer  festen  Ebene  harmonisch  ge- 
„treuut  ist,  und  verbindet  denselbeu  mit  der  gegenüberliegenden 
„Kaute,  so  erhält  mau  G  Ebenen  eines  Punktes,  welche  4 mal  zu 
„dreien  dnrch  eine  Gorade  gehen.*' 

In  diesem  Satze  ist  auch  der  von  dem  Schnittpunkte  der  6  Mittel- 
ebeni  n  (Mnes  Tetraeders  cittlialten,  und  somit  erlcenneu  wir,  wie  uns 
das  sphärische  Polarsyistem  von  einem  nur  für  einen  besondern  Fall 
gültigen  Satze  sofort  zu  dem  allgemein  gültigen  geführt  hat 

Bewegen  wir  nun  das j  Tetraeder  ADCD  so  lange  im  Haume  bis 
sein  Schwerpunkt  S  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  sphärischen  Polar* 

Systems  zusammenfällt,  dann  rückt  die  Harmonikalebcne  ^  des  Punktes 
M  in  Bezug  auf  das  reeiproke  Tetraeder  A'B'CD'  in  die  unend- 
liche Ferne,  und  folglich  ist  letzterer  mit  *S  vereinigter  Punkt  auch 
Schwerpunkt  des  Tetraeders  A'B'CD'.  Wir  haben  also  für  das 
sphärische  Polarsystem  den  Satz: 

„Fällt  der  Schwerpunkt  eines  Tetraeders  mit  dem  Mittelpunkte 
„eines  sph&rischcn  Polarsystems  zusammen ,  so  vereinigt  sieh  nnt 
„letzterem  Punkte  auch  der  Schwerpunkt  des  reciprokon  Tetraeders.'* 

Legt  man  also  sn  jeder  Schwerlinie  eines  Tetraeders  die  Ebene, 
welche  die  Strecke  zwischen  dem  Eckpunkte  und  dem  Schwerpunkte 
in  2  Abschnitte  von  oonstantem  Prodncte  teilt,  so  erhält  man  ein 
zweites  Tetraeder,  welches  mit  dem  ersteren  den  Schwerpunkt  ge- 
meinsam hat  und  zu  ihm  reciprok  in  ßezi^  auf  ein  sphärisches 
Polarsystem  ist.  Zugleich  erkennt  man  jetzt  die  Richtigkeit  des 
folgenden  Satzes: 

„Die  Normalebenen  der  [Schwerlinien  eines  Tetraeders  in 
„ihren  zweiten  Schnittpunkten  mit  der  dem  Tetraeder  umgeschrieben 
„nen  Kugel  bilden  ein  Tetraeder,  welches  mit  dem  ersten  den 
„Schwerpunkt  gemeinsam  bat  und  zu  ihm  in  Bezug  auf  ein  sphftri- 
„scbes  Polarsjrstem  reciprok  ist/* 

Eine  einfache  Fol'jorung  des  Satzes  von  den  5  Mittelebeueu 
eines  Tetraeders  ist  auch  der:  Die  Verbindungsstrecken  <\f^r  Mitten 
zweier  Gegenkanten  eines  Tetraeders  worden  durch  den  Schwerpunkt 
halbirt.   Die  reciproko  Uebertragung  dieses  Satzes  lautet: 

„Legt  man  durch  2  Gegenkanten  eines  Tetraeders  die  durch 
„ihre  Seiten  von  einem  Punkte  If  harmonisch  getrennten  Ebenen,  so 
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„schnoiden  sich  diese  auf  der  Harmoaikalebene  des  Pauktes  M  und 
„sind  durch  M  und  diese  Ebe&e  harmonisch  getrennt/* 

Wir  üeiikoü  uns  nuu  zu  dem  Tetraeder  AUCD  die  umgeschrie- 
bene Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  U.  Dann  entsprechen  den  Punkten 
derselben  die  Berühruogscbenen  einer  Rotationsfläche  II.  0.,  welche 
den  Punkt  M  zu  einem  Brennpunkt  hat  and  auch  dUe  Seitenflftchen 
des  Tetraeders  A'0C'D^  berührt  Dem  Mittelpunkt  ü  der  Kugel, 
entspricht  eine  Ebene  n,  welche  die  Polarebene  des  Punktes  M  be- 
sflglich  der  Rotationsfläche  ist  Da  sieh  nun  in  dem  Punkte  ü  die 
normal  zu  den  Kanten  des  Tetraeders  ABCD  und  zwar  durch  deren 
Mittelpunkt  gelegtdi  J.beuen  schneiden,  wobei  sie  viermal  zu  dreien 
durch  eine  Gerade  gehen,  so  ergibt  sich  durch  reciproke  Ueber- 
tragung  folgender  Satz: 

„Legt  man  durch  jede  Kante  eines  Tetraeders  die  von  ihren 
„Seitenflächen  durch  einen  Punkt  M  harmonisch  getrennte  £bene 
„und  bringt  diese  zum  Durchschnitt  mit  der  Normale  des  Punktes 
yyM  SU  seiner  Yerbiuduogsebene  mit  der  Kante,  so  erhält  man  6 
„Punkte  einer  Ebene,  welche  4 mal  zu  dreien  auf  einer  Geraden 
fliegen.'^ 

Diese  Ebene  ist  die  Polarebeno  des  Punktes  M  bezüglich  der* 
jenigen  Rotationsfläche  IL  0.,  welche  die  Seiten  des  Tetraeders  be- 
rührt und  M  SU  einem  Brennpunkt  hat. 

Verbinden  wir  nun  den  Ifittelpunkt  Jf,  der  Kante  AM  mit  dem 
Mittelpunkte  der  gegenOberliogenden  Kante  CD,  dann  wird,  wie 
bereits  hervorgehoben,  die  Strecke  J/^üf,  durch  den  Schwerpunkt 
8  halbirt  Ziehen  wir  daher  durch  die  Parallele  zu  CD,  und 
nennen  wir  C^  und      dio  Punkte,  in  welchen  diese  Parallele  die 

Geraden  CS  und  D]S  trifft,  dann  ist  C8  =  SC^y  DS  ^  SD^  und 
folglieh  C,  D] CD.  Ebenso  geht  die  durch  zu  der  Kante  AB 
gezogene  Parallele  dnrch  dio  zu  A  und  B  bezflglicb  des  Schwerpunktes 

symmctriscli  gelegenen  Punkte  und  ii^,  und  wir  erkennen  weiter, 
dass  die  durch  die  Mitte  der  vier  übrigen  Kanten  zu  ihren  jedes- 
maligen Gegeukanten  gezogeneu  Parallelen  bzhw.  die  Punktcpaare 
t',  ^1  ,  C'i  i/j,  DiAj,  vorbinden.    Uas  Tetraeder  AiB^(\D^, 

welches  durch  jene  6  Gerade  bestimmt  ist,  hat  mit  dem  Tetraeder 
ABCD  die  Mitten  der  Kanten  uuii  daher  auch  den  Schwerpunkt  ge- 
meinsam; dio  Tetraeder  liegen  lerner  zu  einander  perspectivisch  und 
sind  symmetrisch,  aber  nicht  cougrueut  Wir  haben  also  folgenden 
Salz  bewiesen: 

„Zielit  man  durch  die  Mitte  jeder  Kante  eines  Tetraeders  die 
„Parallele  zu  der  gegenüberliegenden  Kante,  so  erhält  man  6  Gerade, 

A  nh.  a«r  Mftth.  «.  Plgw.  S.  Beih*.  T.  VUL  «4 
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^welcbe  4 mal  zo  dreien  dnreh  einen  Pankt  gehen,  also  die  Kanten 
„eines  zweiten  Tetraeden  bilden.  Dieses  hat  mit  ersterem  den 
,,Sehwerpnnkt  gemeinsam,  liegt  za  ihm  perspeetivisch  nnd  symmetrisch.*' 

Den  redproken  Sata  wollen  wir,  wio  folgt,  aussprechen: 

„Legt  mau  durch  jede  Kante  eines  Tetraeders  die  von  ihren 
„Seiten  durch  einen  i'unkt  M  harmonisch  getrennte  Ebene  und  bringt 
„letztere  zum  Durchschnitt  mit  der  Ycrbiudungsebeue  des  Punktes 
„3/  mit  der  Gegeukaute,  so  erhält  man  6  Gerade,  welche  4  mal  zn 
„dreien  in  einer  Ebene  liegen,  also  die  Kanton  eines  Tetraeders 
„bilden.  —  Beide  Tetraeder  haben  dieselbe  Harmonikaiebene  in  Bczng 
„anf  den  Punkt  M  und  liegen  so  zu  einander  perspeetivisch ,  dass 
,^ch  je  2  entsprechende  Ebenen  auf  der  Harmonikaiebene  schneiden 
„und  von  dieser  nnd  dem  Punkte  M  harmonisch  getrennt  sind/* 

Dieser  Satz  enthält  wieder  den  vorheigeltcudeu,  aus  welchem  er 
abgeleitet  wurde,  als  besonderen  Fall. 

Krrichtoü  wir  nun  zu  den  Kauten  dos  Tetraodors  7/,  (\  /),  in 
ihren  Mittelpunkten  il/j,  .  .  .  dio  Normalchf^ncii,  so  gehen  die- 
selben durch  einen  Punkt  //,  nämlich  den  Mittiiiiuiiivt  der  dem  Te- 
traeder A^B^C\D^  umgeschriebenen  Kugel.  Da  nun  die  Kauten  des 
Tetraeders  ABCD  mit  denen  des  Tetraeders  A^B^ü^D^  parallel  laufen 
und  die  Mittelpunkte  gemeinsam  haben,  so  können  jene  Ebenen  auch 
aufgefasst  werden  als  solche,  welche  durch  die  Mitte  der  Kanten  des 
Tetraedera  ABCD  normal  zu  den  Gegonkauteu  gelegt  sind,  und  somit 
ergibt  sieh  sofort  der  Satz  von  Monge: 

„Die  Normalebenen  aus  den  MitttMi  d(T  Kanten  eines  Tctranders 
„zu  den  Gegenkaiiten  schneiden  sich  in  einem  Tunkte,  und  zwar  geheu 
„diese  Ebenen  viermal  zu  dreien  dnreh  eine  Gerade." 

Da  IJ  der  Mitt(  Ipunkt  der  dem  Tetraeder  AliCD^  und  //  der 
Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  A^B^C\1}^  nmgeschricbeiu  ii  Kugel 
ist,  80  sind  U  und  H  entsprechende  Punkte  in  den  beiden  bezüglich 
des  gemeiusamen  Schwerpunktes  H  symmetrisch  gelegenen  Tetraedern. 
Folglich  ergibt  sich  weiter  die  Beziehung: 

„In  jedem  Tetraeder  liegt  der  Schwer;mnkt  jS,  der  Mittelpunkt 
„1/  der  umgeschriebenen  Kugel  und  derjenige  Punkt  //  in  einer 
„Geraden,  in  welchem  die  Normalebenen  aus  den  Mitten  der  Kanten 
„zu  den  Gegenkanten  sich  schneiden.  Die  Strecke  UH  wird  durch 
„den  Punkt  S  halbirt." 

Der  Satz  von  Monge  lautet  in  seiner  reciprokeu  lieber traguug: 

„Legt  man  durch  jedo  Kante  eines  Tetraeders  die  von  ihren 
„Seiton  durch  einen  festen  Punkt  M  harmonisch  getrennte  Ebene 
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„und  bringt  letztere  zum  Durclisclinitt  mit  der  Normalen  des  Punktes 
„A/  zu  seiner  VerI)iniian<;Rebenc  mit  iler  Ge^'eiikaiito,  so  orliält  man 
„G  Punkte  einer  Kbcuc,  die  4  mal  /u  dreien  auf  einer  Geraden  liegen." 

Ans  dem  Torletzten  Satze  folgt  weiter,  dass  für  jedes  Tetraeder 
die  Ebenen  «,  u  und  h  durch  eine  Gerade  geben  QDd  dass  «  von  t» 

und  h  durch  Af  harmonisch  getrennt  ist. 

Während  es  nur  eine  Kugel  gibt,  welche  durch  die  Ecken  eines 
Tetraeders  geht,  gibt  es  deren  8,  welche  die  Seiton  dos  Tetraeders 
berühren.  Zu  dieser  Krkenntniss  führt  Tins  folgende  TTeberlegung. 
Ist  ./  der  Mittelpunlvt  einer  die  Scitentliielien  et,  /?,  y,  ö  (l(>s  Tetraeders 
beriilirenden  Kugel,  dann  liat  dieser  Punkt  von*  den  Khenen  gleiche 
Entfernung,  liegt  also  auf  der  Ilalbirun^sebeno  der  von  den  Ebenen 
gebildeten  Wiukcl.  In  dem  Punkte  A  stosseu  die  Ebenen  /S,  y,  d 
Eusammen  und  die  Winkel,  welcho  2  von  diesen  Ebenen,  etwa  ß  und 
Y  bilden,  werden  durch  2  za  einander  normale,  dnrch  die  Kante  AD 
gehende  Ebenen  halbirt;  ebenso  haben  die  Winkel,  welche  y  und  d 
miteinander  bilden,  zwei  zu  einander  normale  dnrch  die  Kante  AB 
gehende  Halbirungsobencn.  Diese  4  Halbirungsebenen  schneiden  sich 
ausser  in  den  Kanten  AD  und  AB  noch  in  1  andern  durch  A  gehenden 
Geraden.  Jeder  Puidtt  derselben  ist  von  den  Ebenen  |3,  y,  3  gleich- 
weit entfernt,  also  gehen  ancli  die  Halbirungsebenen  der  Winkel, 
welche  ß  und  (5  miteinander  bilden,  durch  die  4te  Gerade.  Diejeni- 
gen Punkte  dieser  Geraden  nun,  welelie  von  der  vierten  Ebene  « 
des  Tetraeders  ebenso  weit  entfernt  sind  als  von  |3,  y,  <5,  liegen 
oflfenbar  auf  den  beiden  Halbirungsebenen  der  von  «  mit  einer  der 
übrigen  Ebenen  gebildeten  Winkel.  Wir  erhalten  also  4.2  oder  8 
Punkte,  welche  von  den  Ebeneu  glcicliwcit  entfernt  sind,  also  die 
Mittelpunkte  der  die  Seiteuflachen  berührenden  Kugeln  sind.  Zu- 
gleich sehen  wir,  dass  diese  Punkte  16  mal  zu  zweien  mit  einer 
Ecke  in  einer  Geraden  und  12  mal  zu  vieren  mit  einer  Kante  in 
einer  Ebene  litten. 

Bilden  wir  nun  die  reciproke  Beziehung,  so  erhalten  wir  den  Satz: 
),Es  gibt  8  Rotatlonsflftchen  II.  0.,  welche  durch  4  Punkte  gehen 
„und  einen  andern  fünften  Punkt  zu  einem  Brennpunkt  haben.  Die 
,3  Polarebenon  des  Brennpunktes  schneiden  sich  16  mal  zu  zweien 
„auf  einer  Soiten^cho  des  von  den  4  Punkten  gebildeten  Tetraeders 
„und  gehen  12  mal  zu  vieren  durch  einen  Punkt  auf  einer  Kante 
„des  Tetraeders.*^ 

II.  Das  Tetraeder  mit  HOhenschnittpunkt 

Wir  haben  bei  der  allgemeinen  Betrachtung  über  das  sphärische 
Polarsystem  bereits  erwähnt,  dass  die  Poltetraeder  dieses  Systems 
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solche  sind,  in  welchen  die  4  Höhen  doreh  eiaen  Pankt  gehen.  Um- 
gekehrt können  wir  jedes  Tetraeder  ABCD  mit  einem  Höheuschuitt- 
pnnkte  H  zu  einem  Poltetraeder  eines  sphärischen  Polarsystems 
machen,  wenn  wir  nur  bestimmen,  dass  //  der  Mittelpunkt  des 
Systems  und  das  constante  Prodnrt  dor  Höhcuab'^s^hnitte  die  Potenz 
desselben  sein  soll.  Alsdann  ist  es  möglich ,  in  eiritueher  Weise  zu 
den  bisher  bekannten  Sätzen über  das  Tetraeder  mit  Höhenschnitt- 
punkt  noch  andere  interessante  abzuleiten,  die  prleich  den  früher  be- 
kannten recht  deutlich  die  Analogie  dieses  räumiicheu  Gebildes  mit 
dem  Dreieck  hervortreten  lassen. 

Indem  wir  nun  beachten,  dass  den  Eckpunkten  ABCD  des  Te- 
traeders  mit  dem  Höbenschnittpunkt  H  in  dem  sphärischen  Polar- 
System  die  ihnen  grgcnüberlicgenden  Seiten  |S,  y,  S  entsprechen, 
erkennen  wir  sofort  die  Richtigkeit  der  folgenden  Sätze: 

„Durchschneidet  man  die  Kanten  eines  Tetraeden  mit  H5hen- 
„Bcbnittpunkt  durch  eine  Ebene  »  in  6  Punkten  nnd  fUlt  an  jeder 
nVerbindnngsgeraden  dieser  Punkte  mit  dem  Höbenschnittpunkt  H 
^aus  der  gegenflberliogenden  Kante  die  Normalebene ,  so  erhftlt  man 
»6  £benen,  welche  durch  dnen  Punkt  P  gehen,  der  auf  der  Normalen 
„Ton  H  z\L  n  liegt.  Ist  Q  der  Schnittpunkt  dieser  Normalen  mit 
^dann  ist  QH.  HF  gleich  dem  constanten  Prodnct  der  Höhenabschnitte 
„des  Tetraeders.^ 

„Verbindet  man  einen  Punkt  mit  den  Kanten  eines  Tetraeders 
^mit  Höhensehnittpnnkt  durch  Ebenen  und  f&Ut  zu  denselben  aus  dem 
MHOhenschnittpunkt  H  die  Normalen,  so  treffen  diese  die  jedesma- 
Mligen  gegenftberliegenden  Kanten  in  6  Punkten  einer  Ebene  welche 

niiormal  an  der  Geraden  PH  liegt  Ist  Q  der  Schnittpunkt  dieser 
„Normalen  mit  dann  ist  PH.  HQ  gleich  dem  constanten  Prodnct 
^er  Höhenabschnitte  des  Tetraeders.** 

„Verbindet  man  eine  Gerade  g  mit  den  4  Eckpunkten  eines 
„Tetraeders  mit  Ilübcnscbnittpuiikt  und  fällt  auf  diese  Ebenen  vom 
,,llühenscbnil.tpuukl  JJ  aus  die  Normalen,  so  treffen  dieselben  die 
»gegenüberliegenden  Seiten  in  4  Poukton  einer  zu  g  normal  gelegenen 
„Geraden  g\  Die  kfirzoste  Entfernung  dieser  beiden  Geraden  wird 
,fdurch  H  in  zwei  Abschnitto  geteilt,  deren  Prodnct  gleich  dem  con- 
„Btanten  Prodnct  der  Höhenabschnitte  ist>* 


1)  Am  cingeheiHlsted  tehaint  bis  jetzt  Vogt  in  ein«:  interesiaiiton  wissen- 
BcbnftlichcD  BeJInge  zum  Programm  des  Fricdnchs-Gymnasinms  in  Breslna 
Tom  Jahre  1881  <liu  Tetraeder  mU  Uöbenschniiipuiikt  UDtorsucUt  zu  babeu. 
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Dem  Mittelpunkte  .1/,  der  Kante  AB  entspricht  diejenige  Ebene 
fij  durch  die  gegenüberliegemle  Kante  CD,  welche  normal  zu  der 
Geraden  3/,  //  ist.  Ferner  hat  der  unendlich  ferne  Punkt  auf 
der  Geradeu  AB  diejjenige  Ebene  n  zu  seinem  entaprechenden  Ele- 
ment, welche  H  mit  CD  verbindet  Da  nun  aber  Mi  von  durch 
die  Eckpunkte  A  und  B  harmonisch  getrennt  ist,  so  sind  aneh  die 
Ebenen  f<,  und  n  harmooiscb  getrennt  von  den  Seiten  «  ond  ß. 
Wir  haben  also  den  Satz: 

„Ist  in  einem  Tetraeder  mit  Höheniebnittpnnkt  letsterer  Punkt 
,.mit  der  Uitte  einer  Kante  doreh  eine  Gerade  verbanden  ond  legt 
^man  zn  derselben  ans  der  gegenflberHegenden  Kante  die  Normal- 
„ebenOf  dann  ist  diese  barmoniseh  getrennt  von  dem  HOhenschnitt- 
npnnkt  dnrcb  die  Seitenfläcben  der  letzteren  iOmte/* 

Oder: 

,,Logt  man  durch  eine  Kante  eines  Tetraeders  mit  Höhenschnitt- 
,,punkt  die  von  diesem  Punkte  durch  die  Seiten  der  Kaute  Larmo- 
„nisch  getrennte  Ebene,  so  trifft  die  Nonnale  derselben  aus  dem 
„Uöbenschnittpunkt  die  gcgenüberliegendo  Kaute  in  ihrer  MUte/^ 

Legen  wir  ferner  dnrcb  eine  Kante  die  Mittelebene,  d.  h.  die 

Ebene,  welche  diese  Kante  mit  der  Mitte  der  Gegenkante  verbindet, 
dann  ist  die  von  dieser  Ebene  durch  die  beiden  Seitenfläcben  der 
Kaute  harmonisch  getrennte  Ebene  parallel  mit  der  Gegenkantc,  and 
es  trifft  die  Normale  aus  dem  Höhenschnittpunkt  H  zu  letzterer 
Ebeuc  die  gegenüberliegende  Kante  in  ihrem  Höhcnfussponkt.  Daraus 
folgt  nun  der  Satz: 

einem  Tetraeder  mit  EObenscbnittpmikt  trifft  die  Normale 
„ans  diesem  Punkte  zu  einer  Mittelebene  die  gegenikberliegende 
„Kante  in  einem  Punkte,  welcher  von  den  Eckpunktenderselben  dnrcb 
„ibren  Höbenfnsspnnkt  barmoniscb  getrennt  ist^* 

Bestimmen  wir  nnn  anf  jeder  Kante  den  Pimkt,  welcber  von  den 
Eckpunkten  dnrcb  ibren  Hdbenfnsspnnkt,  oder,  was  dasselbe  ist, 
velcber  von  den  Seitenflftcben  der  Gogenkante  dnrcb  den  Höhen- 
schnittponkt  des  Tetraeders  barmonisdi  getränt  ist,  so  erbftlt  man 
6  Punkte  einer  Eliene,  nftmlicb  der  Harmonikai  ebene  des  Höben- 
Schnittpunktes.  Da  ferner  diese  Ebene  in  dem  Polarsystem  dem 
Scbwerpnnkt  8  des  Tetraeders  entspricht,  so  folgt: 

„In  einem  Tetraeder  mit  Ilöhenschnittpunkt  steht  die  Harmonikal- 
„ebeno  des  Höhenscbuittpuukts  //  uornial  zu  der  Vcrbindungsgcradcu 
„dieses  Punktes  mit  dem  Schwerpunkt  S.  Heisst  Q  der  Schnittpunkt 
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„Ton  8H  mit  der  Harmonikalebeiie,  dann  ist  das  Prodnct  8H*  HQ 
„gleich  dem  Prodnct  der  HOhenabschnitte  des  Tetraeders.** 

Den  Hüheufusspuukten  der  Kanteu  eutsprechen  (liej(!nigen  Ebenea 
durcb  die  Gegciikantcn,  welche  parallel  zu  den  ersten  Kauteu  laufen, 
und  die  Mittelpunkte  der  Kauten  haben  zu  ihren  entsprechenden 
EL'uteuLeu  diejeuigcu  Kbeucu  durch  die  üegüukauteu,  welche  durch 
die  Seitenflächen  derselben  durch  den  Höheuschuittpunkt  harmonisch 
getrennt  sind.  Da  nan  in  einem  Tetraoder  mit  Hdhenschnittpnnkt 
die  Büttelpankte  der  Kanten  nnd  folglich  aach  die  Höhenfasspnnkte 
derselben  anf  einer  Engel  liegen,  welche  den  Schwerpunkt  zum 
Mittelpunkt  hat,  so  folgt: 

„Legt  man  durch  jede  Kaute  eines  Tetraeders  mit  Möhcnschuitt- 
„punkt 

„1)  die  Parallelebeue  zur  Gegeukante, 

„2)  die  Ton  den  Seitenfl&chen  der  Kante  dnrch  den  HOhen- 
„schnittpnnkt  harmonisch  getrennte  £bene,  so  erhUt  man  12  Ebenen, 
^welche  von  einer  Botationsfiftche'  II.  0.  bertthrt  werden,  die  den 
„Höhenschnittpnnkt  zn  einem  Brennpunkt  nnd  die  Harmonikalobene 
„desselben  zu  der  zugehörigen  Leitehene  hat" 

Die  Punkte,  in  welchen  die  Bcrührnngsebenen  einer  liutatious- 
fläche  II.  0.  von  ihrer  Normalen  aas  einem  Brennpunkt  getroffen 
werden,  liegen  auf  einer  Kugel,  welche  mit  der  Fläche  den  Mittel- 
punkt gemeinsam  hat.  Da  nun  in  unserm  Falle  die  Ebenen  der 
ersteren  Art  von  ihren  Normalen  ans  dem  Hohenschnittpnnlit  in  den 
HOhenfnsspunkten  der  Kanten  getroffen  werden,  so  liegen  auf  der 
durch  diese  und  die  Hittelpunkte  der  Kanten  gehenden  Kugel  aach 
die  Schnittpunkte  der  Ebenen  zweiter  Art  mit  ihren  Kormalen  aus 
dem  HOhensehnittpnnkt  Indem  wir  noch  vorausschicken,  was  gleich 
bewiesen  werden  soll,  dass  der  Höhenschnittpunkt  des  Tetraeders 
zu  dem  Mittelpunkt  U  der  umgcscbriebeuen  Kugel  bezüglich  des 
Schwerpnuktcs  S  symmetrisch  liegt,  80  können  wir  nun  folgenden 
Zusatz  zu  dem  letzten  Satze  bilden: 

„Die  BotationsflJiche  hat  den  Schwerpunkt  des  Tetraeders  zum 
„Mittelpunkt  und  den  Höheuschuittpunkt  und  den  Mittelpunkt  der 
„umgeschriebenen  Kugel  zu  Bronnpunkten/* 

Ferner  erkennen  wir  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

.  „In  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  liegen  die  Punkte, 
„in  welchen  die  Yerbindungsgeraden  des  Ilöhenschnittpunktes  mit 
„den  Mitten  der  Kanten  von  ihren  Normalcbencn  aus  den  jedes- 
„maligen  gegenüberliegenden  Kauteu  getroffen  worden,  auf  derselben 
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„Kngel,  welche  auch  durch  die  Mitten  der  Kauten  und  die  Höhen- 
„tusspuukte  derselben  gebt.'* 

Nach  dem  im  ersten  Abschnitt  (S.  370)  dwgelegteo  Satse  von 
Monge  liegt  in  jedem  T^araeder  besflglich  des  Schwerpunktes  8  der 
Mlttelpnnkt  ü  der  umgeschriebenen  Kugel  zu  demjenigen  Punkte  H 
symmetrisch,  dnrch  welchen  die  aus  den  Mitten  der  Kanten  normal  sn 
den  Gegenkanten  gelegten  Ebenen  gehen.  Weil  nun  aber  bei  einem 
Tetraeder  mit  Uöhenschnittpunkt  je  2  Gegenkanten  zu  einander 
normal  sind,  so  enthält  die  Ebene,  welche  normal  zn  der  einen 
Kante  durch  die  Mitte  der  Gegenkantc  gelegt  wird ,  die  letztere 
Kante  ganz,  und  somit  erkennen  wir,  dass  bei  diesem  besonderen 
Tetraeder  der  Punkt  H  identisch  ist  mit  dem  Höhenschnittpunkt. 
Es  ist  also  jetzt  gezeigt,  was  wir  vorhin  als  erwiesen  anuahmea,  dass 
in  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  die  Strecke  zwischen 
diesem  Punkte  und  dem  Mittelpnnkte  der  umgeschriebenen  Kuge 
durch  den  Schwerpunkt  halbirt  wird. 

Die  Mittelpunkte  der  oberen  Ilöhenabsclinitte  seien  mit  A^^  B^, 
Cg,  Da  bezeichnet  Dann  ist  das  Tetraeder  A^B^C^D,  mit  dem 
Tetraeder  ABCD  ähnlich  und  ähnlich  liegend  in  Bezug  auf  H  als 
äusseren  Aebnlicbkeitspuukt.  Denn  je  zwei  eutsprecheude  Kanten 
z.  B.  A^B^  und  AB  sind  za  einander  parallel  und  stehen  in  dem 
Yerhaltniss  1 : 2,  Der  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  c^Di 
umgeschriebenen  Kugel  ist  der  Mittelpunkt  der  Strecke  UET,  also 
identisch  mit  dem  Schwerpunkt  8  des  Tetraeders  ABCD.  Folglich 
gilt  der  Satz^): 

„Die  Kugel,  welche  durch  die  Mitten  der  oberen  Höhcnabschnitto 
„eines  Tetraeders  mit  Höhenscbuittpuukt  geht,  hat  den  Schwerpunkt 
„des  Tetraeders  zum  Mittelpunkt  und  ihr  Radius  ist  gleich  der 
,4iiUfte  von  dem  Kadius  der  umgeschriebenen  EngeK'^ 

Da  nun  in  dem  sphärischen  Polarsystem  dem  Mittelpuukt  eines 
oberen  Höheuabschuittes  die  su  dem  Höhenschnittpunkt  bezüglich 
der  zugehörigen  Seitenfläche  symmetrisch  gelegene  Ebene  entspricht, 
so  gilt  der  Satz:  Legt  man  zu  jeder  Seite  eines  Tetraeders  mit 
Höheuschnittpunkt  diejenige  Parallelebene,  welche  mit  dem  Höheu- 
schnittpunkt  bezüglich  der  zugohürigeu  Seitenfiächo  symmetrisch  liegt, 
so  erhält  man  4  Berührungsebeuen  einer  Rotationsfläche  II.  0., 
welche  den  Höheuschnittpunkt  zu  einem  lireuupuukt  und  dessen  Har- 
monikalebeut;  zur  Directrixebeuu  hat. 


1)  Vgl.  auch  Vogt  §  S. 
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W  ir  b(uiutzen  nuu  noch  folgcudcii  Satz  uiul  \or\vt'isoii  bezüglich 
seiner  Ableitung  aul  §  10  der  erwähnten  Arbeit  von  Vogt: 

„In  jedem  Tetraeder  mit  Höhenschrnttpnnkt  liegen  die  Schwer- 
,,patikte  und  die  Höbenachnittpunktc  der  Seitenflächen  auf  einer 
„Kugel,  deren  Mittelpanlct  F  anf  der  VerbindungBgeraden  der  Pankte 
,^und  D  liegt'' 

Von  diesem  Satze  führt  uns  das  sphärische  roJarsystem  sofort 
zu  folgendem: 

man  durch  die  Ecken  eines  Tetraeders  mit  Hdhenachnittr 
»pttDkt  die  Parallelobeoon  zu  den  gegenüberliegenden  Seitonflächen 
„und  die  Normalebenen  zu  dcu  Yerbimlungsgeraden  des  Höhenschnitt- 
„Punktes  mit  den  Schwerpunkten  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten^ 

„flächen,  so  erhält  man  8  Ebeocn,  Avclcho  eine  Rotationsfläche  II.  0. 
„berühren,  die  den  Uöhenschnittpuukt  zu  einem  Breuupaukt  hat,  und 

„deren  Mittelpunkt  auf  der  Geraden  HU  liegt 

Da  nun  diese  Ebenen  von  ihren  Normalen  aus  dem  Höhonschnitt- 
puokt  in  den  Punkten  dner  Kugel  getroffen  werden,  nnd  4  Ton  diesen 
Punkten  die  Eckpunkte  des  Tetraeders  sind,  so  folgt  weiter: 

„Vorbindet  man  in  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  den 

„Schwerpunkt  cinßr  Seitenfläche  mit  dem  Ilöhcnschuittpunkt  des  Te- 
„traeders  durch  eine  Gerade,  «o  wird  dieselbe  von  ihrer  Normal- 
„ebene  aus  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkte  in  einem  Punkte  der 
„dem  Tetraeder  umgeschriebeneu  Kugel  getroffen/' 


Ist  in  einem  sphärischen  Polarsystcm  ein  Tetraeder  mit  dem 
Höhenschuittpnnkt  11  gegeben,  und  fällt  letzterer  Punkt  nicht  mit 
dem  Mittelpunkt  M  des  Systems  zusammen ,  dann  ist  das  reciproke 
Tetraeder  nur  dann  von  derselben  Art,  falls  M  auf  einer  Höhe  des 
ersten  Tetraeders  liegt.  Ist  z.  B.  M  ein  Punkt  der  Höhe  AH,  dann 
entspricht  der  Kante  AB  in  dem  reciproken  Tetraeder  eine  Kaute 

A'B',  welche  normal  zu  der  Ebene  ABU,  also  parallel  mit  der  Kante 

CD  ist.  Die  letzterer  Kante  in  dem  reciproken  Tetraeder  entspre- 
chende Kaute  Cd'  ist  normal  zu  TD,  also  auch  zu  A'B',  Ebenso 
erkennt  man,  dass  auch  die  Kauten  A'C  und  B'D'  zu  einander 
normal  sind.  Das  Tetraeder  A'B'C'D'  hat  also  2  Paare  zu  einander 
normaler  Gegenkanten,  folglich  schneiden  sich  seine  Höhen  in  einem 
Punkte  W.  Zugleich  überzeugen  wir  uns  von  der  lUchtigkeit  des 
folgenden  Satzes: 


und  MIM  AmBeadun^  auf  das  Teinuder, 
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,,Nimmt  man  in  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  auf  einer 

„Tlühc  dcssclbon  oiucn  Punkt  M  an  mid  lej^'t  zu  den  Ycrbindungs- 
„gcrad'^ii  diesos  Punktes  mit  den  Eclipuakten  des  Tetraeders  in  ihren 
„zweiten  Sciiiiittpuukteu  mit  der  umgescbriebencu  iiugel  dio  Normal- 
„obcnen,  so  erhält  man  ein  Tetrader,  dessen  Höhen  durch  einen 
„Funkt  gehen,  der  aaf  der  gemeinsamen  Höhe  beider  Tetraeder  liegt/^ 

Aber  auch  dann,  wenn  M  nicht  auf  einer  Höbe  des  Tetraeden 
ABCD  liegt,  ist  das  reciproke  Tetraeder  A'B'C'D'  noch  von  be- 
sonderer Art.  Wir  unterlassen  es,  seine  Eigeuschaftcu  hier  näher 
anzugeben;  dieselben  ergeben  sich  wieder  am  einfachsten  durch  reci- 
proke Uebertraguug  derjeiiigeu  des  Tetraeders  mit  HöbeuscbDittpankt 
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XVll. 


Anwendung  des  Taylor'schen  Satzes 
ssur  Bectiiication  der  Ellipse  und  zur  Gomplanation 

des  EUipsoidä. 


Von 

HciTu  C.  Benz, 

Lcbrer  ia  Luckonwalde. 


Bezeichnet  aEie,q>)  einen  EllipscMibogeii ,  a  die  halbe  grosse 
Achse,  f  die  numerische  Exceiitrlcität,  qp  den  Wiukel  dos  Bogüus, 
vou  der  klciucii  Aciisu  au  gcrcchuct,  m  Jbt 


51 


I)     aE(t,tp)  =r  a  ^<p  —  QP^H- 

 ^7 

,  (64««— 1008«*  +  2520f«— 1676««)  . 
+  "91  ^ 

(266i« -- 16820«*+ 1058406^— 189000«»+ 99225«'0)  ,  \ 
-  11!  ^  ■*■"•} 

Nach  dem  Tayloi^tchen  Satze  ist  nAmHch,  wenn  wir  q>)  kurz  mit 
F(^)  und  die  aufeinanderfolgenden  Differentialqnotienten  von  F{f) 
nach  9  bezüglich  mit         ^(9)'',  Fif^y'^'  n.  >.  w.  l»ezeichnen, 

Aqb  der  (^ieiehnng  der  EUipee 
folgt  imo 


dir  £t^§e  und  »tr  Ca^pkmaUim  du  EXliptoid»*  379 


(f,  9»)  »  a     V 1 — e^Bin'q» 


0 

also  * 

/  

E (f,  9)  =  /  y  1  —    8iu=^  9> 

folglich 
ferner 

_  f'rinocofl«        ^  ^ 

*  (l-«*MiiV)*      a-«»aiii»9)V  ' 

48'8m  y  cos  »    3t*  («n y  cos*  y — sin^  y  cos  y) 
(l-««8iii»y)i  (1— f»8m»9»)i 

1— €*8ia'^9))i^  (1  —  «*8in*y)t 

Ifig^Csin*  q>  cos*  y  —  sin*  y  cos'y) 
(1  — e«8in«y)l 


(1  — e«8in«y)^  ' 


_  löc^siu  gp  cos  qp    60t*  (sinqp  cos^qp  —  siu^  (pcoa9>) 


(1  — «*sitt«y)^  (1  -  8*8iftay)i 

210  t*  sitt'y  cos'  y  —  45  8*  (sin  y  cos^  y  -f  sin*  y  cos  y) 

(1  —  «2  Siu"^ 

1 50  6^  (sin^  y  cos*  y sin*  y  cos^  y) 
(1 — «•sin'y)^ 

105     sin^    cos'^  y       „      ri  ^ 
(1— «*Siu^9P)3 
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v    m        16t'(C08^  <p  —  sin*  f) 

60e*(8in*(p-j-co8*g>  —  6sln*ipcos*g>)  16t*sin*ycos*y 


+ 

+ 


(1  — e*  8m^9')i 

1036t^(gitt'y  C08*y  —  aiu^y  eoB*y)  -"45g'(co8*y  —  gin*») 

(1— ««Bin«v)t 

2550g*  siti^  y  cos*  y  —  675t^  (sin'  <p  cos*^  y  -f-     ^  y  cos^  y) 

(I— ««8m»y)i 

1060t^(8iii^ cosV — sin^ eoii*y)  -> 5^^gifi*y co»*—  sinVcoMy) 

(l  -f*8in*y)5 

und  abgekOrzt: 

^.^j^    64t*  sin  y  coey  _  1008^^  sin  y  cos^y 
"  (1  -  ff»  sin»  y)^      (1  —  f »  8in»y )l 

.  252Qg^  sin  y  cos^  y    1675<^  sin  y  cos^  y     ^  r///«.(| 

/'(9=0)^^  =  64£»  —  ll)08£*  +  2520€6  -  1575«» 
F(y=0)^/  =  —  256€«4- 16320£*— 105840««  —  189000c8-i-  Üi)225««« 

u.  s.  w. 

Setzt  mau  die  Werte  von  F(,^^o),  F(^^o)l  F{y=oj^'  u.  s.  w.  in 
die  Taylor'scho  Keilie  für  aÄ'(«»  <P)  =  «^(f)  ein,  SO  erhÄlt  man  die 
oben  angügübeue  Boibe  I). 

Ffir  den  J^UpBenqnadranten  erhftlt  man 

n)     ««(^,2)--M2-i72T3(2)+— 51— W 

(16£»~60e^+45g«)  (^\\  \ 
 71  \2/ 

und  far  den  Grenmll  <     1»  9  =  2 

/Try    /Try  /jry 

lu)  «^^(^1,2;  "  ''u~"3r+"5i — 7r+- •) 

.  n 
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Aus  den  5  ersten  Gliedern  der  Keiho  III)  erhftlt  man  a  -"1,0000036a, 
aus  den  6  crstcu  a  —  0,999  999Üa. 

Da  tp)  eine  atetige  Function  von  «  nnd  9  ist,  und  Beihe  I) 
fftr  die  grÖsstcD  uud  kleinsteu  Werte  von  E(f^  fp)  convergirt,  ao 
mnaa  sio  anch  für  alle  dazwischen  liegendou  Werte  convergiron. 

Anmerkung.  Den  dirccton  Beweis  fttr  die  Convergeuz  der 
Rdhe  I)  vermag  YerfssBer  nicht  zu  erbringen.  Ebenso  ist  es  dem 
YerÜEisser  nicht  gelangen,  in  An  fOr  den  grOssten  Goefficienten  der 
bezüglichen  Potenz  von  c  eine  allgemeine  Formel  behufs  Herleitnng 
der  Convergenz  zu  finden. 

Um  l)ei  solchen  Werten  von  f,  welche  sehr  nahe  bei  1  liegen, 
bei  der  Sunuuiruug  der  ersten  Glieder  eine  grössere  Genauigkeit  für 
den  Näherungswert  zu  erhalten,  addire  man  in  Hciho  I)  sin 9)  und 
subtrahire  die  Sinnsreihe;  man  erhält  dann 

IV)     aE  (£,  v)  =  a  I  8in9)-j-  — gy-  <p*  ^|  qfi 

.  l^QCe»— 60t* 4-456«)   ,  \ 

Das  Integral  /  —  r  Iftsst  rieh  ähnlich  wie  das  In- 

a(l  -  «*8in*9)a 

tegrat  a ^Jy^"^  i*Bin*tpd<p  entwickeln.  Fftr  das  zweifache  Integral 
?  f 

a  J  ^*pj  Vi  —    sin*  91  dtp  erhält  man 


aj  d<pjyi^s*am*ipdq^  "         ""1.2.3.4^*"^  61  


af  t 

Für  f  =  1  wird  diese  Reihe  —  a(l~C0S9>). 


Nimmt  man  in  Gleichung  1)  links  und  rechts  den  Differcntial- 
qnotienten  nach  9>  nnd  dividirt  beiderseits  durch  a,  so  erhält  man 

/  .  .  (4«'  — 3e*)  ^ 

Vi  -  sin*  9=1  4]—  9*-  " 

Anmerkung.  Die  Convergenz  dieser  Reihe  lässt  sich  ebenso 
wie  die  Convergenz  der  Reihe  T)  beweisen.  Für  (p  =  0  wird  dieselbe 
-=  1,  für  «  =  1  wird  sie  —  eusg?,  iar  s  =  0  wird  sie  ebenfalls  =  1, 
convcrgirt  also  für  den  grössten  nnd  kleinsten  Wert  von  c. 
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\\  ili  mau  nuu  beispielsweise  iu  Reihe  1)  uur  die  ersten  6  Glieder 
berflcksichtigcn,  so  setze  mau 

 eTTTi  

Addirt  man  nun  in  Roiho  I)  don  Ausdrucls  —  and  sub- 

trabirt  die  demselben  gleiche  Reibe,  so  erhftU  man 

«Ä(e,g»)  -  a  |  ^  -  ^  ^^^ 

,  6(4««— 3s*)  .    4(16««— 60e*+4ß««)  , 
+     51.11     ^'  7131  


+  yrii  9' 

Setzt  man  iu  /  Vi  —  i*  siu^  9  «/qp 

sin  9>  « 

also 

und  entwickelt  letztercu  Äusdrock  nach  dorn  Tajlor'scben  oder,  was 
beqaemer  ist,  nach  dem  binomischen  Satze,  so  erhalt  mau 


X 


1  -  £»X« 


^  1.2.3  *  ^      2*  öl 


■  4.5.6(3.6— 9g»- 3<*~3£«J 
2«.  71 


,  5.6.7.8(3.5.7  ~60f2 -18«*— 12«6  —  Iöf8). 

+  2*.9"i  

,  10 !  ( 1 . 8 . 6 . 7 . 9  -  525gg- 1 50t*—  9Q£«  —  TSe»—  105t^)  ) 
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Das  nte  Glied  dieser  Beihe  ist  immer  lEleiner  als 

Hn  +  X)  ...  (2tt  — 2)|1.3.5.7  ...  (2»— 3)^_., 

oder  kleiner  als 

(n  — 1)!2«-'.(2«  — 1)J 
das  n-|-lte  Glied  kleiner  als 

1  ■  a^H^l 

also 

An^-^  '  für  «  =>ao,  gleich  g;^^ 

die  Reihe  convergirt  also.  Für  €  ^  0  geht  diesolbo  Uber  ia  arcsiu  x 
f Ur  c     1  iu  X.   Eotwickclt  mau  , 

/»^  

ebenso  wie  /  Vi  -c'sinV«^^  w  Gleichung  I),  so  erhält  man  in 
den  Qtiedem  der  Reibe  Aosdrfleke  you  der  Form   


FQr  f  —  1  werden  dieselben  ««-oo.  Fflr  Werte  von  i ,  welche  nahe 
bei  1  liegen,  wQrde  also  die  Reihe  nnbranchbar  sein.  Sie  ist  des- 
halb zur  Bectification  der  Ellipse  nicht  geeignet,  nm  so  für  9  den 

Ausdruck  g  einzuführen  und  die  lleihc  i)  lur  den  Gronzfall  aut 
2  zQ  reduciron. 

Fahrt  man  in  die  Reihe  1)  statt  des  Winkels  9)  die  geograpU- 
Bche  Breite  ^  ein,  so  ist 

b  5»  ,  

-Gotg^  =  —  tg^,  9»  »arccotg{yi^<*tg^} 

Ist  nun  gegeben 

1)  aEi£,  ß,)^x 

2)  aEii,  /9o)  =  ir-f^ 

3)  aE(i,       -  «-f-i. 
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WO  ßi  <  ßi  <  ßi,  und  diese  Grossen,  sowie  2,  und  1^  bekannt  sind, 
so  erhält  man  nach  Elimination  von  x  and  n,  wenn  Iftr  t  der  rich- 
tige Wert  ei&sesetzt  ist,  eine  Gleidmog  tob  der  Form 

h-h 

Lt-ß*-ßi-Y^W-ßi')+'" 
-  Ä  -  /»t-       ißs^  -  ßt')+ . " 

Der  Wert  von  s  liisst  sich  durch  Ycrsucbo  aud  lutorpolatioa  be- 
stimmen.  Ist  c  gcfuudeu,  80  hat  mau 

Ist  Z]  und     für  die  Mccrcsliöhc  h  gcgebcu  uud 

gefunden,  so  ist 

Ißt  z.  B.  gegeben      Vi     70"  40'  11,23" 
Ii  —  1370,  2159  Arm  =  58  22  47,56 

1^  =  1451,  Ö7d0ibin        ^,  —  45  20  2,94 


also 


80  Ist 

wenu 

gesetzt  wird,  ferner 


ßt  —  19  23  27,63 
|8»  — 31  42  25,11 
44  46  46,93 

Li  0,214  817  2U9 
Lt  "  0,227  574  788 

e  »  0,082  235 


log^-log ^  -  0,  0C*0  0052. 

Anmerkung.  Die  benatzten  Daten  sind  dem  Werke  des  Herrn 
Pr.  Marius,  „Astronomische  Geographie",  Leipzig,  Koeh's  Verlags- 
bnchhandlung,  entnommen. 

Die  gewöhnliche  Berechnung  von  «  aas  den  Krfimmungsradien 
eines  Meridians  and  den  hezflglichen  Breiten  ist  aUerdiogs  weit  be- 
quemer und,  da  wegen  der  Kleinheit  von  c  die  Bogen  des  Meridians 
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von  den  Boßcn  der  entsprechenden  Ki  ümmungskreise  unmerklich 
verschicdeu  smJ,  auch  hiarcicheud  genau. 

Das  Differeotiai  einer  krummen  Fläche,  welches  man  auch  aus 
der  Berechnung  eines  Parallelogramms,  dessen  zusammcnstossende 
Seiten  V(rte)^+ ttnA  VWH- W  «»d  dessen  DiagODftle 
y(<^+{d^)*+{t^—dit)'*  ist,  erhalten  lumn«  ist 


die  QleichiiDg  doi  dreiaehsigen  Ellipsoids  ist 

Berechnet  man  ans  dieser  Gleicbnog  die  Differenttalquotientcu,  setzt 

nnd  fiftbrt  Polarcoordioaten  ein,  so  erhillt  man 

  ij_  {(l-t«)n'siu^3t+r^^Q^^x}'  ^  I 

Entwickelt  man  diesen  Anadrack  nach  r  entweder  nach  dem  Taylor^ 
sehen  oder,  was  bequemer  ist,  nach  dem  binomischen  Satze,  so  er- 
bfilt  man,  wenn  man  im  letzteren  Falle  nach  r  integrirt  nnd 

(1— f«)iI»8in»xH-i:*C08*x  =»  «*,   co8«x+  (1    f')sitt*2  =  P 

setst, 


J  1,23.4  2» 6! 

0 

2»8I 

+ -2^l]^;,?ll.3.5.7ir»-(1.3,5«H3.4«''^'+2.S.3«*^^ 

+  ^j^^{1.3.5.7.9/^  '«-(1.3A7a«+1.3.5^«8iJ*-f-1.3.8.2.6«»/J* 

+L3.5.t\6«*i5«+1 .3.5.7.5«      r«t+...|  rf/ 

Aidk  4.  lUtli.     Fhys.  i.  a»ili*,  T.  VIII. 
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Setzt  man  nun 

b  , — - 

=  o*8in^94~^*öö8V  —       —  «*oos*9) 
•  2  g'sin^y   ^   5*cos*y         a*(l — f*)  cosV 

*  ab  dtp 

80  gebt  das  letzte  Integral  Uber  in 
wo 

y2  —  i|*8inV+i*C08^<p  =■  i;*}Bin*9 

und 

ist   Der  Aasdruck  ist  also  leicht  zu  integriren. 

Bio  Reihe  Y)  couvergirt  zunächst,  wie  aas  den  BedtognogOD  der 
QOltigkeit    des    biuomischea  Satses    hervori^eht,    wenn  söwol 

—  f  *)  '  a*(l — s^)  ^  * 

da  man  aber  nach  dem  Taylor'schcn  Satze  dieselbe  Reihe  ohne 
Int^ratiou  nach  r  erhält,  weil  F(r.x)  sowol  für  r  ~  0,  als  auch  fQr 

tl(F(r  X) 

9»  —  0  Yerschwindes  mosfl,  ebenso  für  r  =  0,  so  convergirt 

dieselbe  auch  noch,  wenn 

ist  Da  sowol    als  aach  £  ^  Ii  so  ist  diese  Bediogang  erfallt 

Das  nie  Glied  der  Reihe  V)      An.F[p)  ist  immer  Ideiner  als 
J-^  ^p  woraus  sich  filr  den  Grenz&U  and  für  n  =so& 

(n  — 

Fllr  «  =  o,  i:  =  0,  »?=:0  wird  die  Reihe  V) 

t  li_L   ^  _L.  — A  ,      15  106  \ 
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der  ßtipM  und  tur  CoMf^wtatiom  des  Eft^toiJ*  <(87 
=  a^<Pt  wie  sich  aus   I    /   *7'"^  ergibt 


Anmerkung.  Das  iDtegral  fttr  den  Teil  der  Oberfläche  des  Ro- 
tatioasellipsoids,    welcher   vom   Winkel    q>    umfaast.  wird,  ist 

<i6  ^  y  Vi— f^8iu'9icos9>(i9.  Setzt  maa  uuu 


C03  T// 


so  erh&lt  man     j  /    —       i«  «• 


0 


Für  {;  =  1,  ij  =  l  wird  die  ßoihe  V)  = 

„  <p 

für  £  =  0,  i;  =•  1,  1?     1  wird  sie  a*  ^, 
fflr  t  1  wird  sie  —  0. 

Filr^=s^  erhält  man  in  den  GreuzfUleo  i  der  ObcrAiUshe 
der  Kugel  —    ^,  resp.  i  der  Oberfläche  des  Hotatiousellipsoids 

n  (Vi  — c'*  arc(8inf)\ 

eineu  Ellipseuquadrauten  ^  ab^  rcsp.  einen Krelsqnadranten  ^a*^- 

Nähert  sich  Beihe  Y)  einer  dieser  Grössen,  so  Icnnn  man  letztere 
zn  der  Reihe  addiren  nnd  die  der  addirtcn  Grösso  entsprechende 
Reihe  sabtrahiren,  nm  bei  der  Snmmimug  der  ersten  Glieder  fttr 
den  Näherungswert  eine  grössere  Genauigkeit  zu  erhalten. 
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XVIU. 

Die  Curven,  welche  von  Pmikten  von  Kegel- 
schnitten, die  sich  ohne  zu  gleiten  längs  anderer 
Ourven  mUzen»  beschrieben  werden. 

Von 

H,  Ekama. 


AllffenMtae  Foraieln. 

In  der  Zeitschrift  Nouvelle  correspondance  math^matique,  Tome 
II  und  III  hat  Brocard  getrachtet  die  Eigenschülten  der  Curve,  welche 
eiu  Puokt  durchläuft,  fest  mit  einem  Kegelschnitte  verbunden,  welcher 

ohne  zu  gleiten  eine  gerade  lanie  entlang  vttizt,  zu  finden.  Ich 
habe  yenacbt  die  Betracbtangen  Aber  diese  Cnrven  aUgemdner  zu 
machen,  indem  ich  den  beschreibenden  Punkt  nicht  nor  auf  den 
Haoptaofaaen  wählte  und  auch  einige  Falle  untersuchte,  bei  welcb«i 
die  Direetrix  keine  gerade  Linie  ist 

Die  gesuchte  Curve  wird  bestimmt  in  einem  geradwinkligen 
Coordiuatensysteme,  in  welchem  auch  die  Directrix  gegeben  ist.  Das 
Coordinateugrstem,  in  welchem  die  Genoatriz  bestimmt  ist,  ist  im 
allgemdnen  schiefwinklig  und  ftndert  seine  Lage  in  Bezog  zum  gerad* 
winkligen  Systeme.  Zwei  ooiuogirte  Achsen  sind,  wenn  die  Generatriz 
ein  Kegelschnitt  ist,  die  Achsen  nnd  zwar  so  gewählt,  dass  der  be- 
schr^bende  Pankt  auf  der  Achse  liegt.  ^  nnd  ti  sind  die  Coordi- 
naten  eines  Punktes  der  Directrix ,  welche  vorläufig  willkürlich  ge- 
nommen wird,  in  dem  festen  Coordinatonsysteme.  Die  Entfernung 
des  beschreiben  den  Punktos  von  dem  Coordinateuaufang  sei  p.  und 
iy,  l*  und  ri'  sind  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der  beiden 
gegebenen  Curven  in  jedem  Coordinatonsysteme.  Die  von  dem 
Punkte  beschriebene  Curve  wird  verschiedeu  sein,  je  uuch  der  Seite 
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der  Directrix,  an  welcher  die  Generatrix  sich  wälzt.  Die  Normalen 
im  Berührungspunkte  an  beiden  Curven  gezogen,  kuiinen  eine  in  der 
andern  Verlängeruug  oder  zusainiiion  fallen.  Ersteres  ist  in  Fig.  1, 
letzteres  in  Fig.  2  vorausgesetzt 

P  und  P'  sind  die  beschreibenden  Punkte,  PE  und  P'E*  sind 
die  'f'Achsen  des  Keuclschnittos,  liK  und  li'E'  sind  dio  Normalen 
an  dem  Kegeiscbuitto  in  den  Paukten  JJ  und  B'  welche  die  BoruhmogB- 
punkte  sind. 

■ 

0  und  0'  sind  die  K  inkel,  welche  die  gemeiiisanie  Kmiale  mit 
der  I  und  mit  der  ^'Aclise  nucbt 


Folglich  ist  für  Fig.  1 

]f.  -  ir+VaiB(«+o'-a»)-(j»-r)8iii(<»+«') 
und  fttr  Fig.  2 

*<  -  1—  ^'cos  { ö  —  (ö'—  0») }  +  (p  —  r ) cos (ö  -  ö') 

m  and  y  sind  die  Coordinaten  eines  Paoktee  der  gesaditeD  Corven 
Ans  diesen  Formeln  folgt,  wenn  wir  »  nnd  y  Dach  dem  Bogen  der 
Generatiix,  wdeher  dem  dnrehlanfenen  Bogen  der  Dirednx  gleioli 
ist,  differentiiren: 


In  Fig.  1  ist 


Wkl.  ÜBE 
Wkl.  BBC 
WU.  EPF 


«  —  «'+1800 
•  -0-e'+9O» 


In  Fig.  2  ist 


Wkl.  D'B'E'  =  »  — «'+180«> 
WM.  ITB'C'^  90» -(0—0'+») 
Wkl.  Ä'P'F'  -  W— (0-  0O 
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lu  diesen  Formclü  so  wie  im  Folcjcndcu  haben  die  obenHtchoink'ii 
Zeichen  Beziehung  auf  den  I<aii,  dass  die  Normalen  eine  in  der 
andern  Verlängerung  fallou;  die  antenstehondcn  liingegcu  auf  den 
Fall,  dass  sie  znsainiDeDfaUeD. 

Knn  ist 

sin  d  =  -r     uod     0'  =  —  — ' 
d»  da 

weil  die  Konnalen  au  den  gegebeneu  Lui  ven  nach  dem  Krünimungs- 
mittelpuokt  gezogen  werden.   Ebenso  ist 

C08(o}  —  a'J      ^  sm  cd    und    cos  0'  =  —      sin  w 
Hau  hat  also 

dx      .        cosa'cos  { (? +  (a' -  »)}  ,  cos(«  —  a')cos(ö  +  <r') 

—  —  sin  0+  -i.  :  

d»  suiw  siuoi 

_  cos  g'sin  { c±,  (a'^  m)\    cos  (»  —  g')  sin  (c  ±^  ö') 

cos  0  — |-  •  ^  •  ^^MP 

d«  sine»  sino 

±  (  ^  ±      I  [i?'  cos  i  a  ±  (0'  -  «) }  ~  (p  -  5')  cos  (tf  ±  ö')] 

Folglich 

f  -  T  {5^±%kv8in{ii±(<»'-«»)|-(p-^')8in(tf±fl')] 

(II; 

=  ±  {^±'1^  I  [VCOS  {0  + -(p-|')CO8(0_Lö')] 

Sei  t  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  gesuchten  Curve 
mit  der  ^Achso  macht,  so  ist: 

dl/  T?^cos{g+  ja'—  co)\  ~ip  —  'ii')cos(a±a') 

,U  ~     t?'8in{ö  +  (o'-ö))}— — i')siu(ff±cr')  * 

Ist  £  der  Winkel,  welchen  dio  Normale  der  gesuchten  Curve 
mit  der  JTAchse  macht,  so  ist 

,    _  d» 

Nennen  wir  die  verändcrlicheu  i  uordiuaten  eines  Punktes  der  Nor« 
male  sr^  nnd  $t ,  so  wird  die  Gleichung 

(«  -  X,)  tg  r  =s  (y  -if,) 

oder 


« 
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i;^±i?'cos{a±(o'— »)j3:(p-i')cos(o±ü')  -arJtg-S  = 

tl+ij'  8iü{a  +  (o'— w)  4^  (i)  —  i')  sia  (a  x  o')  — 

Nach  Snbstitation  des  Wertes  fttr  tg  £  finden  vir 

— ^i)  tg  ^  v-pi 

was  uns  lehrt,  dass  dio  Nenoale  der  gesachten  CurTe  immer  dareh 

dcu  Berührungspunkt  der  gegebenen  Curven  geht,  was  auch  zu  er- 
warten war,  weil  dieser  Punkt  das  Momcntaiiecntram  ist.  Aus  dieser 
Eigenschaft  folgt,  dass  wenn  an  jeder  Seite  der  Directrix  sich  dieselbe 
Curvc  wälzt,  bei  demselben  Punkte  der  Directrix  anfangend  und  mit 
demselben  beschreibenden  Punkte,  die  Tangenten  in  zwei  cutsprccheu- 
dcn  Punkten  der  eutstaudonen  Curven  und  au  der  Directrix  im 
Bertlhrungspunkto  gezogen,  einander  in  einem  Punkte  schneiden. 

Ein  Teil  der  Normale  liegt  zwischen  dem  beschreibeuden  Punkte 
and  dem  Berübruugspankte.  Neunen  wir  diesen  Teil     so  ist 

Wir  können  auch  den  Krümmungsradius  P  in  jedem  Punkte  der  ge- 
suchten Curve  bestimmen,  wofür  wir  die  bekannte  Formol  gebrauchen 


P  — 


d»^  d*~^  de^  de 


^»  =•  +  [i?'sin{ö±(a'.-a»))-(i>-  |O8iu((y±ö')j(0±^^) 


idfS  ,  d<i'\ 
*  Cosa  i3:±:J7j 


XdM-^dt 

'^^±  I»^'eos{(y±(fl'~ii»)}-(p-^Ocos(a±a')](^*±'^^') 

T  i^^ ±  -^£}b}'  sin  { (y  ±  (a'-  «,)}-(/)  -  V)  sin (a  ±  a')J 
{dS  .  '^ö'l 

Folglich 

^^\d.'^ä.) 

P«-     


oder 
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P  ^  (IV) 

iu  welcher  Formel  q  und  die  KrUmmungsradiea  der  beiden  ge* 
gobonen  Curvcii  im  BerttbrungspuDkte  sind. 

Um  den  Wiiikd  wolcben  die  Normale  der  gesuchten  Garve 
im  Borfthroiigsirankto  mit  der  Tangente  an  der  Dircctrix  macht,  sn 
bestimmen,  haben  vir: 


oder 


*  /-     T-v      ,  ti'sinfö'— ©)  —  (;>— c  ) sin  tf' 
cotg«  tg (tf -  5)  »  ± ,yi,08(ö'-«)-f;,-^')cMa' 


Folglich  wird  jetzt 


Die  Corvo  wird  einen  Wendepunkt  haben,  wenn 

Ä  -  ±  sin«  (V) 

Berühren  die  heidon  gegebenen  Curveo  einander  inwendig,  das  hcisst 
fallen  die  Normalen  zusammen,  so  wird  i'=0  für  q,'^  q'\  die  ge- 
suchte Curvo  hat  eine  Spitze. 

Für  die  Länge  eines  Bogenelementes  finden  wir 


T/7 

und 
dt 


Sei 

q>q'  also  Vfl<V«' 

and  mau  hat 

dLt  \Vq-Vq'}hä» 

folglich 

dU-i-dLi  -  2V«'^<^  (VI) 
I)  Snlman  Fiedler.   Höhere  ebrne  Cunren.  Seile  W. 
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Ist  immer  q  y>  q%  so  ist  die  Summe  der  Curven  ad  beiden 
Seiten  der  Directrix  beschrieben,  unabhängig  von  der  Form  der 

Dircclrix  und  zwar  /woimal  so  gross  als  dio  Curvc,  welche  boi  oinfr 
gleich  grossen  Wälzuug  der  Generatriz  eine  gerade  Linie  entlang 
durchlaufen  sein  würde. 

Sei  aber  9  <  «i'  also 
nod  folglich 

aim-'dLt^  2»/«'* dt  (VII) 

Kun  ist  die  Differenz  der  Curven  an  beiden  Seiten  der  Directrix 
beschrieben  unabhängig  von  der  Form  dieser  Carve.  Wtthrend  der 

betra€hteton  Wälsuug  darf  die  Form^ — ^  nicht  die  Zeichen  wechseln. 

Borttbren  die  Generatrix  und  die  Directrix  einander  immer  in 
flbereiiikünfUgen  Puoliten,  während  sie  congment  sind,  so  ist  dU 
immer  nnll,  folglich  ist  dann  La  zweimal  so  lang  als  die  Oorve, 
welche  boi  einer  gleich  grossen  Wälznng  längs  einer  geraden  Linie 
beschrieben  wird. 

Um  dio  Oberfläche  zu  bestimmen,  welche  eingeschlossen  wird 
dnrch  die  Cnrre,  die  IHreetrix  nnd  die  Kormalmi  beim  Anfiug  nnd 
beim  Ende  der  Bewegung,  so  können  wir  nns  die  Ol>erfläche  ge- 
teilt denken  in  kleine  Tierecke  (Fig.  3),  von  welchen  d$  die  eine 
Seite  ist,  und  die  Normalen  der  dnrchlanfenen  CurvB,  welche  dnrch 
die  Enden  von  d»  geben,  die  anliegenden  Seiten  sind,  während  die 
vierte  Seite  das  Bogeoelement  der  gesuchten  Cnnre  ist 

Teilen  wir  jetzt  das  Viereck  ABCD  in  zwei  Dreiecke  ABC  ond 
AOD,  so  ist 

AD^AC^BC»^  k 

Ist  weiter 

Wki  Cii^==180®  — e    nnd    Wkl.  i>^C-=.d 

so  ist  die  Oberfläche  eines  Vierecks  iü;*d-(-^ikdfSinf.  Berühren  die 
beiden  Gnrven  einander  auswendig,  so  ist 

bei  innerer  BerOhmng  ist 

die  ganze  Oberfläche  eingeschlossen  zwischen  den  beiden  Gnrven, 
welche  dnrch  den  Punkt  bei  einer  Wälznng  der  Directrix  an  beiden 
Seiten  der  Creneratrix  dorcblanfen  werden,  nnd  die  Normalen  beim 
Anfang  nnd  heim  Ende  sind  immer  gleich 

(i»  -  ir- {p  -  §•)  C08  »i  da'  (vni) 
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Innerhalb  dor  Grenzen  des  Infcgrals  dürfen  jedoch  die  gegebenen 
Curven  keino  Spitzen  haben.  Man  findet  also,  dass  die  gesuchte 
Oberfläche  unabhängig  von  der  Directrix  ist,  und  dass  sie  imnior 
zweimal  grösser  i^t  als  di(^  Oberfläche,  eingeschlossen  durch  die 
Curve,  welche  durch  den  Punkt  bei  einer  gleich  grossen  WälzuDg 
längs  einer  geraden  Linie  beschrieben  wird.') 


A.   Dio  Gencr&trix  ist  oiiio  Ellipse. 

Seien  die  bei  len  halben  coujugirtcn  Achsen  ß  und  (i'  und  der 
Coordiuaten Winkel      so  ist 

'i'^ßcosB    und    fi'  =:  ß'siü S 

in  welcher  Formel  0  die  excentrische  Anomalie  ist.  ß  kann  grösser 
and  kleiner  sein  als  ß*. 

Die  halben  Hauptachsen  der  Ellipse  sind  a  und  während 
der  excentrische  Winkel  zwiscbcu  den  Acliscu  ß  und  a  ist,  dann  hat 
mau 

jS*  —  a'cos^t^-j-i'^sin^i^;  \ 

^'^  =  a^sinSt/i-fft^cos't;;      >  (a) 
und  2/J/3'cosa)      (Ä*  —  a^Jsin^i/;  ' 

Weiter  ist: 

C08(w  — <J')  r/H'  /S 


und 


cob(«  — — +-^8in«>  =  — /Jeinösin  0)  —  | 

coBö  = — ~  Sin  M  «  —  p  C08Ö81U  0)  —  ; 


(c) 


\d8j 

Endlich  tiuden  wir*) 


I         (.nx,  (''vV,  „  <'='  'In' 


=  /{•8iB*6+ ß'*coA*  B  —  ^Jßß'  sin  B  cos  9  cos  « 


1)  M.nn    kann  dieses  ResultHt  nueb  Auf  cuicm  viel    längeren  Wege  «o 
rein  analytische.  Weise  erhalten.     Die  obea  gegebene    Ableitung  verdanke 
ich  Prof.  Dj.  II.  A.  Lorentr  zu  Leiden. 

2)  Schlömilcb.    Comp,  der  höheren  Analjrsi«.    S«ito  SSS. 
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Liogt  der  beschreibende  Funkt  auf  der  Hauptachse,  m  wird  ß^a, 
ß'  =ib  und  »-  900 

Die  Formeln  (IV)  und  (Y)  werden 

I  ß'*%\n*  e-j-(p-ßcoBe)*  —  2ß'(p  -ßeoB  B}  aia  ^coe  co}  V« 

j  •  (AV  ; 

_  ^,  ^  ^  V  (fl'2cos*(9T^3^siÄ  -2/5/J'cüs  sinö  cos  ro) 
H-    (P—l»  COS  0)  Vg±Vg'  

+ 1  jJ'« Bin« e+(j>  -    CO»  e)»— 2/?'  (i»  —  /J 008  9) sin  e c<w  «) 

und 

{ ß'^  siu^  ö  +  (;>  —  /3  cos  e^— 2ß'(p  —  ß  cos  0)  sin^cos »  «  ^y*j 

^     '/7  ±  V?     y  {i3«ain»e+/J'«coB«a— 2/?/J'8iii«cos©co8«) 

In  diesen  Formeln  ist 

1  flo'  |?|3'si!rM  ^ 

2  "  A  ~  i7{^ sm=*  Ö-|-|S'*  cos*  0  —      sin  ö cos  #  coa  d  I » 

Die  Foriiici  (VIII)  gibt  für  die  Oberfläche  bei  einer  ganzen  Wälauog 
der  Ellipse: 

O^ß'eiüm  j  (/?— pcoB9)d^4>|3/}'sina»  X 


'in 


p  ß'^üxi^  e  -f  — i? cos  —  2/3'  sin g  ( j?  "  COS  6)  cos  w 
./         /3'«co8>  9+ 8ia*0-  2/?^'  sin  9cob  eeoi» 

0 


oder 

X 

0,=  2(3/5' sin  <o{ ^  d6 


0 

7J 


'/3'2sin2  0 + ;,ä^_|32co8«0  4-  2ßß'  sin  0  cos  0 COl « 


'  *  COS»  e  -j-  /3 »  sin»  e — 2 j3|S'  siA  0  cos  0  cos  ( 

0 


dB 


-  2/3/3'8iUD)(/3«-j-/i'2-|-;,2)  X 


folglich 


/*   de  

V  /}'*cos>9+  /S'ains«^—  S/^/T' sin^cos^coa w 

0 


O  =  2w/J«-|-2»i8'»+2»i»"  (Vm«) 


Dirsos  lehrt  uns,  dass  diese  Oberfläche  immer  gleich  ist  zweimal  der 
Summe  der  OberÜächeu  von  drei  Kreisen ,  von  welchen  die  halben 
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conjngirtcn  A*  h  < n  uiui  dio  Eiitfermitig  des  besclircibeDden  Punktes 
voD  dem  Mittelpunkte  die  £ladU'u  sind. 

I.  Die  Ellipse  wälzt  eine  gerade  Linie  cutlang. 

')ic  gt  i  aile  Linie  sei  die  Achse  des  festen  Courdiuatensystems 
und  zum  Cüordinatenanfang  wählen  wir  den  Punkt,  wo  die  'i  Achse 
die  X  Achse  beim  Anfang  der  Bewegung  schneidet  Nuu  ist  a  ^  270^ 
und  ^  ist  gleich  dem  Bogen  der  Ellipse  zwischen  dem  BerQhrungs- 
punlcte  und  dem  Punkte,  wo  die  Achse,  aof  welcher  der  heschroi- 
bende  Punkt  liegt,  die  Ellipse  schneidet.  Nun  ist  «  •»  270*^  und  ^ 
ist  gleich  dem  Bogen  der  Ellipse  xwisehen  dem  BerQhmngspunkte 
und  dem  Ptiukfe,  wo  die  Achse,  auf  welcher  der  beschreibondo  Punkt 
liegt,  die  Ellipse  schneidet  Also  wird  (I) 

aj  —  $* -|-  V  sin  (ö'—  (o)  —  (p  —  |')  sin  ff' 

§  ist  negativ,  weil  sich  die  Ellipse  nach  der  negativen  Seite  der  X 
Achse  wälzt.  Nehmen  wir  die  positive  Seite  der  X  Achse  in  Ueber- 
einstimmang  mit  der  Richtung  der  Wälzong,  so  finden  wir: 

aj=  |+i)'sin(»— o')+(|»— |')8inÄ* 

9=    — VC0S(«>  —  o')4-(p  — 5')C08«' 

Diese  Formeln  können  auch  unmittelbar  aus  einer  Figur  abgeleitet 
werden. 

Wir  werden  uBterBaeheu,  weiehe  Gulmioationspunkte  die  Cunre 
in  Besag  zur  X  Achse  haben  kann.  Es  muss  die  Ordinätd  y  ihr 

du 

Maximum  oder  Minimum  erreichen,  also  v     0  sein. 

—  =  — ^  eo8(<u~o')  — »/'8in(üj 

,,   ,    ,da'  d^' 
-  (j> - sin c' -  ^cos ö  =  0 

und  nach  (c) 

tj  B\ü{a—a')  -=  —  (p  — |')8ino* 

Diese  Formel  ist,  wie  zu  erwarten  war,  die  Bedingung,  dass  das 
Perpendikel  aus  einem  willkürlichen  Punkte  nach  der  Tangente  der 
Kllipsp  p('zogen  so  klein  oder  so  gross  als  möglich  ist.  Es  wird  sein 
Mmiiiiuin  erreichen ,  !wcun  dies  Perpendikel  gerade  durch  den  Be- 
rührungspunkt geht  (Fig.  4.),  sein  Maxuiium,  wenn  es  durch  den 
Punkt  P'  geht,  der  auf  derselben  Achse  gleich  weit  vom  Mittelpunkte 
der  Ellipse  wie  der  Punkt  P  liegt  (Fig.  5.). 
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In  den  Dreieckou  mc  und  P'C'Ji  ist: 

9' :  f'^P     sin  ' :  sin  (« — aO 

oder 

V  Bin  («—«')  =  —  (j?  -sOsio» 

Transformireu  wir  diese  Gleichuug  durch  Kxufiiliru^g  der  6: 

1|'8ill«C06«'  —  (ig'COitt»— iJ  +  5')»in«' 
|}'*8in*a)8io  e  —  f  iJ'gin  Beosa  -jo-f/^cos  0}    tg  6  —ß'cos  «} 
/5'*8in0co80  -=  /3i3'cü8a>(8iu^e  — cos*®)— |>/Siin©+/?*8iiiöco8  8 

-j-l»i3'C08  ü)C08  8  (1) 

Ans  dieser  Gleichang  mass  B  bestimmt  werden,  veon  wir  ein- 
fuhren tgid,  so  finden  wir  in  Bezug  anf  diese  Unbekannte  eine 
Gleichung  vom  Tierten  Giade,  welche  im  allgemeinen  niebt  m  lOsen 
ist 

Für  den  Wiukel,  welcheu  die  iuiigeute  der  Curve  mit  der  X 
Achse  macht,  fiudeu  wir  nach  (III) 

ta^—  ^/  sin  (CO  —  ff')  4-  (j?  -  $')  8in  a' 
~  VGOs(ai  — 0')  — (p-$')4»)8a' 

h  ur  Ö  =  jr  wird  a  —to  also 

tgT  ^COtgO 

Die  Tangente  steht  in  jenem  Falle  seakr^bt  anf  dor  bewegten 
Achse. 

Urn  zu  finden,  ob  dio  r'urvß  auch  Wendepaukte  hat,  müssen  wir 
(\  *)  gehraucbeu,  alsdauu  tiudeu  wir 

[|}— |)  GOfi  6}  {ß^8iVL*B + ß'*eM*B— 2ßß'  sin  Btm  6  cos 
—  ß\ß**nn*B+{p  -  /}cos6)*-2/3  (|»— /3co8a)sinecos«[  (3) 

Auch  aus  dieser  Formel  ist  &  im  allgemcinou  nicht  zu  lösen. 

Den  Krammnngsraitins  finden  wir  mittels  (IV*) 

„  {ff^sia^^-j-^ji  -i?cosQ)*~2ig'(|>  -i3cose>8inecos q|  i 

|jJ'<8in«e-H,»-/Jco8a)»  -2/J'(p-^co8e)8in«ico8«| 

X  (i3*siu^ö-i-/3'«cos«e— i>#'8ineco8Öco8«)  (4) 

Für  B  —  2n»  ist 
fOr  6  -  (2tt+l)av 
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ip-\-ß)ß-ß'' 

uod  für  e  =  (2n  +  l)J« 


P 


Für  die  Längo  L  des  Weges,  weichen  der  Punkt  bei  einer 
WiUzaog  der  Ellipse  dardilänft,  findet  nan: 

oder 

r        A/^'we+(i»-|gcoge)*~2jy(p-j>cose)8inecosfü};  ... 

L=ßß  9,mtaJ   ^iMA.A't^u^^9(iA'^^.ä^i^u^^  


Fahren  wir  in  diese  Formel  ein  tgi9  *    so  wird  sie 


4^*V+/3'''ä(l-z2)2_4|3^'cos(öi(  1— x2)  ^'^^ 


Für  die  Oberfläche,  welche  eingeschlossen  wird  durch  die  Curvo, 
die  gerade  Linie  und  die  Norinaleu  beim  Anfang  und  beim  Ende 
einer  Wälzuttg  der  Ellipse,  tiudeu  wir  uach  (YIII)  uud  iiacli  (Ylll*; 

die  Oberfläche  ist  also  gleich  der  Summe  der  Oberflächen  von  drei 
Kreisen,  von  welchen  die  halben  Hauptachsen  und  die  Entfernung  des 
beschreibenden  Punkte  yom  Mittelpunkt  die  Badieu  sind  *)• 
brancben  wir  diese  Formeln  fbr  einige  besonderen  Fälle. 

1.  Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  der  Ellipse. 

iu  diesem  Falle  ist  />  =  ß. 

Die  Gleichung  (1),  welche  uns  die  Culuiiualionspuukte  gibti 
wird  jetzt: 

|}'*8in8eosa  » — |)jS'cosocos29  -  ßhlnßil  —  cos6)  -f  /S/S'coscncosa 
2/}'>8iniacos^Ocos6  —  2j3i3'eos  ttsiniasiu  |d  -  2ßHiü  dsin^^d 

folglich 

dieses  ist  der  Fall,  wenn  der  beschreibende  Punkt  iu  die  gerade 
Linie  kommt 


1 )  Nouv.  Corr.  Math.  Tome  III.  p.  1 1  nnd  Jacob  SU'iiier'd  (icsammelte 
Werke  2  ter  Bund,  Seile  i3C. 
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Weiter  ist 

folglich 

Wir  müssen  untersuchen,  wann  diese  Gleichung  drei  reelle  Wur- 
zeln hat.  Sei 

so  finden  vir 


(2ß*  \  ß^ 

pTj—  1  — 3^co«* »jy  -i-  2  ^ sin^ocos  »  0 

Sollen  die  Wurzeln  reell  sein,  so  muss  sein 

^2^8in«a»  cos  a> j  -j- - 1-3 ^»cos*  «j  < 0 

oder 

27/J»8in*»-27/J«8in««-(lS'»+/3»)a+9(jJ'»+/J«)/J«8in«« 

— 27(|S'2-l-/J*)/J*8in*i»  +  27/3e8in»»  <  0 

Nach  Eiofabrang  der  Hanptacb8en  finden  wir 
folglich 

Soll  reell  sein,  ao  nnss  der  Zähler  positiv  sein.  Dieses  ist  immer 
der  Fall,  denn  man  kann  ihn  transformiren  in 

Ka»* -f- — 4,5  a^Ä»  i « -f  6,75 
Sei  a  die  kleinste  halbe  Achse,  ao  mnas    >  a  sein,  also 

^<ß'<  -(ä«Tiy   f*'^ 

folglich 

oder 

2a»— i«  <  0 

also 

6>ay2 

Soll  die  Curve  drei  Culminationspankte  in  Bezug  auf  dio  X 
Achse  haben  könnou,  so  rouss  die  längste  Aclis(i  der  Ellipse  grosaer 


uiyiii^Cü  Ly  VjOOQle 
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Bein  als  die  kürzeste  Achse  maltiplicirt  mit  y2;  was  fibcrciiistinimt 
mit  i*  —  a"  >  a*,  das  heisst,  die  Exceutricität  muss  grösser  sein,  als 

die  haibo  kleine  Aciise  der  Ellipse. 

Die  Grenzen  von  ß  sind  durch  die  Formel  (o)  bestimmt  Die 
Gldcbang  (3)  winl  in  diesem  Falle 

(1  -  co89}{|9*siD«0+/l''eos>e— 2i9/l'sia  eeosecos«! 
—  /i'«tiii«e  H-i3=ä(l  —cos  6)*  —  2/3/3'ooB»siae(l  — ootO) 

Diese  Gleiebnng  kanv  dividirt  werden  durch  l^cosO,  also  B-^^mn 
dieses  gibt  wieder  dieselben  Pankte  in  der  X  Achse. 


§>Hm*B  -f  ß'*  cos'a  —  2^i3'8in  8 cos  «cos  o 
=  ß^Hl + cos  B) + — cos  6) — 2/}/}'cos  o  sin  0 

j3«(8in«@—  1  -fcos  8;-f-/3-2(cos*ö  -  cosö  - 1) 
4-  2ßß'  cos  «(1  -  cos  ö)sin  0  =  0 

oder 

Diese  Gleichung  hat  immer  zwei  imaginäre  Wurzeln,  die  beiden 
anderen  Wurzeln  werden  reell  sein,  wenn  die  Curvo  drei  Culmi- 
natiottspnnlcte  in  Bezug  anf  die  X  Achse  hat 

In  den  Punkten,  welche  iu  der  A'  Achse  liegen,  ist  der  Krüm- 
mungsradias  F        diese  Punkte  sind  also  SpiUccu. 

Fllr  die  Länge  der  Cnrve,  welche  durchlftufcn  wird  bei  einer 
Waisnng  der  Ellipse,  finden  wir  nach  (6) 


Auch  ist 


2.  Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  einer  Hauptachse 
Die  Gleichungen  der  Cur?e  sind 


»  =  |-|-t^'  cos<y'4-(p  — 

y  c»   —  r/ sin  ö'4-(i)  — neos 

Fahren  wir  die  Werte  ftr  i',  tf  und  a'  ein,  so  ist: 


X  -  /  V(a«8in»ö-|-6*co8»v^)de— 
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h(a — pCOS0) 

Ist  p  >  a,  60  werden  Terschiedene  Teile  der  Gurve  einander  schnin- 
den,  wir  werden  den  Ort  dieser  Doppelpnnlcto  boBtimmen. 

Für  zwei  Panktc  Xj^y^  und  x^y^  muss 

-    *  .  1-  K  -  X»  und  yi  «  y, 

BCin,  folgucn 


V{a«— (a*— i^jcos^a)      V  {a«  —  (a«  —  Ä«>  C08«ö'} 
Setzen  wir 

— =-  —I» 

so  muss  sem: 

(a— |IC0S^)«(1— i'cos'e')  =  (a— pCOS0')*(l  -2>C08^) 

—  2a(cos  B — cos  ©')  +p(cos20  —  cos^ö') 

+2aZä(cos  0cos«ö'    cos  ö'cos^ö)  =  0 

folglich  kann 

cos  (9  =  cosd' 

sein  und  also 
oder  auch 

— 2aH-i)(co8Ö+cos  B') — 2<i2*co8  B  cos«'  =  0 

Dieser  Gleichung  können  nicht  ziif,'leicli  reelle  Werte  von  &  uud 
0'  genügen,  weil  entweder  cosö  oder  cosö'  grösser  als  1  sein 
mttsste. 

Soli  «r^  —     sein,  dann  mnss  sein: 


//  s  •  lÄ  I         sAxjA         —      sin  ©COS  6>  4- a;?  sin© 

>sin^ 


J  V(a''8iu*0'4-i'*co8*d') 


Nadi  Substitution  wird 

{b^~  a-)cos08in0-t-P« sinö 


-2 


V(a2  siQ«ö-|-Ä»CO820> 


— /*  y(6«co8«e+o«Bin«©)€i0— /  V(6«C08»ö-|-a»Bin»e)(l© 

0  0 
AMh.  <.  lb«k.  a.  Vkf.  2.  MIi«,  T.  Tin.  80 
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Nouneu  wir  eiu  Viertel  des  EUipsenttm^ftnges  bK,  ia  welcher 
Formel 

ist,  80  haben  wir  nach  der  Lehre  der  elliptischen  Functionen: 

(6-  —  a'^)  COS  <^  sin  ö  -f-pa  sin  ö 

9 


Substituircn  wir  dieses  in  die  Gleichung  fdr  so  finden  wir  für  die 
Doppelpuulcte 

sc  =  2«^»^" 

Diese  Formel  lehrt  uns/  dass  diese  Puukto  immer  liegen  auf 
Linien,  welche  senicrecht  zur  X  Achse  stehen,  und  welche  den  halben 
Umfang  der  Ellipse  von  einander  entfernt  sind. 

Die  Formel  (1)  gibt  ans  zur  Bestimmung  der  Culminattonspankte 

ö^sia<9co86>  =  —  |>osiü0-j-o*sin6>cosö 
diesem  genttgt 

sine  — 0 

also 
nnd 


«ose  — 


a  ist  die  Achse,  auf  welcher  der  beschreibende  Pnnkt  Hegt 


Ist  «  >>  5  SO  mnss  f  <1 


a 


sein,  damit  cosO  reell  ist. 

Für  die  Culminationspnnkte  ist 

X 


0 

und 


— J  V(a<8in*6+^cos*6)e;6—  2nbX 

y     a — p  oder  y  =  a4-j> 


«mA  oktu  zu  ^eUen         aitderw  Cunnn  wälMant  betekndtm  w»d€** 

Gibt  es  noeh  zwei  GulmiDationspnnkte,  so  ist 

3.  Das  Ende  der  Hsnivtadise  ist  der  beschreibende  Punkt. 
Jetzt  ist  p  =  o,  80  gibt  die  Formel  (1) 

&*sin0GOs9  —  »a*8iiiO+a*8i]i<»cos6 

folglich  ist  wieder 

sin  Ö  =  0  also    0  «=»  «» 
und  2 

Dieser  letzte  Wert  ist  reah,  woan  >  2a"  ist,  wie  wir  Mber  ge- 
funden haben. 

Die  Ellipse,  welche  in  Fig.  6.  die  gezeichneten  Curven  entstehen 
iässt,  genügt  dieser  Bedingung;  Fig.  GA.  gibt  die  Curve,  welche 
durch  das  Ende  der  grossen  Achse  durclilauteu  wird  und  Fig.  6B. 
diejenige,  welche  durch  das  Ende  der  kleinen  Achse  beschrieben 
wird. 

Die  Coordinaten  der  Colminationspnnkte  sind 

für  0  =  «n;  wird 

X     2nl>K  und  y  =•  0  oder  y  —  2a 

für  cos6  wrd 



J'"  V(*«-«*) 

Jetzt  ist  es  auch  möglich  die  Wendepuukte  zu  tiudeu.  Die  Formel 
(3)  wird: 

(l-C08e){a*8in»a-f  J«008««»}  -  *«8in2ö+«»(l "  cosB)* 
at     (a«  —  L^)  GOi^e  =       +  COS  B)  +  a*(l  —  COS  B) 

1  — cosÄ  — 0  oder  «^2n» 
Diese  sind  wieder  die  Punkte  in  der  X  Achse;  auch  ist 
(a«-ft*)cos«e-(a»— i*)cose4-*"  -  0 

cose-l±i^  ^z:pr 

26* 
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Fttr  das  +  Zeichen  ist  cos9  >  1 

cose^  niuss  grösser  sein  als  — i  oder  — 1     i  —  ^  1/  ^ 
oder 

also  i  miMs  grosser  als  sein,  wenn  O  reell  sein  soll.  Den  ge- 
fundenen Wert  für  9  können  wir  in  y  and  tgv  snbstitniren. 

Für  den  Krümmungsradius  finden  wir  mittels  (4) 

Für  0  =  2«»  P  -  0 

4a' 


Die  LftDge  der  Cnrre  wird  nach  (6) 

00 


Sei  Ä»+a«a!«^y»  SO  ist: 

OD 


/ 


und 


4.  Der  Brennpunkt  ist  der  bescbreib«ide  Punkt 

lu  diesem  Falle  ist  a  >  &  und  i>  =  c,  wenn  — 6"  «=  ist. 
Um  die  Gnlminationspunkte  zu  finden,  haben  irir  nach  (1) 

sin«  — 0  also  «  —  «i» 
cos9  —  ->  1 
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also  wie  zu  erwartcji  war,  immer  imaginär.  Die  Gonre  hat  also  nor 
zwei  CulmiaatioDspuukte,  für  wclciie 

a>  —  2nb£ 

and 

ymma  —  c  oder  y«=a-|-c  ist 
Dio  Formel  (8)  gibt  fttr  die  Wendepnokte 

(a  — c  cos  0}(a-8m-0 -1-^2  co82fe>)  =  al^^äsin^ö-f  (c— acosö;»} 

oder 

(a — «  cos  d)  (a*—    €08*9}  —  a(fl  —  «  C08  6)* 

folglich 

eos6  =  - 
dieser  Wert  ist  imagiaär,  and 

a-(-coo8  9  —  a  oder  oosO  =s  0 

also 

Jeder  Teil  der  Cnrve  (Fig.  6C.)  hat  also  zwei  Wendepunkte. 
Mittels  der  Formel  (2)  finden  wir  den  Winkel  t,  welchen  die  Tan- 
gente  in  [diesen  Pnnkten  an  die  Cnrre  gezogen  mit  der  X  Achse 
macht. 

^»^cos  (")s:n  04-(c  — acos  w)acosö       .  c 
^  8  i  ti -  (c  —  a  cos     6  COS  ö         — b 

Für  diese  Punkte  ist: 

OS  .  (2»<-]-l)A^T«  und 

Für  dtiu  KrümiuQugsradius  in  Jedem  Puukte  der  Curvo  linden  wir 
nat^h  (4) 

^  ^  a\hHm'-Q -f  (g-«C08  

—  (a— ccus  Q){a^  —  c^co^^<!i)-^a[b'^\n^h-\-{^c  —  acO8  0)*} 

Ist  die  Länge  der  Normale 

h     V{&^sinS9+(0— aoos^)«} 

so  finden  wir 

1      1      —  (g— gcos        —    CQ8'6))  -j-  2a(a— gcos  6)*  1 

Dieser  Eigenschaft  zufolge  kann  die  Figur,  welche  entsteht  dnrch 
die  Botation  dieser  Corve  nm  die  gerade  Linie,  eine  Gleiehgevriehts- 
fläche  einer  FlQssigkeit,  welche  keinen  auswendigen  Kräften  ansgesetzt 
ist,  sein.  Diesem  Rotationskörper  bat  Plateau^)  den  Namen  Ton 
Ondnlolde  gegeben. 

))  Piattittu.    Statitjue  des  li<|ui(tcs  Vol.  I  p«g.  63. 
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lu  doa  Calmmatiouspuakten  fiudet  man 

für  fc^  =  2«;r  P«»-(a  — c) 

e 

für  Ö  — (2n+l)7r  p=^(a4-c) 

FOr  die  Länge  eines  Teiles  finden  wir  mittels  (6) 

0  0 

Sei  6  —  2^  so  wird 

0 

4a5  .  /       l/a  —  c\ 


\ah  /       l/a  — c\  \r 


also 

Die  Läugc  dieser  Cuive  ist  also  immer  gleich  dem  Umtang  des 
Kreises,  welcher  die  halbe  grosse  At  lisc  als  Radius  hat,  nod  diese 
Länge  ist  also  immer  von  der  l^urzen  Achse  unabhängig. 

Die  Oberfläche 

5.  Der  Mittelpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt 
Jetzt  ist  p     0  (Fig.  6D>. 

FUr  die  Culminationspnukte  finden  wir  durch  die  Formel  (1): 

6*  sin  ecos  O  —  a*8in  8e08  9 
Dieser  Formel  geuflgt 

8in20  —  0;  also  O  -»  |js 

Jeder  Teil  der  Curvc  hat  also  vier  Culminationspuukte,  und  die 
Coordinatou  dieser  Punkte  sind: 

»  =  itbK  und  y     a  oder  y^h 

Die  Formel  (3)  wird  in  diesem  Falle 

a>Bin*e+^oos*e  -  6S8in'e+a*eoB*d 

folglich 

a«cos  26  =  Ö^cos20   nnd   20  —  (2»+l)i« 


Digitized  by  Google 


sich  ohne  zu  gltüen  längs  andertr  duveu  traS/sen,  bsM^rübm  werden»  407 

Jeder  Teil  der  Cnrve  hat  also  auch  vier  Wendepunkte.  Die  Coor- 
diuatcu  ^)  dieser  Fuukte  sind: 

w  =  bE\k.{2n+l)in\   und   9  ^  :f;^^^>^ 
Durch  die  Formel  (2)  finden  wir 

tg  T  «=«  — — —  sin  0  cos  & 


folglich  ist  in  einem  Wendopnnkte 
Der  Krümmangsradius  ist  in  den  Calminationspanktea 


für  e  -  2«iw  P«- 


für  Ö  =  ^-^^« 

Für  die  Länge  der  Curvc  bei  uiuer  Wälzuog  der  Ellipse  beschrieben, 
linden  wir  uach  (.5): 

^  .  ^  /(l«8in«04-«*cos^e)^  _ 
^''^.y  a^sin'a-hÄ'cos»®"*^® 

0 

Sei 

und  ^  = 

während  wir  immer  dafür  sorgen  können,  dass  0  <    <  1  ist,  so  wird 


^7C 


/«+A»sin«e 

also 

Zp  —  4ä(1+0  /       ik^sin^e) v^(l- Fsin^Ö) ^t/  V(l  —  ifc»8iii*e) 

0  0 

=  4&{(lH-«»)II(l.&.iw)-F(ft.|w)|  (y> 

II.  Die  Ellipse  vfiJst  sich  einen  Kreis  entlang. 

Die  Ellipse  kann  den  Kreis  auswendig  oder  inwcndip;  borührcQ ; 
auf  den  ersten  Fall  bezichen  sich  in  den  folgeuden  Botraclituugeu 


I)  Nouv.  Corr.  Math.  Tume  III  p.  6. 
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die  obeBBtebenden,  auf  den  zweiten  die  untenstehenden  Zeichen. 
Der  Mittelpunkt  des  Kreises  wird  zum  Coordinatenanfang  gewählt. 
Jetzt  ist 

|^J2coB9>  und  fi^RtAn^  «r  — 180^+^ 

«  •=  RcoHcp^  }/'cos  \  (p±i(a'  —  oo)]  +  (p  —  |')cos ((p  +  g') 
y  =  Jis'mq»^  fj'&in  {^'±(0'— w)}  +(p  —  i')6lü{<p±_o') 
Fahren  wir  Polarcoordiuaten  ein,  fttr  welche 

m  =  rcosx  und  9  =  «•sinj 

so  wird 

r«  —  JB»+(|)-5')«+V»-2y(i»— |')cos»q:2i2'Äcos(«'-») 

.  _  .  r  sin  y  cos  X  —  r  cosy  sin  % 

~  rc08vC08j;+ rsin^sinx 

_     V  sin  (0^—  »)  -  ( p  — 10  sin 
^  Äq:Vcos(tf'— +  4')castf' 

Beginnen  wir  die  Anomalie  zu  zählen  bei  einem  Punkte,  in 
welchen  die  bewegende  Achse  den  Kreis  in  dein  ßerührungspunktc 
scLueidet,  so  ist  der  Bo^jeu  zwischen  oiucin  Bcrühruugspuukte  und 
dem  genannten  Punkte  dem  Bogen  der  Ellipse  gleich.  Nennen  wir 
diesen  Bogen  B,  so  Ist 

B  r/'sin((j' — (ö)  —  (/)  —  i;')8iüo' 

V  -  ^-arc tg^_-  ,j'co8(ö'—«.)± (7^100080' 

Wir  mttssen  bestimmen,  wann  der  Radinsvector  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  wird,  hier  mu88  dr^O  sein. 


rdr 

~d7 


-  (1»  -r)       cos  ß>  C08(«-  ö') 

ÄVsin(i»-  tf')  ^  q:       cos   q:      -  lOsin**  ^' 
Folglich  soll  nach  Substitution  sein: 

—  (l>  -  /Jcos  6)^'cosdcoB«}  ^  +        l»?'sin(»  -  « ^•)8infl'} 

oder 

0  =       — j5cose)sine+/3'»Binöcos6+jJi3'  cos»(co8»Ö-  sin»ö) 

—  i>/>'C0SÖC0B«>]  X 
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[l±Iißß'^mio(^~y^  (1') 
Dieser  Gleichung  genügt 

cos ö) sin© -{-^'»giiiacoa  6+/3/}'co8  «(co8*a  -  sin»©) 

—  pß'  cos  0  cos  (0=^0 

Welche  Formel  ganz  übereiustimmt  mit  der  Formol  (1)  und  also 
Anleitung  zu  denselben  Betrachtungen  gibt 

Wfilzt  sich  die  BUipse  ausserhalb  des  Kreises,  so  kann  nimmer 

de 

sein,  weil      positiv  ist 

Jedoch  kann  sehr  gut,  wenn  die  Ellipse  den  Kreis  inwendig 
berührt, 

sein.  Jetzt  ist 


in  welcher  Formel  q*  der  Krümmungsradius  der  Ellipse  ist  Dio 
Bedingung  für  einen  Scheitel  ist  also  R  —  9',  aber  wenn  a  >  £  ist, 
so  bat  man  bei  einer  Ellipse 

ä  <«'<»- 

oder 

a   ^      ^  Ä 

Liegt  nun  der  Wert  von  R  zwischen  dem  grösstcn  und  dem  kloin- 
stcu  KrOmmungsradius  der  Ellipse,  so  bat  die  Gnrve  noch  zwei 
Scheitel. 

Wir  niüsson  für  diese  Punkte  Q  bestimmen,  dazu  bringen  wir 
dio  Gleichuug  in  die  Form: 

/J*sin*ö  4- ß'*eos*B  -  2/?/}'sin ^cos ^cosw  =  1/(72^/3« /J'»sin"«) 

Substituiren  wir  in  diese  Formel  die  Gleichungen  (a)  und  t  fOr 
e^^,  so  finden  wir 

««sin««-f  **cos<e  — 

und 
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COB»,  ä^—^ 

Dieser  Wert  von  e  ist  also  unabhängig  vom  Orte  des  beschreibenden 
Punktes.  Soll  £  reell  sein,  so  musä  M  der  oben  geaaauteo  Bediugaag 
genügen. 

Fflr  dio  Wendepaokto  finden  wir  mittete  der  Formd  (V*) 

,   ß'(ß  -pCO&Q) 


y  {ßhih^&-{-ß'^co&^^—2,>ß '  cosösiüöcos«) 

(1    ,   ßß'miro  \ 

\Ji  V(ßh\n'(r^-]~ß'^co&'y—2ß 

X  \ß'*8in^'\-ip—ßco&e)^—2ß'(p  -ßcoa9)&iaeGom\  (2*) 

Dvv  Krümtnuugsradius  r  kann  null  werden,  wenn  dio  Ellipse  uud 
der  Kreis  einander  iuwcadig  berühren,  so 


1  1 
Ä  "~      "  « ♦ 


—    oder    Ä     ff'  ist. 


DicBeB  ist  der  Fall  in  den  hier  oben  gefundenen  exccptionellen 
Scheiteln,  diese  Punkte  sind  also  Spitzen. 

Die  Foraielu  (Vi)  und  (VIT)  köuuca  nur  angewendet  werden, 

wenn  R  nicht  liegt  zwischen  ,   und  -  ■ 

Auch  hier  worden  wir  einige  Fälle  untersuchen,  jedoch  sind  die 
Gleichungen  nur  in  den  einfachsten  Fällen  zu  lösen,  weil  immer  eine 
Qnadrirong  vermieden  werden  muss. 

1.  Der  beschreibende  Pnnkt  liegt  auf  einer  Hauptachse. 

Wir  werilen  damit  aufangOD,  in  diesem  Falle  den  Ort  der  Doppel- 
punkte zu  suchen. 

Fttr  zwei  Punkte  der  Carve  in  einem  Doppelpunkte  muss  r  =  r* 
Qod  ^  SS  ifr'  sein. 

r»  «  Ä«+|>2_2«/>cose-f-a*co8*e-|-i«  — i^cos^e 
=  _  2n2>C08e'4-a*C0S^e'-f-Ä^  — Ä^COS-H' 
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Dieser  Formel  wird  genügt  durch 

cose  »  cos e'  da»  tat    6'  —  2iia  ---0 

Solieu  die  ^  einander  gleich  sein,  so  muss  sein 

(a»8in«e+6»coB»e)*cie-arctg-^^^^,^-^,e^^^j_^j^_^,o,ej 


9* 


—  ajxtg-^yYa^sm^e'4-6«co8-e')— Ä(a--2)co8e') 
Sotetitniren  wir  in  diese  Formel  den  Wert  fftr  e',  so  finden  wir 

(o«8iu2ö+i.«C08^8)ide-^y  (a«8in»e-}-Ä«cos2ej{i/0 


—  —  2arctg  p 


0 

jap— («2-— />- jcosel  sinB 


/iy  (a«8in^8 -|- A^cos^e ) - ^2>cosB ) 


Der  erste  Teil  dieser  Gleichung  ist 

e 


0 

folglich  in  einem  Doppelpunkte 

Sind  (Iii!  Umfönge  der  Ellipse  und  dos  Kreises  uuter  einander  mess- 
bar, während  ihr  Yerbäitniss  < :  <  ist,  so  ist 

folglich 

<» 

*  •»  n  — 

Der  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Linien,  auf 

welchen  die  Doppolpuukto  liegen,  ist  also  gleich  — ,  also  liegen  die 

Doppelpunkte  auf  den  Linien,  welrhe  die  Oberfläche  um  den  Mittel- 
puukt  des  Kreises  iu  2«  gleiche  Öectoren  teilen  Leicht  kann  man 
zeigen,  dass  diese  Linien  auch  Linien  von  Symmetrie  sind. 


1)  Arch.  der  Math.  «.  Fhys.  8.  Kdhe,  Teil  VII.  p.  209. 
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Aus  der  Formel  (1')  folgt,  dasa  die  Scheitel  gofaaden  werden 
fttr  6  «  «>9v  und  cos  6     -5--  , 

Wir  finden  dann  für 

Jt 

1  ur  e  =  arccös ,  im  Falle  dass  dies  6  reell  ist. 
oder 

Für  deu  Ort  der  Wendepunkte  gibt  uns  (2') 

X  {*»ain«e+(p-ocose)^  (2") 
Für  den  Krümmuogsradins  folgt  aus  IV* 

1»=  {ft»8in2e-f-(j,— acose«}!  (3*) 

»+V(a«Bin«6+i«8ln*e;   ab 

^  y<a*  8in*e+*»co8«e)« 

+Ä*8jn«0-i-(/>  -aco8e;2} 

Der  Brcunpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt. 
Jetzt  ist  a  >  6  aod      ^    — — « 
Dio  Badienvectoren  der  Scheitel  werden  also  für 

AnbK 


JR 


Die  Badienvectoren  der  Spitzen,  wenn  es  diese  gibt,  sind 
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Wir  mflssen  jetzt  siieheii,  ob  die  Cum  Wendepunkte  haben  wird 
Die  Formel  (2")  gibt: 

6{a~cco&&)       (1  ab  \ 

±Ä(a*  -  c«  cos^e)  =  ^(o«  —   cos"e;S  (a  —  c  cos 6)  i:  ab(a — c  cos  ö) 

Diese  Gleichung  kaon  dividirt  werdeu  durch  a  —  ccos(9,  was  nur 
für  einen  imaginftren  Wert.  nuU  ist, 

Wir  haben  aach 

i6ccos6  —  ^(a*— «•coB*ö)l 

oder 

Sei  cos%  =  «,  so  habeu  wir  eine  Gleichung  vom  dritten  Grade. 

Setzen  wir     «    and  X'^^yA-t*,  so  finden  wir: 

y'+       *+  =0 

Der  Goef&cient  der  ersten  Potenz  der  Unbdcannten  ist  immer  positiv, 
folglich  gibt  es  immer  nor  eine  reelle  WnrzeL 

Ansserdem  muss  0  <,  ^      i  sein. 

Für  asss:0  wird  die  Linke  negativ, 
„  »  —  1  wird  sie  {-  i^+iS^c^i^^ 

folglich  ist  sie  negativ  für  ft*  >  ife,  alsdann  gibt  es  Iceinen  Wende- 
poulLt  (Fig.  7.); 

sie  ist  positiv  fflr     ^Rc,  alsdann  besteht  wol  ein  Wendepunkt 
(Fig.  8^  die  Gorven  a,  a.  «.  nnd  b.  fr.) 

3.  Der  Mittelpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt. 
Nehmen  wir  &  >  a  nnd  p  ist  0. 

Die  Scheitel  werden  gefunden  nach  (1 )  für  0  =  Inn  und  zwar 
für    e  =  2n]jr  r  «=  E±a  Wid 

für  «  =  (2«-f-l)i7r     r  =  Jl±b  und 


bK 

bK 

ip  -  (2«-i-l)  ^ 
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Gibt  es  Spilxeo,  so  ist  ihre  Entfernong  vom  Mittelpnokte  des  Kreises 

Bestimmen  wir  jeUt,  wauu  dio  Curvo  Wcudcpuukte  haben  wird. 
Pie  Formel  (2'')  gibt: 

±a^AS-a>)C0B2d=  ^  (i^sin^e+n^cos*©)!/ (aSsinSÄ+Ä^cos^ej^ 

— C6^oo8^#H-o^8iB^>^l  V(a2siu364.^»2  cos^d)» 
Sei  V(a>siaSe+£Sco8^6) 

oder 

BetracLtcu  wir  erstens  eleu  Fall,  dass  sich  die  Ellipse  aussorbalb 
des  Krcistiii  wäkt,  so  habcu  wir: 

Diese  Gleiclinng  vom  fünften  Gxade  knt  bOcbstens  drei  positive 
and  swd  negative  reelle  Wurzeln,  denn  welches  Zeichen  wir  den 
fehlenden  Gliedern  geben,  wir  finden  immer  drei  Zeichenwechsel  und 
zwei  Zeichenfolgen.  Für  die  Curve  können  jedoch  nnr  die  Werte, 
welche  zwischen  ^-6  und       liegen,  gebraucht  werden,  während  wir 

>  a  voraussetzen:  die  negativen  Wurzeln  &Uen  also  wog. 

Vermindern  wir  die  Wurzeln  mit  a,  indem  wir  für  y  sabstitniren 
y-\-a,  so  Üaden  wir: 

y*rf-  5a/ + (9a»  -  h^h^  -f  a  (7a«  -  3i*  +  2  2?  i)  y = 

+a«i2a»— SJÄ«+4Ä%— a*{a**-|-Ä(/»«-.««;j  »0 

Die  beiden  letzten  Glieder  sind  negativ.  Das  vierte  Glied  kann 
negativ  oder  positiv  sein,  aber  wenn  das  dritte  nogativ  ist,  also  für 

>  9a',  so  ist  das  vierte  es  auch,  folglicb  hat  diese  Gleichung  nur 
einen  Zeichenwechsel,  also  eine  positive  Wurzel. 

Vermindern  wir  uun  die  Wurzeln  der  Gicicliung  mit  b  durch 
bubbUtuLiüü  vou  y-\-b  für     bu  kaL  mau. 

y»+6Äy*+(9ft«— «»)y»+*(7ft»— 3a«+2ila)y« 

Das  letzte  Glied  wird  immer  positiv  sein  Ittr  a  <  i 2  —p — ,  dann  ist 
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das  vorletzte  Glied  auch  positiv,  denn  nehmen  wir  im  uDgünstigsten 
Falle  «  80  wird  dieses  Glied  -^^  if^^  .  Das 

dritte  Glied  wird  dann  — —  ^jl^Jr — ^»  positiv.  Die  Glei- 

chung liat  jetzt  mir  Zeicheufülgeü  und  wir  linden  also  uur  eine  re- 
elle Wurzel  zwischen  a  und  4;  folglich  hat  die  Curve  nur  einen 

WendopuDlit  (Fig.  8.  e.  e.  e.)    FOr  a  >       ^     bat  die  letzte 

Gleichung  immer  noch  eine  Zeichenfolge,  also  liegt  Iceine  Wurzel 
zwischen  a  und  b  nnd  die  Curve  hat  keinen  Wendepnnkt  (Fig,  8. 
d.  rf.  <|). 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  dass  die  Ellipse  und  der  Kreis 
einander  inwendig  berühren,  so  ist  die  Gleichung: 

Welches  Zeichen  wir  auch  den  fehlenden  Gliedern  geben  mögen^ 
immer  hat  mau  drei  Zeichenfolgen  und  zwei  Zeicbenwecbsel ,  also 
höchseus  zwei  positive  Wurzeln.  Auch  diese  müssen  zwischen  a  und 
If  liogcMi.  Wir  üuden,  da  die  negativen  Würzen  ausser  Betracht 
bleiben:  für 

y  =  aD  f(y)  ist  -|-" 

y-*  f(9)  aftH«-|-Ä(Ä«— a«)|   also  — 

y  — «  /(y)     —  aÄ(fto*— «(«»-0«)}   also  +  oder  — 

y-0  /(y)  ist  + 

Eine  positive  Wurzel  liegt  immer  zwischen  b  nnd  oo,  die  andere 
wird  zwischen  b  und  a  liegen,  wenn 

bc?  <  Ji {ö'i  —  a^)  oder  R>b 

Die  Curve  hat  also  einen  Wendepunkt  (Fig.  8.  c.  e.  e.  and  /.  /.  /.)• 

Fflr  R  K.b  -.^  — -  2  ^  Gleichung  keine  Wuneel  zwischen  a 
und     die  Curve  hat  also  keinen  Wendepunkt. 

Für  die  Krümmangsradien  in  den  Scheiteln  finden  wir  für 

a8(i*±all) 


©-(2«-i-l)|»      ^— ^ 


i2(a*±ÄÄ) 
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ni.    Die  Ellipse  wälzt  sich  längs  einer  congrucnten  Ellipse,  Während 
die  eutsprecheudeu  £lemeate  einander  berühren. 

Wir  finden  mittels  (I)  die  Goordinaten  der  geancbten  Corre, 
wenn  wir  in  diese  snbstitniren 

I  =    j  ij  =  ij' ;   w  =        und  ff  =  o' 

also 

«  =s  $-|-i}sin8tf  —  i)oos2a  (P) 
y  —  ij—  iyeo82ff'^(p— |)sin2a 

Diese  Formeln  können  wir  transformireu  durch  § — p  -«  ^"  und 

X — p  =  sc'  zu  setzen 

ar'  •^'-|-^sin2ff-f^"C08  2<y  (1**) 
jf  =-  1^  — ijco8  2ff+i"8in20 

Den  Coordinatenanfongspunkt  haben  wir  jetzt  versetzt  in  den 
Punkt  der  Directrix,  der  übereinstimmt  mit  dem  bescbreibenden 
Punkt  der  Generatrix|. 

Bestimmen  wir  ftr  eine  Curve  fixit/i)  die  Fusspunktlinie  in 
Bezug  auf  einen  bestimmten  Punkt,  den  wir  als  Coordinateuanfong 
n^men,  so  muss  jeder  Punkt  der  Fosspnnktlinie  den  Gleidinngen 
genflgeu: 

a;tgff«=y.       (afi— «)tgT  -y 


Folglich 

also 


X.      ffi  tff  0 
"  ^    1 -f        »  tgr=-COtgff 


sec^ff 


Die  Goordinaten  der  Fusspunktlinie  sind  also 

2»  =.  arj  siu'iö-[~^i  ^os2a  (1***) 
2y  —  yj— yiC082a-|-a:i8iu2ff 

Sind  die  Directrix  und  die  Geucratrix  gleicliförmig  mit  der  Curvo 
80  aiüd  iu  den  Gleichungen  (I**)  und  (1*=*=*)  die  ff  gleich.  Die 
gesuchten  Curven  werden  auch  dieselben  sein,  wenn  ^  o«  und 
V  ^  dieses  ist  der  Fall,  wenn  die  Parameter  der  ersteren  die 
Hftlfte  sind  tou  jenen  der  letzteren. 

Dieses  lehrt  uns  also,  dass  die  Fusspunktlinie  einer  gcffebcneu 
Curve  io  Bezug  auf  einen  bestimmten  Punkt  der  Weg  ist,  der  durch« 
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laufen  durch  den  entsprechenden  Punkt  einer  Cone,  welche  mit 
der  gegebenen  gleiebförmtg  ist,  deren  Parameter  jedoeh  die  Hftlfte 
von  jenem  sind,  and  der  wälzt  längs  einer  Curve,  welche  mit  ihr 
congment  ist,  während  immia'  entsprechende  Elemente  einander 
bertthren Der  Coordinatenanfangspnnkt  ist  der  Ponkt,  ans  wel- 
chem die  Normalea  g^gen  werden,  also  der  Paukt  der  Directrix, 
der  fibereinstimmt  mit  dem  beschreibenden  Pankte  der  Generatrix. 

Wir  werden  nnr  einige  Bemcrkungea  über  einige  besoodcicu 
Fälle  machen.  Sei  der  Mittelpunkt  der  beschreibende  Punkt,  so 
gibt  uns  (!*) 

Folglich 

oder  auf  Polarcoordioaten 

rss  2l/(aSsin3  9>-|-62G08V) 

Biese  letzte  Gleichung  gibt  eine  einfische  Oonstruction  der  Curve 
(Fig.  9.).  r  ist  dem  Radiusvector  der  Ellipse  gleich,  deren  Achsen 
2a  und  2b  sind,  und  9  ist  die  excentrische  Anomalie.  Hat  man  r 
auf  die  bekannte  Weise  constrnirt,  so  setzt  man  es  auf  eine  Linie, 
weldie  mit  der  X  Achse  einen  Winkel  9  macht 

Die  Scheitel  in  Bezug  auf  diu  Y  Achse  finden  wir  also 

^  (g»  -j-    cos^e  —  &8  008^6)  sin  e 

dB  ^  ^"^^        (a^sin^e+A-cos'^öj«'  " 

folgUch 

Bin6  Ä  0  oder  6  — 

und 

gS                          b^  —  2tt^ 
IT^ — ä   oder   sin^e     -vö  i 

Dieser  Wort  ist  nur  reell  fBr  6  > 

Bestimmen  wir  die  Länge  dieser  Curve,  so  finden  wir 


y(l— A:2  8in2e) 


de 


oder 

Dieses  sümmt  mit  den  Formeln  (YI)  und  (7)  uberein. 
I)  Jacob  SleiiMr*«  gewamielte  Werke.   II.  Bd.  Seite  157. 

Areh.  d.  M&tli.  n.  Pbjrfi.  2.  Beih«,  T.  TUL  ^7 
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Fflr  die  durch  die  Com  eingeschlossene  Oberfläche  finden  wir 

Also  ist  sie  der  Oberflftche  eines  Kreises,  weldier  eine  der  gleichen 
Achsen  der  Generatrix  ids  Badins  hat,  gleich. 

Aus  der  Formel  (1*)  folgt  für  den  Weg,  welchen  ein  Brenn- 
punkt durchläuit, 

also  ist,  wio  -/.n  erwarten  war,  dieser  Weg  ein  Kreis,  dessen  Badios 
die  halbe  grosse  Achse  der  Ellipse  ist. 

Fttr  die  Oberflftche  dieses  Kreises  fanden  wir  nach  (Till) 

Die  Lange  dieser  Onrre  ist  4iKa,  was  auch  abereinstimmt  mit  den 
Formeln  (VI)  nnd  (ß). 

Endlich  werden  wir  den  Weg  bestimmen,  welchen  die  Scheitel 
der  Ellipse  durchlaufen,  diese  Curve  stimmt  auch  tiberein  mit  der 
Fusspunktliuio  einer  Ellipse  in  Bezug  auf  einen  der  Scheitel. 
Weil  diese  Cnrvc  weniger  bekannt  ist,  werden  wir  sie  ein  wenig  ge- 
nauer betrachten, 

Aus  der  Formel  (I*)  folgt,  da  p  —  a  ist,  nach  Snbstitntion  der 
Werte  fOr  |,  ij  nnd  9: 

^  ,  ggagsin^e cose  — a(l— cosQ)  (g» cos«e  —  g« sinäQ) 
*  -  «cosOH  oSsinse+A^cosSe  7 

oder 

2fr^  cos  e  —    cos^e  -}-  gin^S 
<i>8in«e+Ä3»C08äe 

folglich 

_      cos  6(1  — cos  6) 
sm-H  -j-  b-  cos-o 

Auch  tiudeu  wir: 

^  -  ^  o,  sineg-cose) 
*  ~  *<,28in«e+Ä?ooÄ«e 


also 

und 
Sei 

so  wird 


ar — a 

{(a:-.a)^+y^a  =  MsecS -!)«(«-«)« 

a«»roo89  nnd  gr^rsingr 

r4-2acosy  "  2v^|Ä2sin29-j-a*C082y| 
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Um  die  Scheitel  zu  finden,  haben  wir 
dt 


=  2{iiC082ff-f.2(o— ^)sm2ö}  ^ 


folglich  mum 

2Bin*<J)  +  2(a  — $)costfBin<F  —  0  sein 

68in  8(^2  cos^e — sin^e) + 2ba^  (1  —  cos    cos  0  sin  ö  «  0 

also  ,  ^ 

sine  SS  0  demnach  0  « 

In  diesen  Scheiteln  ist 

y  =»  0   und   X  =  a   oder  «  s  da 

Anch  ist 
was  uns  gibt 

cos©  — '  -  -T-T 

SoUen  beide  Werte  reell  sein,  so  muss  i  >  2a  sein. 
Fttr  die  Punkte  ist 

« •=  ^ — Oder  « — «  "»  ^  I  i 

und 

Ftlr  0  —  a  ist 

0  =  0   oder  ^ 

daher 

y  f»  0  ooer  y  26 

Um  die  Weudepuukte  zu  bestimmen,  hubeu  wir  nach  (V) 

2 

Tjsiüö — (a  —  ^)C08tf  ™  "~  §  ^ 

Nach  Substitution 

{oisin^e — a6  (1 — cos  0) cos  0}  ^ 


2a&  ('^y{62sin20+a2(l  -  0080)2} 


27« 
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Das  positive  Zeichen  geuttgt  nimmer,  soll  das  andere  Zeiclien  ge- 
nügen, so  umHä 

oder 

folglich,  wie  zu  erwarten  war,  &  >>  2a  Boin.   (Fig.  10). 
Die  dnrch  die  Corvo  eingeschloBsene  Oberfläche  ist 

B.    Die  Gcueratrix  ist  eine  Hyperbel. 

Die  Hyperbel  sei  gegeben  in  fiez.  aaf  zwei  conjugirte  Achsen,  welche 
einen  Winkel  a>  mit  einander  machen.  Sind  die  beiden  halben  Achsen 
wieder  ß  und  ß\  so  wird  die  Gleichaug  der  Hyperbel 


Setzen  wir 

'i'  —  ^sec  &      und      ij'  =•  ^'  tgÖ 

so  üudcü  wir 

.  .  ^sinö   .  de 

cosC«  -  0 )  =-  jj;-  smo»  =  -f  Bin  c»  ^ 

Cosa'  =  —  3-^  sino-»  — p'  — vssini»  — 

nnd 

-  ^5?e  i^'"'^*^  +/?"+2^^'8in  a  cos »} 


Weiter  ist 


jg^*  sin  to  cos'Q 


"     (/?*8in'eH-/V''+  2/?/9'  8in9co8  w)l 

—  i^sin    C08W—  'i'' 

nnd 


sin  ff' 


(^«8in>e+^'>-h2^^'8in  Ocob  «>)i 


Auch  müssen  wir  noch  bemerken,  dass  nur  die  Werte  von  ö 
einem  Berübrnngspnnkte  der  Hyperbel  mit  der  Directrii  gentigen, 
welche  liegen  zwischen  00°  bis  ISO**  und  von  ISO"*  bis  270®. 
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Wftlzt  sich  jedoch  die  Hyperbd  eine  gerade  Linie  entlang,  bis 

ihre  Asymptote  mit  dieser  znsammcnfällt,  ro  bertibri  auch  der  andere 
Zweig  der  Hyperbel  die  Liuic.  Wälzt  sich  dieser  jetzt  die  Dircctrix  ent- 
lang, bis  die  andere  Asymptote  mit  der  geradcu  Linie  zusaninieufällt, 
wonach  sich  der  erstßcnannte  Zweig  wieder  längs  der  Linie  wälzt,  so 
belioinmt  man  eine  ununterbrochene  Cur vo.  In  Wirklichkeit  werden 
diese  Curven  nie  durchlaufen,  weil  die  Werte  6>  =  90^  und  0  —  270** 
bei  einer  cudlichcu  Schnelligkeit  nach  eiuei  unendlich  grossen  Zeit 
erreicht  werden. 

I.  Die  Hyperbel  wftlst  sich  eine  gerade  Linie  entlang. 

Die  allgemeiDe  Formel  (I)  gibt  uns  wieder,  weil  a  —  270^  ist, 

«  =  Hyperbelbogen  +  ^  sin  (a—  o')-\-(p  —  ^')8ina* 
y  —  —  V  C08(«  —  a')  4"    —  k')  ^08  a' 

Nach  Sabstitution  finden  wir 

{-  ßß'  %metgS  —  (p-ß  sec  6)i?^sin  u 
Vj(?»ßin»eH-/?'*-|-2/?/?'8in acoso) 

-  -  ^  sm  »  y    g^^2^  ^  .  2  ^  2/?/J'sin  Seost»} 
Für        (2n-f  ist 

pff'9.in  (>} 

y  nähert  sich  also  bei  der  Bewegung  einem  bestimmten  Werte,  wel- 
chen sie  jedoch  nimmer  erreichen  wird.  Der  Nenner  des  gefundenen 
Braches  sind  die  Diagonalen  eines  Parallelograuims,  welches  anf  den 
halben  Achsen  beschrieben  ist 

Bestimmen  wir  den  Winkel,  welchen  die  Tangenten  in  diesen 
Punkten  mit  der  X  Achse  macht 

Nach  (lU)  ist 

sin  ( CO  —  o')-\-  (p  — ':;')  sin  ö' 
"  V COS (W—  tf')  — (p  — §')COB  ff' 

«     (fi*+ß*^  tg  e+^^cos»  (tg88in8-fsece)^(^gin»f jg^cosQ) 

Fflr  e  —  (3»+ 1)^71  wird 

tgr— Qp      also  T«*ijr 
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la  dcQ  Calmiuationspanktcn  der  Curvo  in  Bezug  auf  die  X  Achse 
miiss      —  0  seio. 

(i?»8in%4-/?H^'sioeco8wjl  " 

also  wird 

(^2^^'2)gin©-j_^^'co8<,,+(»/J'coe«8in*d— jicogO(j«»ii»d-h*'co8«)  —  0  (1) 
Diese  Gleicbung  ist  im  allgemeinen  uicht  za  lösen. 
Den  KrammnngsradiuB  finden  wir  mittels  (IV) 

 y%aQ-{-(y~iggece)g— ^/?^tg6(i»— /y&ece)co8o)}^   

{/?'2tg2      j,  -iJ8ecÖ)*-2if'1«Ö(i>-/?8ece)coBiD}  -  ^^^^^^^ 

X  (^ain2e+/?'2-i-2^^'8inacoso») 

oder 

{ß'^^S'{-ipeoB0^fi)'^'^2fi'aiüe(  ycosO— ^)C08a)}  i 


<»8#J|?'W©+(iK»8e--i?)»-2/?'8in0(pcose-/?)co8<«|-^-~ 
(4*)  X  (^ain2Ö-|-/?'2-f2^^'8inecosw) 

Für  0  =  2«»  ist 


„0  =  (2«+l)«  „  P- 


=  |y(^''+^'±WC080>) 

Wälzt  sich  die  Hyperbel  bis  die  Asymptote  mit  der  gegebeneu  Linie 
zusammenfällt,  so  kommt  der  Mittelpunkt  in  die  gerade  Linie.  Wir 
können  die  Eutferuuug  des  Ortes,  wo  der  Mittelpunkt  kommt  vom 
Punkte,  in  welchem  die  Scheitel  der  Hperbel'  die  gerade  Linie 
berührte,  bestimmen.  Diese  Entfernung  ist  gleich  dem  ünter- 
flcbiedo  in  Länge  der  Asymptote  nnd  eines  halben  Zweiges  der  Hy« 
perbel.  Diese  Differenz  ist  bekanntlich  eine  endliche  GrOsse  nnd 
zwar  gleich*): 

I)  SchlOmilch,  Compendiam.   I.  Bd  p.  389  und  II.  Bd.  p.  350. 
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in  welcher  Formel 

Diese  Punkte  können  wir  also  näherungsweise  bestimmen,  wodurch 
wir  die  Ourve  constiniren  können. 

a.  Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  der  Hyperbel. 

In  diesem  Falle  ist  p  =  —  ß  und  folglich  finden  wir  für  die 
Galminatiosspiinkte  y  =  0.  Wir  wollen  flehen,  ob  die  Formel  (1') 
noch  andere  Gnlminationspnokte  gibt,  diese  ist 

(/3ä»+jJ'*;8iuö4-|3^'coatt)C8iu=^@-j-i4-cos0J-i-iS^co8  0sitt0  =  0 

ß'*)  Bin  le  H-  ßß'eMmcos  i&ß  -  ^cos^e) 

+/J»8inHÖ(2co8«ie-l)  =  0 

folgUch 

cos^d  =  Ü   also    6  —  fiflr 
Diese  sind  die  Punkte  in  der  X  Achse. 

2i8SBiniecos>i6-f  i3'>8inie4-/?i9'cos«*co8|e(8— 2cos>|e)ssO 
2fi*t8^e^ß'*tgie{UfiB'\-  l)-\-ßß'  C08»C3tg»i«-l)  =  0 

Setzen  wir  tg|9  ^     so  wird  die  Gleichung : 

^'V+3.^<*'co8  a>/H-(2/3*+/S'«;2,+^/c08»  -  0 
ß 

Sei  für  y  gesetzt  y^^oosw;  so  finden  wir 


Sollen  alle  W  urzeiu  reell  sein,  so  muss 

2 co8 «Sin»©)  +27\^2^a-|-l-3^gC0s2«)  <0 
sein;  oder 

Fahren  wir  jetzt  ein 
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in  welchen  Formeln  a  aud  b  die  halboa  Hauptaehgen  der  Hyperbel 
siud,  so  finden  wir 

(^_aSl^t_9(at-Ä2;a^  -  27       >  0 

oder 

—  (a?  —  i2)4-|-|?2  (^2     ^2)8  _  9      _  1,2^2  ^2  ^2  _  27  o«     >  0 

folglich 

,         + 5a«  ^2  -I-  15a*  ^4  -|-  5^2  ^6  ^  ^8 

Also  sieht  mau,  dass  a  >  6  sein  muss,  son'^t  wird  ß  imaginär, 
übrigens  kann  ß  der  oben  stehenden  Bedingung  immer  genügen,  weil 
ß  wachsen  kann  bis  co.  Den  kleinsten  Wert  des  ß  gibt  die  ge- 
fundene Formel.  Genügt  ß  der  Bedingung,  so  hat  die  Formel  drei 
reelle  Wurzeln  und  die  Curve  also  im  ganzen  vier  Culminations- 
punkte  in  Bezug  auf  die  X  Achse.   cFig.  lt.  a.  a.  a.). 

Für  6  —  (2n-f  ist 

ßß'  

b.   Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  der  reellen  Hauptachse 

* 

Jetzl  ist  M  —  90^  fi  =  a  und  fi'  —  b. 

Die  Formel  (1')  gibt  uns; 

(ol^ -f  ^)  ein  ^  — |»a  Bin  ^  cos  d  0 

Folglich 

sin  0  =  0  also    0  nn 

und 

COS0  «  — ' — 

o  I  «2 

Soll  cos  0  reell  sein,  so  muss  «  ">  — sein.  Wir  werden  sehen  ob 
die  Curve  auch  Wendepunkte  hat. 

Die  Formel  (T)  gibt 

|i»tg2 &-\-ip  —  asec  0)-'}a^/  cos  0  =    (-  acos  (a28iu2  e+ft*) 

ai^sin^öcos  (9-)-fl7)2cQ830    Oa^pcos^  cos® 

m 

afp»— (aH^)jcos»ö-o2pcos2ÖH-2a(o2+Ä2)coBe— i>(a«+&«)-0 

Auch  diese  Gleichung  ist  nur  in  einigen  Failen  zu  lösen. 
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Wir  werden  die  Oberfläche  bestimmen,  welche  eingeschlossen 
wird  durch  die  Curve,  die  Linie  und  die  Ordinalen  beim  Anfang  und 
beim  Ende  einer  W&lzung. 

Jetzt  ist 

O  xmf  jfdx   and   dz  —  yd^* 
also  O^f^dC 
folglich  ist 

^    »   r    (»-aco8  0)* 

/'     COS^Sde  a2  +  ^2        8in6>  gi-b^  fa.  \ 

folglich  ist 

0-«62^|'+-+(p»-«»-M«rct^+«»?.  (8') 

WSlzt  sich  der  andere  Zweig  der  Hyperbel  die  gerade  Linie  entlang, 
während  der  beschreibende  Punkt  derselbe  bleibt,  so  sind  die  Grensen 
der  Integrale  0  und  1»  und  also 

Folglich  ist  die  ganze  Oberüäche 

-  2a2  ^-^  (4') 
e 

c.  Der  Scheitel  ist  der  beschreibende  Punkt 

Sd  j»  ^  -  a  (Fig.  12.  a.  a.  a.).  In  den  Gulminationspunkten  ist 
y  s  0  und  y  =  2a.  Die  Form^  (1')  gibt  für  die  anderen  Golmi- 
nationspunkto 

sin 0  =  0  und  cos»  «  ^— 

aber  dieser  Wert  ist  imaginär. 
Aus  der  Formel  (2')  finden  wir 

i^cos^a  — a2co8?a— 2(a24-Ä2)cosö  — (o2+62)  ^  0 


Digitized  by  Google 


426    Ekoma;  DU  CWrew,  imIcA«  von  i^nlit«»  von  KagthehnkUm,  dm 

Diese  Gieicbang  kann  dividirt  werden  durch  cos  94-1)  ond  wir  haben 
ausser 

e  =.  (2n4-l),r 

auch 

Wir  finden  eine  positive  Worzel,  welche  nicht  genügt,  weil  dieses 
cos  6  >  1,  nnd  eine  negative: 

Jetzt  mna»  auch  sein 

oder  4ä«  >  0 

also  immer  eine  reelle  Wurzel,  folglich  hat  die  Ganre  immer  einen 
Wendepunkt 

Für  0  -  2nn  ist  - 

d.  Der  Brennpunkt  sei  der  beschrdbende  Pnnkt. 

Jetzt  ist  p  =  -c  nnd  c*  =  a'-f-i^  (Fig.  12.  b.  b.  b.) 
Wir  finden  ftlr  die  Calminationspnnkte 

y  =  a — c     nnd    y  =  a-|-c 
Die  Formel  (!')  gibt  uns  auch 

sin  Ö  =  0  uud   cos  Ö  =  

dieser  Wert  ist  immer  imaginllr. 

Für  0  =  (2n+  l)|?r  ist  y  =    (Fig.  12.  ft'.). 
Um  die  Wendepunkte  zu  finden,  gibt  nns  die  Formel  (2') 

o*coB'9+2aecos  Ö+c»  =  0 

folglich 

ff 

oco86-[-0sO  also  cos©  — — - 
gleichfalls  imsginfir. 
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Per  KrOmmaogaradiai  in  jedem  Punkte  der  Gonre  ist  nach  (IV) 

und  die  Normale  ist 

folglich  ist 

1_     1  — (—tf-tteo8e){(g»~a»co8'Q)-h2acose(acos#4-g)«  1 

Diese  Carvo  gibt  bei  äner  Bolatien  um  die  gerade  Linie  eine  Ober* 
flftcbe,  die  Plateaa ')  die  Nodoide  genannt  bat.  Diese  Oberfläche 
kann  der  genannten  Eigenschaft  wegen  eine  GleichgewicbtsflAcbe 
einer  FIflssigkeit,  welche  keinen  auswendigen  Kräften  ausgesetzt  ist, 
sein. 

Far  B  —  (2i»-f        ist  P^a. 

Um  die  Länge  zn  bestimmen,  haben  wir 

oder 


--8a»/ 


n 

de 


c-j-acosd 

0" 

folglich 

(c+«)cos«y+(c-a)8in«9"" 

0 

Für  die  durch  die  Curve  und  die  gerade  Linie  eingeschlossene 
Oberfläche  fiuden  wir  nach  (4') 

Diese  Oberfläche  ist  also  immer  gleich  zweimal  der  Oberfläche  eines 
Kreises,  der  eiueu  Radius  gleich  der  halben  reellen  Achse  hat»  und 
anabbängig  von  der  imaginären  Achse. 

e.  Der  Mittelpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt 
p  I»  0  und  wir  finden  far  die  Gnlminationspnnkte  (Fig.  12.  e. 


I)  Plateau,  Statiqae  det  liqnidct.   Yol.  I.  p.  120. 
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FUr  y  =  0,  das  Ut  flir  0  —  {^+1)^  ist  «  —  {^+\)V. 

Aus  der  Formel  (1')  folgt 

sin9     0  nud  cos  6  —  oo 

also  keine  anderen  Oalminationspnnlcte.  Aas  der  Formel  (2')  haben 
wirs 

— a(a«+fi*)co8»»+2a(a»+«»)cos  Ö  -  0 

folglich 

cos  0  —  0  und  cos  6  —  i  y  2 
dieser  Wert  ist  auch  imaginftr. 

Fflr  O  S3  »IS  ist  P  —  ^. 

Nach  (3')  finden  wir  für  die  eingeschlossene  Oberfläche 

0=»  a6-i-(a^  — i2;arc  tg  ^  (J) 

Ist  die  Hyperbel  gleichseitig,  also  a  «=  5,  so  ist  die  Oberfläche  =  o^, 
folglich  dem  Quadrate  gleich,  welches  die  halbe  Achse  als  Seite 
hat. 

t  Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  der  imagin&ren  Achse. 

Um  den  Weg  eines  Punktes  zu  bestimmen,  der  auf  der  imaginären 
Achse  liegt,  wechsclu  wir  die       uud  die  ri  Achse,  so  ist 


g'2 
a 


Setsen  wir  9'  —  asec  B  und    s      tg  8,  so  ist 

dri'  ,       %\uB  dB       .  ^     \  dB 

^  =  -coso'-a^^    und    ^  =  "«^«^  = ^^ie  jÄ 

während 
Whr  finden 

,              ««sece8in0+(p  +  itg#)ft 
«  -  Il^purbcibogcü  y  {a»sin«^&')  

lind 


t 
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Für 

0 

ist 

y  =  -j-a 

i> 

w 

n 

n 

n 

y  —  — o 

n 

V 

»1 

TTm  zu  finden,  ob  die  Carve  auch  Cnlminationspankte  in  Bezug  auf 
diu  X  Achse  hat,  diiTereutiireD  wir  y  uacii  6 

^  _  (j>cosfrf^a^)(flViB»»fM)-(p8in6^dcoe8)aHiii6coaa 

In  einem  CnUninaUonBponkte  rnnse  also 

flpcos  e+a'sine+^siod  —  0 


sein,  oder 





Ist  der  Brennpunkt  der  coigogirten  Hyperbel  der  besehreibende  Punkt 
(Fig.  13.  d.  d.  d.),  so  ist 

folglich 

W5«  =  -* 

oder 

sin6     ±  ,  =  nnd  cosO  —  3:  —^-^ 

dieses  gibt 
Femer  ist 

„  4         f sin      p b 
***""<i(B  acosO(j)&in8~6cos<6) 

jjür  #  =  »TS  ist     tgv  »  — ^ 

ateo  T-9(y> 

y     0  f flr  jpsin^  »  5 cos      so  ist  tgr  -=>  oo  oder  r  gleichfalls 

Die  Gurre  schneidet  also  die  gerade  Linie  immer  senkrecht 
unabhlngig  von  p. 

Wir  müssen  jetzt  uuteräuchen,  ob  die  Carve  Wendepuakte  hat 
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Ans  der  Formel  (V)  folgt  in  diesem  Falle,  da 

£p8in_0~6cos0) ^_^.,^o^  .  ,0,  .  a2+(i) cos Q+ftaineja 
 loS'sm^d-l-ia)-!-  _^  ^0 

oder 

—  (p  sin  6  ^  6  cos  a)  (o^  sin^  e + 

Betrachten  wir  nur  den  Fall  ji        so  finden  wir  Bach  Substitation 

Setzen  wir  tg  ^  =  y  und  ;    <!,  bo  haben  wir 
Sei  y  =  s-^|<i,  80  finden  wir 

Eine  Wurzel  ist  immer  reell;  sollen  die  beiden  anderen  auch  reell 
sein:  so  moss 

8em,  oder 

also  muss  sein 

169S<0 

Diese  beiden  Wurzeln  sind  also  imaginär ,  folglich  hat  die  Cunre 
immer  nur  einen,  aber  auch  nicht  mehr  als  einen  Weudepaukt.  Uns 
bleibt  noch  flbrig  den  Krttmmungsradius  zu  bestimmen.  Mach  (lY) 
haben  wir: 

 ft(aH<lK5086-|-»Bine)«ll  

--(j»sine— 5cose)(a>Unse+&>>-|^a^^ 


Püre-l«r  ist  P^-^Z^Jt 
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Ist  jetzt  p  »  0,  80  finden  wir  für  tg  9  ^ 
nnd  fUr  y  —  0  ist    8  «»     also  ist 

0 


II.    Die  flyperbel  w&lzt  sich  eine  congruente  Hyperbel  entlang, 
w&brend  entsprechende  Elemente  einander  berabren. 

Nach  dem  bei  der  Ellipse  betrachteten  Cresetze,  werden  die 
Corven,  welche  bei  der  WttKnng  einer  Hyperbel  längs  einer  con- 
gmenten  Hyperbel  entstehen,  FnsspnnktUnien  sein  einer  mit  ilir 
gleichförmigen  Hyperbel,  welche  zweimal  grössere  Parameter  hat 

Der  Weg,  welchen  bei  dieser  Wälznng  ciu  Breuupuukt  durch- 
iäutl,  wird  eiu  Teil  eiiiea  iiioises  sein,  dessea  iiadius  die  grosse 
Achse  der  Hyperbel  ist 

Der  eine  Brennpnnkt  durchl&nft  einen  Kreis,  welcher  der  Glei- 
chung 

genttgt  0er  andere  einen  Kreis  mit  der  Gleichung 

Beide  Kreise  werden  bei  der  Wälzung  von  zwei  Zweigen  nur 
zum  Teil  durchlaufen;  lässt  man  jedoch  dauach  die  bcideu  anderen 
Zweige  einander  entlang  wälzen,  so  bekommt  man  ganze  Kreise. 
Für  die  Punkte,  welche  bei  endlicher  Schnelligkeit  nach  unendlich 
grosser  Zeit  erreicht  werden,  ist 

Der  Mittelpunkt  durchläuft  eine  Curve,  welche  die  Form  dner 
Acht  hat,  jedoch  wird  nur  die  eine  Hälfte  durchlaufen,  wenn  man 
nicht  auch  die  beiden  anderen  Zweige  einander  entlang  wälzen 
lässt  Die  Gleichung  der  Curve  ist 

r"  «  4(<^co8V— ^sinV) 

r  wird  —  0  für  tg^  —  | 

Die  Oberfläche,  welche  durch  den  durchlaufenen  Teil  eingeschlossen 
ist 


uiyiii^Cü  Ly  VjOOQle 
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rircAgajb  arctga/i 

arc  tgajb 

—  2(a-  ~z»2)arctga/*4-(a2-j-^)  |  sinV  ^ 

oder 

O  -»  2«64-2(a^  —  Ä2;arctga/6 
Diese  Formel  stimmt  mit  (4)  flberein. 

Für  a  —  i  wird  O  =•  2aK 

Die  Fusspunktlioie  geht  in  diesen  Fällen  über  in  die  Lcmniskate 
von  I^ernouUi.  Der  Punkt  bat  nur  die  Hälfte  durchlaufen ,  darum 
fiuden  wir  auch  die  halbe  Oberfläche.  Die  halbe  Achse  der  JLemuis- 
kate  wtlrde  2a  sein  uud  also  die  Oberfläche 


0.  Die  Generatrix  ist  eine  Parabel. 

Der  Winkel  zwischen  zwei  conjugirten  Achsen  der  Parabel  sei 
w,  und  die  Gleichung  der  Tarabel  wird: 

in  weldier  Formel  |'  Immer  negativ  sein  mass. 

>Vir  ünden  wieder 

.   n'  sin» 

,         dn'  .  o'siiio» 

eoso'^  — -r-skum^  


oder  aocfa 

Siu(«-a)  ^^^2^^i9_2,VC08«) 

and 

,  rj' — a'cosß) 

Auch  müssen  wir  bemerken^  dass  der  Bogen  der  Parabel  vom  Scheitel 
abgemessen,  gleich  ist  ^) 


1)  SchlÖiuilih,  Höhcrc  Aimly^iK.  Bd.  I.  p.  379. 
S)  SchlÖmilcb,  Höhere  Analysis.    Bd.  1-  p.  386. 
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I.   Die  Parabel  wulzt  sich  eine  gerade  Liuiu  eutlang. 

Die  altgomeiuen  Formeln  werden  wieder  sein 

aß  —  Parabelbogen  +  V8in(»—  cf*)+(p  — ^'Osin»' 
y  SS»  — »?'cos  (ö)  -  ü') —  i;')coSö' 

Nor  zwei  Fälle  werden  wir  betrachten. 

a.  Der  Brennpunkt  ist  der  beschreibende  Pankt  ^) 
Jetzt  ist  w  =  90*^  and  i»  ■»  —  ia,  folglich  sind  die  Coordioaten 

.vlV^+EL^i  i'!l±}^£±J^  <^v'-M-v"r 
•  =  *  — ä  f"^^^^«  ä 

oder   

<fi  =  ialog  

und 

also 

Wfilzt  sich  die  Parabel  nach  !der  anderen  Richtung,  so  werden 
and  »  beide  negativ,  also 

_  S« 

oder 

Sei  la  =  ft»  SO  ist 


2a  .  ~  2at 


t)  Die  droi  Cnmn,  welche  dvreh  die  BrennpuBkte  der  E^elsehnitte 
bei  der  Wilzung  Itngi  einer  geraden  Linie  beschrieben  werden ,  haben  eine 
gemeinschaftliche  Gleichung;  diese  findet  man  l.oi  Anwendung  der  nllge- 
meinen  Gleichung  der  Kogelschoitte ,  wenn  der  Scheitel  der  Coordinatcnan- 
fangapualLt  ist, 

in  welcher  Formel  «  die  Bonierisebe  Bzoentrieitit  nnd  a  der  Farftmeter  ist. 

Im  gebrauchten  Coordinatensyatemo  nni«  |'  immer  ncgatir  «ein* 

Aiek.  d.  Math.  u.  Fhj«.  2.  £eUie.  T.  YUI. 
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also  ist  der  dnrclilanfene  Weg  eine  Kettenlinie  Fftr  den  Erttm- 
mnngsradiiu  finden  wir  nacli  (IV) 


und  für  die  Normale 
also  ist 


Dnrcb  diese  Eigenschalt  kann  die  Oberflftdie,  welche  entsteht 
durch  die  Rotation  der  Kettenlinie  nm  die  gerade  Linie,  eine  Gleich- 


Bin«'     -r-  -»  


und 

COStf'«  ^ -r^  - 


folglich  wird 

,(f2_l)r_a 

nnd 


»  -  Bogen  des  Kegelschnittes  -^^11?-«]^^«/+^^-^^  in'^^ 


Nun  ist  bei  allen  Kegciachnittcn  die  Entfernung  des  Scheitels  vom  Brenn- 
punkte gleich  ^  1   ♦  also 

a 

folglich 


—  Bogen  des  Kegelschnittes  -  t^'t  ^e^'  — 


Diese  Gleichungen  geben  den  Weg  durch  den  Brennpunkt  darehlaufea  Ar 

«  ^  1    bei  der  Hyperbel 

«  =  1  bei  der  Parnbel 

e  <  I  bei  der  Ellipse 

e  =  0  bei  den  Kreiee 
(eine  gerade  Linie  j]  der  DIreetriz). 

2)  Schell,  Theorie  der  Bewegung  nnd  der  Krifte.  I.  Bd.  p.  841. 
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gewichtsfläche  einer  Flüssigkeit,  auf  welcher  keine]  answendigen 
Kräfte  wirken,  seiu.  Den  Körper  durch  diese  Oberfläche  einge- 
schlossen bat  Plateau  >)  eine  Catenoide  genannt. 


b.  Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  der  Parabel, 

In  diesem  Falle  ist  p  0.  Wir  müssen  untersuchen,  ob  die 
durchlaufene  Curve  auch  Wendepunkte  hat   Nach  (V)  ist 

da' 

— {»j'cos(g»  — a')H-^"cosö'|  -  {7'2-|-£'2-j-2i/'i'cosa>}  — 

oder 

Jetzt  ist 

£^  _1 

folglich 

1 


_^1_^-C08« 

i,«fe'24-a^-2i|Vco8a»[-  a'«|i,'«  +  -^-  2;^cos«.J 

Also  9'  =  0.  Dieses  gibt  den  Pankt  in  der  geraden  Linie,  nnd  auch 

2(iy'2-|-a'2  — 2fl'a'cosa))  =  4a'^  + ij'^  — 4a'j2'C08» 

oder 
also 

i}'sJt«V2  nnd  g  ^  a' 
In  den  Wendqfkimktan  ist,  wdl 

_   ^sinw  ^j.,  ,  sin  CO 


]g|*  a'sino) 
Aus  der  Formel  (UI)  folgt 


1)  Plattau,  Statiquo  des  liquides.    Vol.  I.  p.  95. 

88* 
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In  einem  Wendepunkte  ist 


3eo8o>±2V2 

=  ^  

Ist  der  Scheitel  der  beschreibende  Punkt,  so  ist  »»»dO^; 
(Fig.  13.  a.  a.  o.),  folglich  wird  iu  einem  Wendepunkte 

nnd 

tgz  mm  ±^2  V2  oder  cost 

II.  Die  Parabel  willst  eich  einen  Kreii  entlang. 

Wir  werden  nur  die  GnrTen  betrachten,  welche  entstehen,  wenn 
der  beechreibende  Punkt  anf  der  Hauptachse  Hegt  In  diesem  Falle 
ist  «*90f>.  Wir  haben 

Parabelbogea  (p  —  H')V~I~^''»   

B        —9XCtg  jiy^^.t^^t^  Tip- 1')«  ±  - 

Bestimmen  wir  die  Scheitel  der  Gorren  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt In  diesen  Punkten  ist  <lr  «  0 

also  masfl  sein 
oder 

Wir  haben  also  Scheitel  lOr 

V  —  0 

diese  können  entstehen,  weuu  p  negativ  und  grösser  als  a  ist: 
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1  a* 


(l^+fl«)f 

diese  entstclion  nur,  wenn  die  Parabel  und  der  Kreis  einander  ia« 
wendig  beruhreu. 

Wir  finden  dann 

oder 

Soll  dieser  Wert  von  f}'  reell  sein,  eo  mnss     >  a  sein. 
Bestimmen  wir  den  Ort  der  Doppelpankto: 

oder 

(i-i)        V*)-!-     hl'*- VI 

Dieser  Gleichung  wird  genügt  dorcb  ijx  =  i.fft 


B^en  P^'''-^~27  +  ^^'^ 


Setzen  wir  die  beiden  Glieder     •»  —  97/,  so  wird 

Bogen  «  —  Bogen' 

folglich 

„(Bogen  /"(.'+'!]-+').'«  » 

Also 

1^  «  0 

Dieses  lehrt  uns,  dass  die  Doppelpunkte  liegen  auf  der  Linie, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  ond  den  Punkt,  in  welchen  der  Scheitel 
den  Kreis  bertthrt,  geht.  Die  Linie  ist  anch  eine  Linie  von  Sym- 
metrie. 
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Um  die  Wendepunkte  zu  bestimmen,  gebrancben  inr  die  For- 
mel (Y)»  dies  gibt 

Ist  der  Brennpunkt  der  beschreibende  Punkt,  so  ist  p  ^  — ■!« 

oder 

also 
folglich 

Der  Wert  der  welcher  aus  dieser  Formel  folgt,  ist  imaginär. 
Weiter  ist 

oder  ^ 

Dieser  Wert  ist  nur  reell  für  J2  >-  Diese  Punkte  stimmen  über- 
eiu  mit  den  gefundenen  Spitzen,  wenn  die  Parabel  und  der  Kreis 
einander  inwendig  berflbren. 


III.  Die  Parabel  wälzt  sich  l&ngs  einer  mit  ihr  congmenten  Parabel, 
w&brend  entsprechende  Elemente  einander  berOhren. 

Schon  aus  der  Analogie  mit  den  Fusspunktliniou  wissen  wir, 
dass  der  Brennpunkt  eiuo  gerade  Linie  durclilaufen  wird ,  und 
zwar  die  Kiciitnngsliiiio  der  Parabel,  während  der  Scheitel  eine  Cis- 
soide  beschreibt,  von  welcher  der  Paramclcr  a  ist. 

Bestimmen  wir  den  durchlaufenen  Weg  eines  Punktes  der  Pa- 
rabel. In  schiefwinkligen  Coordinaten  finden  wir  (Fig.  14.)  fttr 
diesen  Weg,  weil 
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«  =  ldO^--(tf— m),      —  2«— w    und    )f  —  2tf  ist: 
^      8in2(<f— o)  ,  .  ^8in(2tf~c») 

,    8in(2<y  — w)  ,..sin2a 

Der  besdireibende  Pnnkt  sei  der  sich  bewegende  Goordinatenan&ngB- 
ponkt»  also  |>  —  0 

j         a'  —  f)  COS  o» 

   o'*  —  1^^  a'(i]—a' cos  co) 

y  "  ^""'?,»-|.a'»  — 213a' cos «T"'^^  i;«-ha'*-^2l7a'C0BW 

_    f         »7  —     COS  w 

«  af  —  fiw» 

y  fl — a'coB» 

also 

«  O  ;  

'  jB-f-yCOSlO 

folglich  nach  Substitutioii  dieses  Wertes  in  der  Formel  fOr  » 

a-+yCOSö=a    g  ,  a  — s 

•  *  »*-|-2<r^C08»+^ 

Gebrauchen  wir  Polarcoordiuaten,  so  ist 

8iu(a)— 0)       ,  sin  Ö 

OE  =  r  ;  —   und   2/  r  

Sinn  Bina 

also 

^  ginCw       +sin  6eOB  w  _      {8in(w  —  0)  cos  M-f"  gin  0}* 
sino»  sin*« 

oder 

rcos  ö  «=  a'  COS*(oi—  Ö) 

Sei  9=«+itt— 9(y);  80  ist 

f  8in*g 
Bin(e+«) 

Diese  Gleichung  gebt,  wie  es  gehört,  für  co=»  90^  über  in  jene 
der  Gissoide.   Wir  können  den  gefundenen  Weg  auf  eine  einfache 
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Weise  construircn,  welche  mit  der  Construction  der  Cissoide  über- 
eiustimmt.  In  dem  Kreise  (Fig.  15)  ziehen  wir  eine  Sehne  AB  und 
im  Punkte  B  eine  Tangente  am  Kreise.  Wenn  wir  dann  durch  A 
Linien  ziehen,  welche  die  Taugente  und  den  Kreis  schneiden,  so 
müssen  wir  die  Teile  zwischen  dem  Iw .  i>e  und  der  Tangente  setzen 
auf  die  Linien  vom  Punkte  A  ab.  Wenn  wir  die  Enden  dieser  Teile 
mit  einander  vorbiudeii,  bekommen  wir  die  gewünschte  Ourve.  Denn 

^»  ßin«         ,      -.^  «sine 

Ci>  —  r  «  CB  -r-7  r  oder  Cß  —  AB  - — 

sm(«»— c)  8ina> 

folglich 

sin  «sin  (e  -)-«) 

Sei  der  Diameter  des  EreiBea  a',  so  ist 

AB  SS  tt'üün 

folglich 

,  siu*€ 


8iu(e-f-f>) 

Die  Cnrve  schneidet  die Tangento FQ  einmal,  wenn  «—»ist,  hier  ist 
Die  Linie  FQ  ist  eine  Asymptote. 


Appendix« 


Wenn  wir  an  eine  gegebene  Cnrve  eine  Tangente  nnd 

ans  einem  bestimmten  Punlito  eine  gerade  Linie,  wdcbe  mit  der 

Tangente  einen  Winkel  w  macht,  ziehen,  so  können  wir  den  geome- 
trischen Ort  des  Schnittpunktes  dieser  Linien  bestimmen.  Diese 
Aufgabe  kommt  tlbcrcin  mit  der  Bestimmung  des  geometrischen  Ortes 
des  Schnittpunktes  eines  Winkels,  wenn  die  eine  Linie  immer  darch 
einen  gegebenen  Punkt  geht,  während  die  andere  eine  gegebene 
Curve  berührt.  Für  diese  Frage  hat  schon  Weinmeister  ^)  eine 
Lösung  gegeben. 

In  einem  geradwinkligen  Coordinatensysteme,  von  welchem  der 
gegebene  Punkt  der  Anfang  ist,  finden  wir: 

*«  =  tg(T-»)^tgf  -tg»(l+tg»T)^^+^*^"^ 

nnd 


1)  SchlOmilch,  Zeitschrift.    Bd.  XXVIII.  p.  256. 
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Uebertragen  wir  die  Cnnre  aof{  ein  anderes  System,  dessen  Achsen 
mit  jenen  des  gebranchten  Systemes  einen  Winltel  90*  — «  machen ; 
80  ist: 

T  —  sin  o»-i~yi  COB  o 
y     —  xi  cos«^   sin  « 

FolgHcb  wird 

*         siü  wCl + tg*r)  ^  ^  ~  sin  «(1  +  tg«tf) 

und 

_  '^tgT   l  +  >?tg(T  

*  ~"  sino(l+tg*v>     sin » (1  +tg«<i)  ^ " 

Diese  Formeln  stimmen  mit  den  Formeln  T***  überein.  Hieraus 
folgt,  dass  die  gesuchte  Curve  mit  der  Fusspuuktiinie  in  Bezug  auf 
den  gegebenen  Pnalit  gleiehfbrmig  ist;  dass  aber  ihre  Parameter 
cosecw  grösser  sind;  oder  dass  die  gesachte  Gnrve  die  Fnsspankt- 
linie  einor  Gnrr^  welche  der  gegebenen  gleichförmig  ist,  aber  cosec  a» 
mal  grossere  Parameter  hat  80  wird  z.  B.  die  Ecke  eines  Winkels, 
welcher  sich  auf  solche  Weise  bewegt,  dass  die  eine  Linie  immer 
einen  Kegelschnitt  berührt,  während  die  andere  durch  den  Brenn* 
punkt  geht,  einen  Kreis  beschreiben.  Bei  einer  Parabel  geht  dieser 
in  eine  gerade  Linie  Ober. 

Amersfoort,  Jannar  1889. 
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XIX. 

üeber  die  Bectification  der  Krüminungslinieii 

auf  Eohrenflächen. 

* 

Von 

A.  Ahrendt 

in  BoMock. 


Id  der  vorigen  Arbeit*)  ist  gezeigt,  daas  dio  Krümmangslinieii 

der  Röhreuflächcn  sich  in  f^cwissem  Sinne  als  Verallgemeinerungen 
der  ebenen  Parallelcurvon  auflassen  lassen.  Für  die  ebenen  Parallcl- 
curven  findet  nun  eine  cinfaclif  Diirereiitialbeziehunfr  statt  zwischen 
dem  Bogoiieleiuent  (h  und  dem  entsprecheudeu  Bogenelemcnt  de  der 
Originalcurve,  nämlich 

da  =  dai,l-\-J^^) 

wo  Jas  Gausti'äche  Krümmungsmass  der  Originalcurve  im  betrach- 
teten Ponkto  bodentet  Die  folgenden  Zeilen  bezwecken,  ein  Ana- 
logon  dieser  Differentialbeziehaug  berznleitoD)  sowie  die  gefundene 
Beziehung  geometrisch  zn  denton. 

Es  seion  'f,  rj^  f  die  laufeiulcu  Coordinaten  der  Originalcurve, 
«I     z  die  der  Parallelcurve,  so  ist  dio  Gleichung  der  Parallelcurvo 

und  aas  der  Bedingung,  dass  Original-  und  Parallelcurve  auf  der- 
selben abwickelbaren  FlAche  liegen  mttssen,  deren  Erzeugende  senk- 
recht zur  Originalcurve  stehen,  entspringen  die  Gleichungen: 


Dies«  Arbdt  folgt  im  n&efasteR  Hefte.  (Kcd.) 
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flberdies  gilt 

(3) 

Weil  man 

dx  =i  €i^-{-ifda^     dy  ~' dij-\- gdß^     dz d^-\- g  tiy 

ist,  SO  folgt,  falls  man  mit  do  und  ds  eutsprechende  Bogenelemouto 
der  Original-  und  ParalleJcnrve  bezeichnet: 

=  do''-\-2Q{d:idtt-{-dridß-\-d^dy)+Q\dtt^i-dß^-{-df) 

Es  wird  beliauptet,  dass  diese  Gleichnng  von  der  Form 

iBt  Die  hinreichende  nnd  notwendige  Bedingung  fdr  diese  Daretell- 
barkeit  ist: 

(<l«*-|-dj3«+rfy*)do*  =  (d^da-^-  drj  dß-\-d^dyY 

—  (da^-f-rfjS^^-f  dy»)<ia«-  Sididß-'dnda)* 

d.  h. 

£ididß^dnda)^0 

Für  «t,  ßf  y  galten  nnn  die  Bedingungen,  von  denen  man  (3)  nnd  (1) 
aach  in  der  Form  schreiben  kann; 

ada-\-ßdß-\~y  (ly  =  0 
iQ.da  +  dn.dß-^dj^.dy  (a.d*>-|. /S. ^«iy  +  y  d^t) 

aas  diesen  GleichuDgen  und  ans  (3)  folgt: 

Hieraus  orgiebt  sich  unmittelbar 
nnd  daher  ist 

(4)  A  =  dtf(l+^.p) 

(ö)  *  
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Die  so  dcHnirte  GrOsse  g  bedeutet  «tie  geodätische  Krümmung 
der  Originalcurve,  falls  man  sio  als  auf  der  zu  Grunde  gelegten  ab- 
wickelbaren Fläche  A  gelegen  ansieht   Denn  das  System 

kauu  iLiau  als  Gleichung  der  Torsc  A  ansehen,  falls  mau  q  ali 
zweiten  Parameter  nimmt.  Die  Coordinatencurveu  sind  dann  einer- 
seits die  Eneeugenden  der  TorsOf  andererseits  die  Schaar  der  ParaUel- 
eunren.  Die  Coordinatenenrven  sehneiden  sich  orthogonal.  Dem- 
nach ist^} 

^  yEG 

die  geodätische  Krümmung  einer  Gurve  q  —  Oonst.  £  und  Cr  bc- 
deaten  die  Gauss'schcn  Grössen. 

Führt  man  diese  Werte  Inden  Ausdruck  für  g^  ein,  und  setzt  ^»0, 
so  folgt     «e>    und  dies  war  zu  beweisen. 

JJau  ersieht  hieraus,  in  welcher  Weise  die  Formel  für  ebene 
i'arallelcurven  sich  specialisirt.  i>a  dauu  nämlich  die  Torso  zur 
Ebene  wird,  so  geht  die  geod&tiscbe  KrUmmaug  in  die  gewöhnliche 
Uber. 

Man  kann  aus  der  soeben  gefundenen  Grundforüiel  noch  eine 
geometrische  Bezicliuug  herleiten.  Durch  Integration  folgt: 


0 


und  das  do})pelte  Zeichen  entspricht  den  beiden  Zweigen  der 
l'aialielcurve.  Die  Grösse  Oj  giebt  also  an,  um  wieviel  grösser 
oder  kleiner  der  Bogen  des  Parallelcnnrenzweiges  ist  als  der  ent- 
sprechende Bogen  der  Originalcnrve.  Den  Bogen  vt  kann  man  dar- 
stellen als  Schnitt  einer  Engel  Tom  Badius  q  mit  einem  Kegel, 
dessen  Spitze  im  Centrum  der  Kugel  liegt,  und  dessen  Erzeugende 


1)  Knoblaneh,  Flichendicorle,  §  90. 
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parallel  sind  deu  Kr^engenden  der  Torse  A.  Dean  die  Gleichung 
des  so  definirton  Kegeis  ist 

«  =  ««»  y=«^  M^ifY 

wo  g  vorlaufig  zweiter  Parameter  ist  Das  Bogenelemeut  der  Gurre 
^     Coust.  ist  also: 

nach  früheren  Beweisen  ist 


also 

da^  =•  Q.g.dff 


o 


dies  war  zu  beweiscu. 


Msa  ersieht  leicht,  wie  diese  Darstellung  sich  iHir  Farallelciirven 
ebener  Ganren  und  für  ebene  FarallelcorTen  gestaltet;  im  ersten 
Falle  wird  der  genannte  Kegel  zum  Ereiskegel,  im  zweiten  zur 
Ebene.  In  beiden  Fällen  sind  die  BOgen  Teile  von  Kreisbogen, 
oder  auch  ganze  Kreise. 

Schliesslich  ergiebt  sicli  noch  das  Resultat,  dass  die  Krümmuugs- 
linien  einer  und  derselben  Rührcutliichc  constautcn  Umfang  habeOf 
nämlich  den  doppelten  Umfang  der  Originalcurve.  Denn  die  Längen 
der  Zweige  sind: 

-  a-  <r, 

mithin 

Ebenso  lässt  sich  nachweisen,  dass  das  Areal  der  abwickelbaren 
Fläche  A  zwischen  den  beiden  Zweigen  der  Parallclcnrve  constant 
ist,  welche  von  den  unendlich  vielen  abwickelbaren  Flächen  auch 
genommen  wird.  Denn  das  Element  des  Areals,  begrenzt  von  zwei 
benachbarten  Curven  ^  ^  Coust.  uud  zwei  benachbarten  Normalen, 
ist: 

dP  ^ind^J^qgäadi^ 
dF"  — •  dadq  —  ggdadg 

also 

^'  ^  f  f  d9dq^  99d9dq 
«0     0  a«  0. 


Digitized  by  Google 


446       Akrendli  Uebtr  die  ReetifiaUion  der  Krümmungslinkn  etc. 

F"  ^       J* dadQ—  QgdadQ 
00     0  a«  0 

Dieser  Ansdnick  bftngt  nieht  too  der  Wahl  der  abwiekeUMuren 
Flache  ab. 

Für  das  Yolumen  d^r  Röhreofläche  findet  man  in  ähnlicher 
Weise  die  bekannte  Formel 
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XX. 

Vielecke,  deren  Kölieiilote  sich  in  einem  Punkte 

schneiden* 

Von 

R.  Hoppe. 


Versteht  man  unter  der  ITöho  eines  (2n-\-l)  ecks  über  einer  Seite 
als  Basis  das  Lot  von  der  Gcgcnccke  auf  diese  Seite,  so  bilden  die- 
jenigen (2»i-|-l)  ecke,  deren  Ilöbeuloto  sich  in  einem  Punkte  tretfeo, 
eine  speciello  Classe  von  bemerkenswerten  Ei^euscliaften,  die  wir 
hier  untersuchen  woUen. 

Der  HöhcDschnittpnnkt  C  sei  Anfang  der  rechtwinkligen  ory  und 
nnd  der  Polarcoordinatcn  pqp.  Die  Arte  Ecke  Ak  habe  die  Coordi- 
naten  guTk  und  auf  der  Gegenseite  {h  =  Ak+n  Ak-^n^i)  den  Höben- 
fusspuukt  7^;.  Die  Projection  des  Dreiecks  CAuAt^i  auf  beide  Azen' 
ergibt  die  Belationea: 

«k+i  cos  ^ii^i  —  pt  cos  ^jk + h^+i  sin  9H-m+i  j 

Qk+i  sin  (pk^i  =  Qk  sin  qt)t>— ft^-w^icos 

woraus  durch  Elimination  von  4fNi-i: 

PHi  cos       — <)pi4^„4.  i)  =  Qi  cos  (gnt — 9*+«+!)  (S*) 

Setzt  man  k  ^  1,  2,  . . ,  2»-|~l)  80  ergibt  das  Product  aller  Glei- 
chungen eine  Identität 

4 

Daraus  folgt,  dass  man,  um  ein  solches  Vieleck  zu  constmiren, 
sämtliche  nnd  ein  gk  wIlHEOrlich  annehmen  kann.  Zeichnet  man 
dann,  von  einem  beliebigen  Ak  anfangend,  alle  Seiten  der  Reihe  nach, 
jede  normal  zum  nächsten  Höhenlot,  so  gelangt  man  stets  auf  Ak 
znrttck. 


Digitized  by  Google 


448  Mopp*:  Vieleektf  dann  Höhtnlott  »ich  tit  einem  FMkU  $ekmtideH, 

Nun  ist  jedes  dvr  Vierecke  Bk^u  CBuini^iAk  ein  Kreissehnen- 
viereck, da  die  Wiukel  bei  den  B  rechte  sind;  daher  ist  der  Winkel 
bei  C  gleich  dem  Anssi  n wiukel  des  Vielecks  bei  Ak.  Kennt  man 
letztem  at,  so  hat  man: 

Setzt  matt  in  den  2  Gl.  (l)  Jb  — 1  ftr  A  und  eliminirt  ^ifi,  ^i, 
9»-!  zwischen  allen  4  Gleicbnngen,  so  kommt: 

cos  (9*  i-M  f  1—  9k  f  i)  sin     —  94-1)  = 

Draekt  man  nach  der  Formel  (3)  die  Differenzen  der  9  in  a  ans 
nnd  setzt  h — n  fttr  ib,  so  findet  man: 

Ük+l  sin  oi  cos (a4|.2+ ort  f  3 -|-  .  .  .  ajt  +  »-|-l)  =- 

&sin«k-|-iC08(at+c«'l-i+  •  •  •  «*+«) 

I>ie  hierin  fftr  s  1,  2, . . .  2i»-|-l  enthaltenen  Gleichungen  geben 
vermöge  der  Relation  «tj+«s+  • « •  ^-1*1  ~  ^  identisches  Pro- 
dnct  Demnach  gibt  es  2»  Relationen  zwischen  den  Selten  nnd  Win« 
kein  des  Vielecks  als  Bedingungen  des  gemeinsamen  Höhenschaitts, 
nnd  zwar  keine  Bedingungen  fttr  die  Winkel ,  ausser  der  bekannten 
Summe  aller,  Sind  letztere  gegeben,  so  sind  die  Seitenverhältnisse 
eindeutig  bestimmt.  Sind  die  Seiten  gegeben,  so  sind  die  Gleichnngen 
7nr  Bestimmung  der  Winkel  der  Zahl  nach  gerade  ausreichend;  die 
Bedingungen,  unter  denen  sie  reell  werden,  würden  weitere  Unter- 
snchung  erfordern. 
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Litterarisclior  Bericht 

XXIX. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Cours  d'analyso  de.  l'EcoIe  Polytecliuiquc.  Pur  üb.  Sturm, 
Membre  de  riustitut.  llcvu  et  corrigj  par  E.  Prouhet,  Repetiteur 
d'analyse  &  l'^ole  Polytocbniquo,  et  auginent6  de  la  thiorio  616-* 
mentairo  des  fouctioas  elliptiquos  par  H.  Laurent.  Neuvi^me  Edi- 
tion, revae  et  miso  aa  conraut  du  uouveau  Programme  de  la  Licence 
INir  A.  de  Saint-Germain,  Professenr  k  le  Faicnlt^  des  Sciences 
de  Caen.  Paris  188a  Gaatbier-VillarB  et  fils.  1220  S. 

Die  crsto  Ausgabe  ist  von  Prouhet  nach  dem  Mauuscriiit  vou 
Sturm  iu  dessen  Auftrage  bearbeitet.  Bald  nach  Uegimi  dieser  Ar- 
beit Btarb  Sturm.  Die  Theorie  der  elliptischen  FuncHoueu  kam 
später  hinzu.  Der  gegenwärtigen  Ausgabe  geht  eiue  Lcbensbescbrei- 
bong  Stnrm's  voraus.  Karl  Bturm,  geboren  1803  in  Geni^  ausge- 
bildet an  der  Akademie  daselbst  von  Schaub,  Dufour  und  LbuUier, 
war  anfangs  Privatlebrer,  von  1835  au  iu  Paris,  wo  besonders 
Arago,  Ampere  und  Fourier  an  seinen  Arbeiten  Interesse  nahmen/ 
ward  1830  Professor  der  Mathematik  am  College  Kollin,  1836  Mit- 
glied der  Akademie  der  Wis?.  ii-cluifteu,  1838  Repetitor,  1810  Pro- 
fessor an  der  Polytechnischen  Schule  und  Lclirer  der  Mechanik  an 
der  f^orbonuo  an  Poisson's  Stelle,  erhielt  vou  vielen  Seiten  Aus- 
zeichnungen und  starb  1855  iu  Paris.  Schriften  von  ihm  werden  46 
aufgeführt. 

Stnrm's  Buf  gründet  sich  nicht  allein  auf  seine  wissenschaft- 
lichen lieistungen ,  auch  die  Klarheit  seines  Vortrajss  wird  laut  der 
Biographie  sehr  gerahmt.  Da  letztere  iu  einem  Lehrbuche  wie  dem 


Digrtized  by  Google 


2 


vorliegenden  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  so  können  wir  nicht 
mit  Nachsicht  darüber  hinweggehen,  wenn  der  ausdrücklich  als  Fuu- 
damentalsatz  der  Analysis  bezeichnete  Satz,  nach  8  Revisionen  die  er 
erfabren  bat,  völlig  unklar  ausgesprof  hon  ist  und  ein  gänzliches 
Misverstehen  von  Seiten  des  Verfassers  kund  gibt  Er  lautet: 

„Si  deux  qaautit6s  qui  varieiit  simultan6meiit  restent  constam 
ment  6gales  entre  dies,  dans  tous  les  etats  de  graudeur  par  lesquela 
elles  passent,  et  si  Ton  sait  qne  Tone  d'eUes  tend  vers  une  limite, 
il  est  Evident  qne  Tantre  tend  anssi  vers  la  m^me  limite  on  vers 
nne  limite  ^gale  k  celle^Ift/* 

Offenbar  sind  2  Variable,  die  bei  ihrer  Variation  einander  stets 
gleichbleiben,  niclits  weiter  als  eine  Variable  zweimal  gedacht.  Der 
Satz  sagt  also,  dass  dies«  V.-irinblr  beim  zwoifen  Denken  noch  den- 
selben Grenzwert  bat,  den  sie  heim  erst<'n  Denken  hnfU\  Das  ist 
ein  Satz,  dcsssen  Inhalt  null  ist,  und  daraus  fol^t,  duss  jeder  Beweis^ 
der  sieh  auf  denselben  als  notweniliges  GlüAi  stützt,  falsch  sein 
muss.  So  ist  denn  die  gesamte  Apalysis  nach  Darstelluug  des  Ver- 
fassers, sofern  sie  sich  angeblich  darauf  stützt,  anf  lauter  TrugschlOsse 
gebaut 

Der  obige  Satz  geht  aus  demjenigen  Fondamontalsatze,  an  dessen 
Stelle  er  steht,  durch  eiue  wundciliehe  Verweehsclung  hervor.  Der 
richtige  Satz  lautet:  Zwei  Constante,  welciie  Grenzwerte  einer, 
gleich  vanireuiien  Grösse  sind,  sind  einander  gleich.  Statt  aber 
zwei  Constante  und  eine  Variable  zu  betrachten,  nimmt  Stunn  zwei 
Variable  und  eine  Constante;  statt  zwei  Dingo  durch  ein  Band  zu 
verknüpfen,  wird  hier  ein  Ding  durch  zwei  Bänder  mit  sich  selbst 
verknüpft 

Dass  Stnrm  seinen  Satz  evident  nennt  und  nicht  beweist,  ist 
ganz  natürlich.  Er  gibt  dafür  eine  Anwendung  von  demselben ,  die 
wir  als  bestätigendes  Beispiel  unserer  Aussage,  dass  jede  solche 
einen  Trugschluss  enthalte  i  niuss,  anfuhren  wollen.  Seien  /,  «,  r 
Fläche,  Umfang,  Radius  eines  Kreises,  /i,,  s„,  r  die  eines  umschrie- 
benen regelmässigen  ?ieckg;  dauu  ist/,, hsn.  Weil  nun  der  Kreis 
Grenze  des  Vielecks  sei,  folgert  Stnrm,  sei  vormöge  seines  Satzes 
f  |r*.  Dies  stimmt  aber  wie  mau  sieht  gar  nicht  mit  jenem 
Satze;  denn  dieser  sagt  nur,  dass,  wenn  lim/H^/j  auch  llm^r«»=/ 
ist  und  umgekehrt,  w&hrend  ^r«  ganz  unberührt  und  unbekannt 
bleibt  Verhaut  wird  der  handgreifliche  Fehler  bloss  durch  die  vage 
vnlgäre  Vorstellung  von  der  Grenze,  ein  Begriff  der  anzüglich  richtig 
definirt,  hier  aber  nicht  dementsprechend  angewandt  wird.  In  Wirk- 
lichkeit genügt  eine  Grenzrelatiou  nicht  zur  Folgerung       |r«;  es 
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muss  ausser  /  auch  in  als  Grenze  Ton/t,  oder,  was  dasselbe  ist» 
$  als  Grenze  von  h  bekannt  sein. 

Auf  die  ErOrtomng  des  Grenzwerts  folgt  noeh  besonders  einiges 
ftber  den  Begriff  der  onendlich  kleinen  Gritesen,  beginnend  mit 
den  Worten: 

„T.orsqu'  uuc  quantiti  variable  i)reiiti  des  valeurs  de  plus  en 
plus  petites,  de  mani^re  qu'elle  puisse  deveiiir  moindre  que  toute 
quantit^  donneo,  oa  dit  qu'elle  devient  infiniment  petite.^ 

Dein  wird  hinzugefügt,  dass  die  Uuendlichkleine  wesentlich  eine 
Variable  ist,  die  den  Grenzwert  0  hat.  Letztere  Angabe  würde  zur 
Definition  genügen,  vorausgesetzt,  daas  der  Grenzwert  vorher  definirt 
ist.  Uio  angofülirte  Stelle  aber  ist  durchaus  unkl;ir,  geht  um  den 
Sinn  und  Gebrauch  des  Wortes  herum  ohne  Ilm  zu  treffen.  Wenn 
in  der  Analysis  von  unendlich  kleinen  Grössen  die  Rede  ist,  sagt 
man  nicht,  dass  irgend  welche  Grössen  uueudltch  kleiu  werden, 
sondern  man  nennt  jene  Variabele  einfach  „unendücli  klein";  dem 
factischeu  Gebrauche  nach  (welcher  keine  Liccuz,  soudcru  völlig  exact 
ist)  sind  sie  also  anendlich  klein.  Was  uuendlich  klein  ist,  dar- 
über fohlt  jede  Angabe  in  jener  Stelle,  die  doch  gewiss  eine  Er- 
kiftrnng  sein  soll;  der  Begriff  bleibt  rätselhaft  nnd  dnnkel. 

Das  Angeführte  zeigt  wol  zur  Genüge,  dass  das  Buch  Aufängern 
der  Analysis  nicht  zu  empfehlen  ist.  Es  b -stobt  aus  2  Bänden  j  im 
ersteu  ist  die  Diffi^reiitialgleicimn^  mit  Anv, od  Iiiiii:;  auf  Reihen  nnd 
Curven,  im  zweiten  die  lutegrulreciiuuug  mit  Aawcnduug  auf  krumme 
Flächen  behandelt.  Hoppe. 

Abbandinngen  ans  der  reinen  Mathematik  TonN.  Yandermonde. 
In  deutscher  Sprache  herausgegeben  von  Carl  Jtzigsohn.  Berlin 
1888.  Jnllns  Springer.  104  S.  Text  nnd  4  Zahlentafeln. 

Es  werden  uns  im  Vorliegenden  -1  Abhandlungen  aus  dem  vorigen 
Jahrhundert  durch  dcutsclie  Ausgabe  näher  gerückt,  iu  einer  Zeit, 
die  geneigter  ist  die  Genialilut  der  darin  ausgeführten  Gedanken  zu 
würdigen  als  die  vergangene,  die  mein  Vollendung  oder  sicherere 
Gewährleistung  verlangte.  Die  erste  Abhandlung  „über  die  Auflösung 
der  Gleichangen*'  betriSI  die  verschiedenen  Anffassongen  der  alge- 
braischen Gldchungen.  Die  zweite  „Aber  die  irrationalen  Oiiissen 
Terscbiedeoer  Ordnung  nebst  einer  Anwendung  auf  den  Kreis**  geht 
von  einer  Erweiterung  des  Potenzbegriib  aus.  Statt  eines  Products 
gleicher  Faktoren  wird  das  Product  einer  endlichen  arithmetischen 
Beihe  gesetzt,  deren  mte  Differenz  null  ist  Die  Bedeutung  negativer 
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tind  Null-Exponenten  liegtauf  der  Ilaud;  die  Einführuug  gebrochener 
Expoücnteu  boscbräukt  sich  hier  auf  deu  Expoucuten  ^;  hierzu  dient 
der  Kreis.  Als  dritte  Schrift  folgt  nun  ein  Bericht  Uber  vorstehende 
AUkandloDg  aus  den  hiatoriaehen  Notizen  der  Kdnigl.  Akad.  der 
Wisa.  zn  Paria  1773.  Dieser  legt  Gewicht  darauf,  daas  die  Irratio-' 
nababl  n  einen  analogen  Urapmng  mit  der  irrationalea  Potenz- 
warzel  erhalten  hat,  and  sagt,  durch  dieae  Arbeit  sei  ein  nenerWeg 
eröffnet»  nnd  Vaadcrmonde  werde  jederzeit  gareehtm  Anaprnch  anf 
die  rubmvoUcu  Erfolge  haben,  die  man  in  apäterer  Zeit  dadurch  er- 
zielen werde.  So  hoch  man  nnn  aber  den  ori^inellcD  Gedanken  des 
Verfassers  auch  schätzen  mag,  so  ist  doch  letztere  Aeuaserung  etwas 
zn  phantastisch.  Zunächst  ist  der  Weg  dpr  T^ntersachung  kein  of- 
loitor,  solange  die  Probleme,  yon  denen  er  abhängt,  nicbt  sichtlich 
lösbar  sind.  Wären  sie  aber  auch  gelöst,  so  kann  der  eiuo  Fall 
der  Zahl  it  kaum  irgend  eine  Walirscheinlichkeit  bieten,  dass  die 
aualogen  Irrationalen  mit  den  Zielen  der  Analysis  in  Beziehung  ste- 
hen. Die  vierte  Abhandlung  „über  die  Kliiuination^'  zeigt  den  Weg 
der  Entdeckung  der  Detorminantentheorie  in  der  Foraehuugsweiae 
des  Yerfaaaera.  H. 

Ein  Beitrag  zur  Theorie  d<  r  OrJuuugstypen.  Von  Dr.  Her- 
mann Cuno  Schwarz.  Haüü  a.  S.   lÖÖÖ.  U.W.Schmidt   43  S. 

Daa  Yorli^nde  acblieaat  aich  an  eine  Arbeit  von  Georg  Gantor 

an,  welcher  auch  deu  Namen  Ordnnngatypen  eingeführt  hat  Der 
Gegenstand  ist  eine  Menge  nach  begrenzt  vielen  Dimensionen  ge- 
ordneter Elemente,  die  zwar  nicht  durch  Beschaffenheit,  aber  durch 
ihren  Rang  (Ordinalzahl)  unterschieden  sind.  Hierin  liegt  in  der 
Tat  eine  specielle  Beschränkung  des  Themas;  denn  eine  Menge  kanu 
auch  nach  einem  Gesetze  geordnet  sein  derart,  dass  sich  dif  Dimen- 
sionen beständig  mohrou.  Das  Gegenwärtige  stellt  sich  die  Auigabe,  ' 
über  die  Menge  aller  derjenigen  Ordnuugstypen  Anfschlus  zu  geben, 
welche  auf  dieselbe  Cardiualzahl  führen,  so  wie  über  daran  sich  au- 
luiüpfeude  Fragen.  Es  ergiebt  sich ,  dass  die  UntM^wshiing  betrtf> 
fend  beliebig  viele  Dimeuaionen  aich  auf  die  fttr  2  Dlmendoaeo  re^ 
dacirt.  Schlieaalich  wird  auf  oigentOmlich  definirte  Beibenannuneii 
Anwendung  genuMsbt  H. 

Carl  Friedrich  Gauaa*  Unterancbangen  über  höhere  Arith. 
metik.  (Diaquisitiones  arithmeticae.  Theorematia  arithmetici  demon- 
stratio  nova.  Sammatio  quarumdam  serierum  singularium.  Theoro- 
matis fundanifMitalis  in  doctrina  de  residuis  quadratieis  demonstra- 
tioues  et  ampliatiunes  novao.   Theoria  residaomm  biquadraticorum, 
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commoutatio  prima  et  secunda.  Etc.)  Deutsch  heraasgegebea  von 
U.  Maser.  Berlin  1809.  Julias  Springer.  695  S. 

Das  Buch  enthält  in  der  Originalausgabe  der  gesamten  Werke 
wie  in  der  Uebersetzung  die  Zahloutheorie  von  dea  Llemeuteu  be- 
ginnend ftuf  dem  Standpunkte ,  auf  d,en  sie  Gauss  »hoben  Itat  Es 
ist  darin  kein  Untersellted  gemacht,  ob  Teile  schon  vor  ihm  bekannt 
waren.  Er  hat  die  Werke  seiner  Vorgänger  wie  er  sagt  nicht  vor- 
her gelesen,  sondern  alles  selbst  entdeckt,  daher  manches  nach  an- 
dwr  Methode  hergeleitet  Die  AbschnHte  sind:  Von  der  Cosgruenz 
der  Zahlen  im  aUgemeinen ;  von  der  Congrucnz  ersten  Grades ;  von 
den  Poteuzresten ;  von  den  Cougmeuzea  2.  Grades ;  von  den  Formen 
nnd  unbestimmten  Gleichungen  2.  Grades;  verschiedene  Anwendun- 
gen; über  diejenigen  Gleichungen,  von  denen  die  Teilmip^  des  Kreises 
abhängt;  neuer  Beweis  eines  arithmetischen  Satzes;  Sumaiinmg  ge- 
wisser Reiben  von  besonderer  Art;  neue  Beweise  und  Erweiterungen 
des  Fuudanientalsatzes  iu  der  Lehre  von  den  quadratischen  Resten; 
Theorie  der  quadratischen  Reste,  2  Abhandlungen;  tiuige  Unter- 
suchungen aus  dem  handschriftlichen  Isachla&se  von  Gauss  H. 


Lehrbach  der  Differential »Gleichnngen.  Von  Dr.  Andrew 
Rnssell  Forsyth,  Professor  am  Trinity  College  sn  Cambridge. 
Uit  ^em  Anhange:  Die  fiesnltate  der  im  Lehrbuche  aogeführten 

üebungsaafgaben  enthaltend,  herausgegeben  von  H.  Maser.  Anto- 
risirte  Uebersetzung.  Brannscbweig  1889.  Friedrich  Vieweg  nnd 
Sohn.  742  S. 

Das  Buch  enthält  der  Reihe  nach:  als  Einleitung  die  allgemei- 
nen Beziehungen  zwischen  den  Diflferentialgloichungen  und  ihren 
Lösungen,  dann  Differential^dcichungen  der  1.  Orduung-,  allgemeine 
lineare  Gleichung  mit  cousUnUa  Coefficienteu;  vermischte  Alelho- 
den;  Integration  durch  Reihen;  die  bypergeometrische  Reihe;  Lö- 
sung durch  bestimmte  Integrale ;  gewöhnliche  Differentiale  mit  mehr 
als  2  7er&nderlichen;  partiolle  Differentialgleichungen  erster,  dann 
zweiter  und  höherer  Ordnung.  Mit  der  Theorie  sind  viele  Uebunga- 
aul^aben,  Aber  das  ganze  Buch  zerstreut,  mehr  als  800,  verbunden 
und  im  Anhang  jedes  Abschnitts  die  Resultate  oder  Andeutungen 
zur  Lösung  gegeben.  Bei  der  Wahl  der  Methoden  wird  dem  prak- 
tischen Interesse  vor  dem  theoretischen  der  Vorzug  zugeschrieben. 
Die  Uebersetzung  entspricht  der  2.  Aasgabe  von  Forsyth's  Werke 
„A  trcatise  on  differeutial  cquations'^,  welche  sich  indes  nur  unbe- 
deutend von  der  ersten  unterscheidet.  H. 
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ZaiD  GesetK  der  gmaen  Zahlen.  Uotenmcbung  der  Ziehongs- 
ergebnisse  der  Prager  und  Brttnner  XiOtterio  Tom  Staodpankte  der 
Wahrscheinlichkeitsreeb&ttog.  Von EraftnnelOznber.  Prag  1889. 
Dominieue.  41  8. 

Der  Mittelwert  von  vielen  gleichuiüglichen  "Worten,  resp.  wo 
begünstigende  Ursachen  einspielen,  von  den  mit  ihren  Chancen  mul- 
tiplicirten  Werten  beisst  gewöhnlich  der  mathematisch  wahrschein- 
liebe  Wert.  Ebemo  Ittsst  sieb  die  wabneheialicbe  Abweichung  von 
diesem  Hittelwerte  berecbDen.  Das  Gesets  der  grossen  Zablen  sagt 
naa  ans»  dass  der  Umfang  der  Abweicbungen  fülr  nnendlicbe  Anzahl 
von  Fällen  nnendlich  Idein  wird.  Er  bat  offenbar  keinen  theoreti* 
sehen  Qmnd,  sondern  bembt  lein  anf-  Erfahrung.  Der  Verfasser 
bat  nan  die  ao^eseicbneten  Ergebnisse  der  Prager  und  Brfinner 
Lotterie  benutzt  um  es  zu  prüfen  nnd  gefunden,  dass  der  wirkliche 
Umfang  der  Abweichungen  weit  kleiner  ist  als  die  wahrscheinliche 
Abweichung.  Es  werden  eine  Anzahl  Wahrschcinlichkeilsfragcn  be- 
rechnet, z.  B.:  Nach  wievielen  Ziehungen,  deren  jede  nur  einen  be- 
stimmten Teil  der  vorhandenen  Numern  nmfasst,  werden  alle  Numern 
erschöpft  sein?  —  dann  das  Becbouugsresultat  mit  den  Beobacb- 
tongeu  verglichen.    «  H. 


Grundriss  der  Theorie  der  Zinsrechnung.  Von  Dr.  Heinrieh 
Bleicher.  Mit  Tabellen.  Berlin  1888.  Julias  Springer.  76  S. 

In  der  Einleitung  werden  die  Begriffe  normirt  nnd  die  3  hier 
behandelten  FftUe:  1)  einfiMher  Zins  bei  dauernder  gleichen  Beute 
2)  Zinseszins  bei  wachsendem  Capital  ohne  Bente  8)  Anfsohmug  des 
Capitals  bei  gleichmässigem  Zuschlag  zur  Bente  —  erörtert,  dann 
einzeln  deren  Theorie  entwickelt,  und  am  Schlüsse  Tabellen  ge- 
geben Aber  Zinsfactoren  fttr  ein  Jahr  nach  Monaten  und  auch 
Tagen  innerhalb  eines  Monats,  Zins-  und  Discont-Factoren  für  den 
Scbluss  des  Jahres,  Tafeln  zur  Ucberführnng  discontinuirlicher  Ver- 
mnsung  in  continuirUcbe  nnd  umgekehrt  H. 

Leiirbnefa  der  politischen  Arithmetik  fttr  höhere  Handelsscbnlen 
(Handelsakademien)  und  zum  Selbstunterricht  bearbeitet  von  F.  8. 
Holzinger,  Professorauder  öffentlichen  Handelsakademie  in  Linz, 
firaunschweig  1888.  Vieweg  nnd  Sohn.  156  S. 

Das  den  Lchrplänen  entsprechend  für  die  3.  Classe  der  Ilaudels- 
akademieu  von  Wien,  Trag,  Linz,  Innsbruck  u.  a.  bearbeitete  Lehr- 
buch behandelt  nach  einander:  als  Einleitung  die  einfache  Zinsrech* 
nuDg)  dann  die  Zinseszins-  und  Zeitrentenrechnung,  Anlehonscours 
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und  ConstractioQ  von  Amortiaatioos-PIftnen,  Ck>08tractioa  tob  Lot- 
torie-Aolebens-PlftoetijWabracheiiillcbkeits-  und  Lcibrentenrecbnang, 
Capitalsversichornng,  VerbindaBgsrenten  (von  der  Yerbindang  zweier 

PcrsouüQ  abhaogead)  uud  gibt  Tabellen  für  ioö(l±joö)-(l±i^)"» 

. ..  ^,  Sterblichkeit  und  die  davon  abbängigen  Renten.  Es 

ist  ganz  zweckmässig,  dass  bei  specioller  Rechnung  nicht  die  allge- 
meine Formel,  sondern  die  Methode  eingeübt  wird.  Eine  Unklarheit 
macht  sich  im  Anfange  des  Buches  beinerklich,  wo  gesagt  wird:  wenn 
ein  Capital  c  z\x  p  proc.  n  Jahre  einfach  verzinst  würde,  so  wäre 

OB  nach  diesen  n  Jahren  auf  «'^-^  augewachsen.    Dies  ist  ein 

Widerspruch;  denn  wenn  das  Capital  w&chse,  so  wflrden  zufolge  des 
Vordersatzes  auch  seine  jährlichen  Zinsen  wachsen.  Wftre  diese 
unlogische  Bedeweise  im  gescbilftlichen  Yerkehr  in  Gebrancb,  so 
bfttte  umsomebr  das  Lehrbnch  die  Pflicht  darüber  Aufklärung  zu 
geben  und  sich  selbst  wenigstens  exact  anszudrUcken.  H. 


Aufstellung  von  n  Königinnen  auf  einem  Schachbrett  von 
Feldern,  derart  dass  keine  von  einer  andern  geschlagen  werden  kann. 
(Von  n  »  4  bis  n  —  10.)  Von  Dr.  August  Pein,  Oberlehrer  an 
der  fiealschnle  zu  Bochum.    Mit  7  Figurentafeln.    Leipzig  1889. 
Gustav  Fock.  4<>.  62  & 

Die  bezeichnete  Aufgabe  ist  für  spezielle  Zahlen  n  bis  ?j  =  8 
von  mchrern  Mathematikern  behandelt  und  gelöst.  Es  werden  deren 
genannt:  Gauss  (und  Schumacher),  Nauck,  Nataui,  Günther,  Glaisher, 
De  la  Noe.  Zu  deren  Arbeiten  fügt  die  gegenwärtige  als  neu  iimzu 
352  LdBungen  für  »  —  9  und  734  Lösungen  für  n  «  10.  An  der 
Vollständigkeit  der  erstem  hat  der  Yerfssser  keinen  Zweifel,  letztere 
Zahl  hält  er  noch  f&r  unsicher.  Analytische  Lösungen  hat  noch 
keiner  der  Vorgänger  gegeben,  und  die  gegenwärtige  Bearbeitung 
geht  auf  keine  solche  aus.  In  dieser  Hinsicht  war»  wie  es  scheint, 
Gftnther  der  erste,  welcher  die  analytische  Gestaltung  des  Problems 
als  eigentliches  Ziel  ins  Auge  fiMSte  und  soviel  erreichte,  dass  das 
Verfahren  der  Ausschliessung  eine  bedeutende  Yereinlachnng  und 
Uobersichtlichkeit ,  daher  auch  grössere  Sicherheit  gewann.  Hierzu 
fügte  Glaisher  noch  eine  Verbesserung.  Der  Verfasser  hat  diese 
Methoden  zur  Lösung  in  Anwemlung  gebracht,  der  Standpunkt  des 
Problems  ist  dabei  derselbe  geblieben.  Der  Inhalt  der  Schrift  be- 
steht in  der  Voiiuiiruug  aller  Betrachtungen ,  welche  zur  Auffindung 
und  Vervielfältigung  der  Losungen  als  bekannt  zur  Verfügung  ste- 
hen, und  der  tabellarisohcu  Auiäleüung  uer  iiesultate.  H. 
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Praktische  Anleitung  zur  atgebmiscben  Etitwickelnng  und  LO* 
rang  der  Gleichongen  der  höheren  Crmde  nebst  Uehnngsbeispielen. 
Von  A.  Bedlicb.  Drcslan  1888.  6.  P.  Aderholz.  4^,  88  S. 

Die  Schrift  handelt  ausscbHesslich  vou  solcheu  Gleichungen, 
dorca  Wurzolu  rceilo  rationale  Zahlen ,  und  zwar  zunächst  ganze 
Zahlen,  dann  auch  mit  einer  oder  2  DedmalbmchsteUen,  sind,  so 
dass  das  von  sc  freie  Glied,  hier  u  genannt,  als  Product  der  Wurzeln 
sämtliche  mögliche  Wurzeln  anzeigt.  Alle  Gleichungen  mit  derselben 
Zahl  n  heissen  zusammen  das  System  vou  «.  Pa  in  ihnen  dieselben 
Wurzeln  wiederholt  vorkommen,  so  ergeben  sich  Beziehungen  zwi- 
schen höhern  und  nicdern  Gleichungen,  mit  denen  hier  viel  operirt 
wird,  ohne  dass  allgemeine  Gesichtspunkte  ans  Licht  gezogen  wer- 
den. Ob  jemand  solcherlei  Uebungen  iustructiv  findet,  möchte  zwei- 
felhaft sein.  Dabei  ist  die  Sprache  weder  exatt  noch  leichtfasslich 
die  Meinung  des  Verfassers  nuiss  ii)an  oft  erst  aus  der  nachfolgen 
den  Anwendung  erraten,  während  doch  Dinge,  diu  kaum  oder  nur 
einmal  gesagt  zu  werden  brauchten,  beständig  wiederholt  werden. 
Die  auf  dem  Titel  genannten  Uebungsbeispiele  sind  nirgends  als 
solche  bezeichnet;  Beispiel  ist  zwar  alles,  aber  das  Aofgesteilte  deutet 
keine  weitere  Frage  an.  H. 


Erär  und  Hlmmelskunde. 

Die  mathematischen  Theorien  der  Planeten-Bewegungen  darge- 
stellt von  Dr.  Otto  Dziobek,  Trivatdoccnt  an  der  Köuigl.  techni- 
schen Hochschule  zu  Berlin-Cbarlottenburg.  Leipzig  1B8Ö.  Johann 
Ambrosius  Barth.   305  S. 

Das  vorliegende  Werk  ist  als  bestimmt  für  Unterweisung  ein 
grundlegendes  wie  wir  noch  kein  andres  besitzen,  £s  bebandelt 

einen  abgegrenzten  Teil  der  Astronomie  vollkommen  geschieden  von 
der  Praxis  ausschliesslich  als  mathematisches  Problem.  Was  die 
Grenzen  bctritft,  beschränkt  es  sich  auf  die  Ikrcchuung  der  Be- 
wegung von  Sonne  und  Planeten,  diese  als  Punkte  betrachtet,  schliesst 
also  deren  Kotationen,  Satcllitenbewe^iungen  u.  a,  aus.  Mathemati- 
sche Vorbilduug  mit  lubegrift"  der  Principien  der  Integralrechnung 
wird  vorausgesetzt,  dagegen  keine  Kenntuissvou  Einführungen,  die  be- 
sonders der  Astronomie  angehören.  Alles  nun,  was  bis  jetzt  zur 
Untersuchung  und  Lösung  des  n  Körperhroblems  wesentlich  dienend 
gefunden  worden  ist,  wird  in  wolgcordnetem  Znsammenhange  verar- 
beitet auf  fctürzest  möglichem  Wege  vorgetragen.   Die  AbÜMSusg 
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lässt  an  Grttudliclilu'it  umi  Voü'^^t'iniligkeit  niclits  verniisscu:  kciuo 
Vernacliläsbiguug  findet  statt  ohno  Nai.lnvcis  der  Berechtiguüg;  was 
iu  den  Origiualarbeiten  die  Grenzen  des  Heabsichtigten  überschreitet 
oder  für  dasselbe  eutbehrlicl]  war,  ist  weiiigstcus  durch  Citatc  zu- 
gänglich gemacht.  Das  Ganze  liefert  demnach  eiue  vollstftlkdig« 
Entwickeluug  des  heutigen  Staudpunktes  dos  Problems.  Nach  dem 
vörboreiteudeu  ersten  Abschnitte,  -in  welchem  namentlich  das  Pro- 
blem zweier  und  dreier  Körper  behandelt  werden,  teilt  sich  die  Auf- 
gabe des  Buches  in  zwei  Fragen:  1)  Was  ist  in  dem  Problem  der 
f»  Körper  im  voraus  bekannt?  2)  welche  approximative  Methoden 
stehen  bei  dessen  Ergänzung  zur  Verfügung  und  sind  in  Anweudaog 
gekommen.  Dieser  natürlichen  Teilung  gemäss  werden  im  2.  Ab- 
schnitt die  vorhandenen  Integrale  angegeben  und  die  allgcmeineu 
Eigenscliafton  der  Integrale  entwickelt,  im  3ten  die  Störuugsrecb- 
nungcn  gelehrt.  Am  Schlüsse  jedes  Absebuitts  wird  die  Gescbicbto 
der  betrefft  aden  Entdeckungen  zusamiueugestelit.  Tabellen  der  neue- 
sten Wertangaben  der  Constautoa  steheu  am  Ende.  H. 

Die  Form,  Anziehung  und  materielle  Bcs  hatTeuheit  der  Erdo. 
Von  Theodor  Schmid.  Linz  1887.  Verlag  der  k.  k.  Staato- 
Ober-Bealschnle.   65  S. 

• 

Ein  Teil  der  Schrift  ist  im  Jahresbericht  der  genannten  Schule 
fär  das  36.  Studieigabr  enthalten,  die  Fortsetzung  besonders  berans- 
gegeben.  Es  wird  zunächst  die  Geschichte  des  Problems,  in  welcher 

4  Entwickelungsphasen  durch  die  Namen  Newton,  Glairaut,  Laplace, 
Stokes  kenntlich  gemacht  sind,  vorgetragen,  dann  Aber  sämtliche 
Untersuchungen  und  Theorien,  welche  aus  dem  Problem  hervorge- 
gangen sind,  mit  Eingehen  auf  die  Herlcitnngen  Bericht  gegeben. 
Die  nach  einander  bebandelten  Gegenstände  sind:  das  Potential, 
insbes.  des  Eiiipsoids;  Form  und  Anziehung  einer  homogenen,  fliissi- 
geu  Masse,  welebe  um  eiue  Axe  rotirt-,  Potential  eines  EUipsoids 
liiit  kleinen  Exceutricilütcu ;  Form  und  Anziehung  einer  flüssigen 
Masse,  welche  ein  festes  Ellipsoid  bedeckt,  das  aus  unendlich  vielen 
Schichten  veränderlicher  Dichte  und  Abplattung  zusammengesetzt  ist } 
Beschaffenheit  des  Erdiunem  auf  Grund  einer  Hypothese ;  das  Poten- 
tial mit  Rücksicht  auf  die  Theorie  der  Kugelfunctionen ;  das  Geoid 
und  die  Störungen;  Schwercmcssnngen  und  Bestimmung  der  mitt- 
leren Dichte  der  Erdo.  H. 


Cours  d'astronomie  pratiqnc.  Application  ä  la  g^ograpbie  et  k 
la  navigatiou.  Par  E.  Gas  pari,  Ing6nicur  bydrographe  de  la  ma- 
rine. Paris  1889.  Qauthier-YiUars  et  fils. 
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T>it's  Buch  ist  bestimmt  lui  iu  iscudc  zur  See  uud  zu  I^aiide, 
welche  eigcno  Bcobachtungcu  zu  macbcu  beabsichtigen.  Es  erteilt 
ihnen  reichlich  alle  dazQ  erforderliche  Belehrong  ond  Angaben  ans 
der  Astronomie  nnd  mathematischen  Geographie.  Das  1.  Bach  be- 
handelt die  Probleme  der  Bph&riscben  Astronomie,  das  2te  die  Theorie 
der  Instromente  1  das  3  te  die  Bestimmung  der  geographischen  Ele- 
mente, complementftre  Breite,  Zeit,  Azimnt  ond  Lttngo  nebst  Ge- 
braucb  des  Cbronomotcrs,  das  4te  die  Kartenprojectionen ,  znm 
Seblasss  die  Theorie  der  Beobachtungsfehler.  II» 

■ 

Anleilnug  zn  wissenschaftlichen  Beobachtungen  anf  Reisen,  in 
Einzel- Abhandlongcn  TerÜAsst  und  herausgegeben  von  Dr.  G.  Nou- 
mayer,  Dlrcctor  der  deutschen  Seewarte.  Zweite  Tdllig  umgearbei- 
tete, und  vermehrte  Auflage.  Mit  Zahlzeichen  Holzschnitten  und 
zwei  lUhogr.  Tafeln.  Berlin  1888.  Robert  Oppenheim.  82  Bogen. 

Die  Abhandlungen  sind  folgende.  Fr.  Tietjon:  Geograph. 
Ortsbestimmungen.  W.  Jurdau;  Topogr.  und  geogr.  Aufnahmen. 
Y.  Bichtbofcu:  Geologie.  H.  Wild:  Bestimmung  der  Elemente 
des  Erdmagn.  J.  Hann:  Ueteorol.  E.  Weiss:  An  weis,  zur  Beob. 
allg.  Phän.  am  Himmel.  P.  Hoffmann:  Naut  Termess.  C.  Bor- 
gen: Beob.  über  Ebbe  und  flnt.  v.  Lorenz^Liburnau:  Beur- 
teil, des  Fahrwassers  in  ungeregelten  Flüssen.  0.  Krümmel: 
Einige  oeeanograph.  Aufgaben.  M.  Lindemann:  Erheb,  über  den 
Weltverkehr.  G.  Neumayer:  Hydrogr.  und  magn.  Beob.  an  Bord. 
A.  Meitzcn*.  Allg.  Landeskunde,  polit.  Geogr.  und  Statistik.  A. 
Gärtner:  Heilkunde.  A.  0 rth:  Landwirtscb.  L.  Witt mack:  Land- 
wirtschaft!. Culturpflanzen.  0.  Drude:  Pllanzengcogr.  P.  Aschcr- 
son:  Die  geogr.  Verbreitung  der  Seegräser.  G.  Sr]i 'v  oi  n  für th: 
Pflanzen  höh.  Ordn.  A.  Bastian:  Allg.  Begriffe  der  Ethnol.  H. 
Steinthal:  Linguistik.  H,  Schubert:  Das  Zählen.  R.  Jirchow: 
Anthropol.  und  prähist.  Forsch.  R.  Hart  mann:  Säugetiere.  H. 
Bolau:  Walticre.  G.  Hart!  au  b;  Vögel.  A  G  ü n t  h o r,  Keptilicu, 
Batrachier  uud  Fische,  v.  Martens:  Mulluälieu.  K.  Möbius: 
Wirbellose Beetiere.  A.  Oerstücker:  Gliedortiere.  G.  Fritsch: 
Das  Mikroskop  und  der  photogr.  Apparat  Diese  Abhandlungen  sind 
auch  einzeln  käuflich.  H. 

Les  6toiIe8  filantes  et  les  bolides.  Par  H.  F^Iix  H^ment, 
Laureat  de  Tlnstitut,  In^ipccteur  g6n6ral  honorairo  de  rinstrnction 
publique.  Paris  1888.  Gauthier-Yillars  et  fils.  108  8. 

Dies  Buch  ist  für  Nieht-Astrouomen  bestimmt,  welche  für  Him- 
melserBcheinangcu  Interesse  haben.  Es  beschreibt  die  Erscheinungen 
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von  Stcruschuuppott,  cliarakterisirt  ihre  Uiitorscln-'do,  nmclit  Au- 
gabcn  über  die  Zeit  ihrer  Beobachtuog,  ihre  Pei  lodicität  und  Häufig- 
keit, nennt  die  Beobachter  der  bemerkenswertesten  Erscheinungen 
nebät  iieu  Ortcu  der  Bcobaciituug  und  teilt  die  Ausichteu  über  ihro 
Erklärung  mit.  H. 

Kalender-Kartcu  für  die  Jahre  1800  — 1900.  Entworfen  von 
Prüf.  Dr.  V  c  1  i  X  M  u  11  er.  Berliu  1888.  Rudolf  üerUborg.  Format 
10  X  7  ctm.  34  S. 

Die  Karten  geben  anf  kleinst  mdglichem  Baume  mit  geringst 
möglichem  Aafwande  von  Mtüie  fittr  jeden  Monatstag  jedes  Jahres  den 
Wocbenttg  und  für  jedes  Jahr  den  Ostertag.  Je  2  Nebenseiten  eut- 
balten  den  Kalender  aller  Jahre  von  gleichem  Cyklus:  links  findet 
man  die  Beziehung  zwischen  Monats-  nud  Wochentag ,  rechts 
die  Jahre,  denen  sie  gemeinsam  zukommt,  nebst  Ostortag.  Am 
Schlnsso  weist  ein  Register  jedem  Jahro  die  betreffende  Karte  zu. 

H. 


Astronomischer  Kalender  fOr  1889.  Nach  dem  Hnster  des  Karl 

TOn  liittrow'scheu  Kalendm  herausgegeben  von  der  k.  k.  Sternwarte. 
Nene  Folge.  Achter  Jahrgang.  Wien,  Carl  Gerold's  Sohn.  145  S. 

Die  Beilagen  zu  diesem  Jahrgange  haben  folgende  Gegenstände : 
I.  Nene  Planeten  und  Kometen..  IL  Bas  Chronodeik.  III.  Mars. 
IV.  üeborsicht  des  Planetensystems,  A)  Bahnelemonte  der  grossen 
Planeten,  B)  der  Satelliten,  G)  Yorzcichniss  der  Asteroiden,  alphabe- 
tisch und  nach  Ihrer  Eutdeckungszeit,  and  Ihre  Bahnelemente. 

H. 

Meteorologische  Zeitschrift.  Herausgegeben  von  der  üsterreichi- 
scheo  Gesellschaft  für  Meteorologie  und  der  deutschen  meteorologi- 
schen GesellBchaft.  Redigirt  von  Dr.  J.  Hann,  Wien,  Hohe  Warte, 
und  Dr.  W.  Köppen,  Hamburg,  Beewarte.  Fflnfter  Jabrgang  1888. 
(zngleich  XXIII.  Bd.  der  „Zeitschrift  der  Oesterreichischen  Gesell- 
Schaft  fOr  Meteorologie**).  Berlin,  A.  Asher  n.  Co. 

Der  5.  Jahrg.  enthält  folgende  Abhandlungen. 

Ferrari:  Beitr.  z.  Gewitterk.  Hann:  Bezieh,  zw.  Lnftdrnck 
U.  Temp.-Yar.  auf  Berggipfeln.  Woeikof;  Eiufl.  von  Land  und 
Meer  auf  d.  Lufttcmp.  Weber:  Photometr.  Beob.  während  d.  Son- 
nonfinst.  1887.  Wild:  Regenvcrh.  d.  rnss.  Reichs.  Ekholm:  Abi. 
einer  period.  Funct.  ans  einer  Reihe  .beob.  Grössen.   Meyer:  Ge- 
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Witterperioden.  Josse:  Leuchtcndo  Wolken.  Elster  u.  G eitel: 
Math.  d.  elekt.  Nat.  d.  atiuosph.  Niederschi,  zu  best.  Hanu:  Beob. 
an  d.  Polarstation  Point  Barrow.  Ekholm:  Metb.  für  Wolkenmess. 
Thirring:  Klima  vou  China.  Hann:  Biul»  auf  d.  Souueublick. — 
Die  False  Poiiit-Cyklone  1B85.  Sprung;  li;uifi<;k  heob.  Lufttemp. 
l'erlowitz:  Uuperiod.  Teinp.-xlcnd,  Höf  fing  er;  Isord-  u.  OstfoliU. 
Köppeo:  Hann,  Verteil  d.  Luftdracks  Aber  Mittel-  und  Sttdeoropa. 
Woeiköf:  Klimatol.  Fragen.  Raulin:  Kegcuverliftltn.  von  Ungarn. 
Liznar:  J&hrl.  Gang  d.  magn.  Deel.  Bruckner:  Resolt  d.  mct 
Beob.  d.  deutscben  PolarBtationen  1882/3.  Schreiber:  Herleit 
«ahrer  Temp.  Mittel  ans  3  resp.  4  maligen  Beob.  Ezner:  Sein* 
tillation.  Walde:  Mtttl.  Wiodgeschwind.  in  d.  Ver.  Staaten.  Ar- 
rhenins:  Eiuflass  d.  Sounenstrabl.  auf  d.  elektr.  Erscb.  in  d.  Erd- 
atm. Oberbeck:  Beweg. -Ersch.  d.  Atmosph.  Helmhoitz:  At> 
mosph.  Beweg.  Hill:  Jährl.  Schwauk.  d.  Barem,  in  Indien.  Loo- 
mis:  Barom.  Max.  uud  Min.  Woeikof:  Klima  d  Ben.  Nevis  in 
NW.  Schottland.  Frölich:  Gesetz  d.  Absorpt.  d.  Sonnenwarine  in 
d.  Atm.  —  Beweg,  d.  Cyklonen  u.  Anticykl.  im  Nov.  18^^  in  d. 
Umgeb.  d.  nordatlant  Oceaus.  Sübucke;  Gewitterclektr.  u.  gc- 
wöhnl.  Lnftclektr.  Hann  n.  Liznar:  Beob.  Erg.  d.  norw.  Polarst. 
Bosseküpp-Alten.  Kleiber:  AbruuciuugsfebJer  moteor.  Zahlen. 
Mttller-Erzbach:  Best.  d.  Durchschn.  TcDip.  darch  d.  GeiHcht 
von  verdampfter  Flflss,  Sprang:  Vertic-Abnahme  d.  Luftdrucks  o. 
d.  Temp.  Köppen:  Geitalt  d.  Isobaren  in  ihrer  Abhftng.  von  See- 
höhe  u.  Temp.  Yerteil.  H. 


Yermisclite  Schriften. 

Bulletin  de  la  Societö  Matli^matique  de  France.  Public  par  les 
Secr^taires.  (Red.  G.  Humbert.)  Tome  XVL  Paris  1888.  Au  si^e 
do  la  Societe. 

Der  IG.  Band  enthält  folgende  Abhaudiuugen. 

G.  Kueuigs:  Der  Ort  der  Pole  ciuer  an  Kegelschnitten,  die 
auf  eine  Steiner'scbe  Fläche  gex^ehnet  irind,  festen  Ebene  ist  eine 
andre  Stdner'sche  Fläche. 

Jssoly:  Nene  Ptindpien  der  Theorie  der  Congrueozen  von 
Geraden. 

R.  Ferrin:  Ueber  die  Identität  der  Peninvariauten  der  binären 
Formen  mit  gewissen  Fnnctioneu  der  unilateralen  Derivirten  dieser 
Formen. 
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T.  J.  Stieltjes:  lieber  eine  Voraiigemeiaerung  der  Formel  der 
endlichen  Incremonte. 

A.  Poll  et:  Approximative  Teilung  eines  Kreisbogens  in  ge* 
gebencm  VerhältDiss  mit  Hülfe  der  Regel  des  Zirkels. 

Bioche:  Ueber  die  lü uuiüiungslinien  gewisser  Kogelflächen. 

Delannoy:  Ueber  die  Dauer  des  Spieles. 

E.  CfttaUn:  Yeracbiedene  Sitze  und  Aufgaben. 

J.  R^veiUe:  U^er  einen  Sau  der  kinematischen  Geometrie. 

y.  Jamet:  Ueber  das  Genas  der  triangnlftren  ebenen  Garven. 

Fabry:  ZmraclEfflhrimrkeit  der  linearen  Differentialgleicbangen. 

do  Presle:  Ueber  die  Entwickelang  von  cot«  in  eine  Beihe 
Ton  Brüchen.  —  Successive  Derivirto  einer  ganzen  Potens  einer 
Function  1  Yariabeln ;  dito  einer  Function  nebst  Anwendnng  aaf  die 
Beßtimmung  der  bernoulliscLeu  Zahlen. 

Williot:  Einfachstes  Verfahren  der  Bereehuang  der  bernoulli- 
schen  Zahleu. 

Rouch6:  Bemerkungen  in  Antwort  auf  eiue  Ivote  von  Delannoy. 

C.  A.  Laisant:  Arithmetische  Bemerkungen  über  die  zusam- 
mengesetzten Zahlen.  —  Ueber  ein  System  zweier  ebenen  Curven. 
—  Ueber  die  factorielle  Zählang,  Auweuduag  auf  Permutationen. 

Weil:  Ueber  eine  Eigenichaft  der  Systeme  ^ner  Carren. 

£.  Lern  eine:  Goordinaten^steme,  welche  am  einltchsten  einen 
Pankt  durch  Gonstmction  bestimmen. 

M.  d'Ocagne:  Üebor  die  Han^jsteme  von  Peninvtrianten  einer 
linearen  Form.  H. 

Annales  de  la  Faciiltö.  des  Sciences  de  Toulouse,  ponr  les  sci- 
enccs  math^matiques  et  les  scieuces  physiques,  publiees  par  un  co- 
niitd  de  rödaction  compose  des  professenrs  dos  mathömatiques,  de 
physique  et  de  cliimie  de  la  Faculte.  Sous  les  auspices  du  Mini- 
störe de  l'iustruction  publique  et  de  la  Monicipalit^  de  Toulouse 
avec  le  concours  des  Conseils  Geueraux  de  la  Haute-Garoune  et  des 
Hautes-Pyr^aees.  Tome  IL  Ann6o  1888.  Paris,  Gauthier- Yillars 
et  ils. 

Der  3.  Band  enthält  folgende  Abhandinngen. 

Gh.  Bioche:  Ueber  die  asymptotischen  Linien  gewisser  wind- 
schiefer Flächen. 

P.  ?ainleT6:  Ueber  die  singnlaren  Linien  der  analytischen 
Functionen. 

Rermite:  Bemerknngen  über  die  Zerlegung  der  doppolt  perio- 
dischen Fnnctionen  in  einfache  Elemente.  -  Ueber  die  Transfor* 
mation  des  Integrals  2.  Gattung. 

F.  Tisserand:  Ueber  eine  Differentialgleichung  2.  Ordnung, 
welche  iu  dor  üimmelsmechauik  eine  wichtige  Rolle  spielt 


Digitized  by  Google 

I 


14 


LiUtrariad^  BtrUAt  XXJX. 


B.  Baillaud:  Ergänzende  Uutersucliaiigeu  über  die  £ntwidce-* 
lang  der  Störungsfunction. 

G.  Kooniga:  Beiträge  zur  Thedrie  des  Kreises  im  Räume. 

F.  J.  Stieltjes:  Ueber  die  lineare  Transformation  des  ellipti- 
schen Differentials  dx  :  y  X. 

A.  Destrcm:  Verdrängang  des  Kupfers  durch  Ziuk  uud  Cad- 
mium  iu  einigen  Lösungen  von  Kupfersalzen. 

F.  Du  he  in:  Hittorische  Sttdie  über  die  Theorie  der  Magneti- 
shrung  durch  Influenz.  H. 

Yerslagen  en  Mededeelingen  der  Koninklgke  Akedemie  vuä 

Weetenschappen.    Afdeeling  Natnurkunde.    Derde   reeks.  fierde» 
Vierde  deol.   Amsterdam  1887.  1888.   Johannes  Malier. 
Der  3.  Teil  enthält  2  mathematische  Aufsätze  von 

P  H.  Seil  oute:  Ucbcr  eine  enge  Bnziehung  zwischen  dem  Bro- 
caril'schen  Wiukel  und  BroearJ'scheu  Kreise.  —  Allgemeine  Begel 
für  die  Bahnform  und  Dauer  der  centralen  Bewegung. 

Der  4  Teil  enthält  die  folgenden. 

F.  J.  van  den  Berg:  Ucbcr  die  graphische  Auflösung  eines 
Systems  liuearei'  Gleichungen. 

J.  de  Vries:  Quadrupelinvolutionon  auf  biquadratiachen Cnirveo. 

Ansswdem  verBchiedenes  G^scbichtlicbes  von  D.  Bierens  de 
Haan  nnd  D.  J.  Eorteweg.  H. 
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und  physikuiibcJie  Bibliographie. 

XXIV. 


CteseUelite  4er  Hatheiiiatik  und  Physik. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  1883.  Dargest.  v.  der  phy- 
sikal.  Gesellschaft  zu  Berlin.  i\9.  Jahrg.  1.  Abth.,  enth.  Phj'sik  der 
Materie.    Rod.  v.  1*.  Iiosorhatius.    Berlin,  G,  Reimer.    9  Mk. 

Graf,  J.  IL,  Gesühichte  der  Mathematik  u.  der  Naturwissen- 
Bchafteu  in  bernischen  Landen  vom  Wiederaufbtfthon  der  Wissen- 
schaften bis  in  die  neuere  Zeit  2.  Eft.  Das  XVII.  Jahrliaadert. 
Bern,  Wyss.  1  Mk.  20  Pf. 

Jahrbuch  ab.  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begründet  t* 
G.  Ohrtmann.  Unter  bes.  Mitwirkg.  t.  F.  Maller  n.  A.  Wangertn, 
hrsg.  V.  M.  Ilcnoch  u.  E.  Lampe.  18.  Bd.  Jahrg.  1886.  2.  Hft. 
Berlin,  G.  Reimer.  8  Mk. 

Methode  und  Prineiplea. 

Bülzauu's,  Ii.,  Puradoxieu  ti.  Uucndlicheii,  hrsg.  aas  dem  schrift- 
lichen Nachlasse  des  Verfassers  v.  F.  Pi^ihonsky.  2.  Afl.  Berlin, 
Majrer  &  M.  3  Mk. 

Miller-Hanenfels,  A.  Bitter  v.,  Richtigstellnng  der  in  bis* 
heriger  Fassung  unrichtigen  mechanischen  W&rmetheorie  und  Grund- 
zUge  einer  allgemeinen  Theorie  der  Aetherbewegungen.  Wien, 
Manz*Bcher  Hof-Terl.  4  MIl  80  Pf. 

Zimmermann,  W.  F.  A.,  Naturkrftftc  u.  Naturgesetze.  4.  Afl. 
Bearb.  u.  hrsg.  v.  B.  Dttrigen.  23.->-2ö.  Lfg.  Berlin,  Dttmmler's 
Verl.  50  Pf. 

Lelirbücber. 

Otto,  C.,  u.  H.  Diesen  er,  Lehrbuch  der  gesammten  niederen 
Mathematik,  ö  Hfte.  Halte,  Hofstetter.  11  Mk.  80  Pf.;  in  2  Bde. 
geb.  18  Mk.  50  Pf. 
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Baur,  L.,  Kesultate  nebst  Autlösuugeu  u.  Erlänterungeu  zu  den 
ftrithmetischen  Aa^aben  f.  Lehrer  etc.  Stattgart,  J.  F.  Steinkopf. 
Kart  2  Mk. 

Borth,  K  F.,  die  goometrischen  Konstroktionsanfgaben  f.  den 
Schnlgebranch,  methodisch  geordnet  u.  in.  einer  Anleitg.  zum  Auf- 
lösen dereelbeD  versehen.  5.  Afl.  Leipzig,  Fnes*  Verl.  1  Mk. 
eO  Pf.;  geb.  l  Mk  80  Pf. 

Brenner,  A.,  Hesultatc  nebst  Auflösungen  n.  Erlftntemngen 
zu  den  methodisch  geordneten  Aufgaben  f.  das  theoretische  u.  prak- 
tische Rechnen.  1.  Ti.  3.  Afl.  üegeusbarg,  Coppenrath.  1  Mk. 
20  Pf 

Kley  er,  A.,  vollständig  gelüste  Auf^^aben-Sam inlang  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst  etc.  500. —  ö27.  üft.  Stattgart,  Maier. 
ä  25  Pf. 

Kniess,  K.,  u.  0.  Bachmann,  Aufgabcusammluug  f.  das  Rech- 
nen m*  bestimmten  Zahlen,  bearb.  unter  besoud.  Beracksicht.  d.  f. 
Latelnscbnlen  Torgeschriebenen  Lehrpcnsnms.    Manchen ,  Kellorer. 
1  Mk.  60  Pf. 

Beeb,  W.,  algebraisches  Uebangsbncb  mit  einleitenden  Fragen, 
eingereihten  Sätzen  n.  Regeln,  sowie  ausgeführten  Masterbeispielen. 
3.  Afl.  Glessen,  Both.  1  Mk.  60  Pf.;  Auflösungen  dazu.  80  Pf. 


Tabellen. 

August,  E.  F.,  vollständige  logarithmische  u.  trigonometrische 
Tafeln.  16.  Afl.,  besorgt  y.  F.  Augost.  Veit  <fc  Co.  Geb.  1  Mk. 
60  Pf. 

Arlfhmetiky  Algebra  nnd  reine  Analysts* 

Büttner,  A.,  Kopfrechenschnlo.  1.  Tl.  Leipzig,  Hirt  ^  8. 
1  Mk.  25  Pf 

E  s  c  h  e  r  i  c  h ,  G.  T.,  zur  Theorie  der  zweiten  Variation.  Leipzig, 
Preytag.  40  Pf. 

Gauss',  C.  F.,  Untersuchungen  üb.  höhere  Arithmetik.  Dentsch 
hrsg.  V.  H.  Maser.    Berlin,  Sprin^^er.    14  Mk. 

Gegenbauer,  L.,  üb.  diejenigen  Theiler  einer  ganzen  Zahl, 
welche  e.  vorgeschriebcuo  Grenze  überschreiten.  Leipzig,  l^reytag. 
30  Pf. 
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Gegenbaucr,  L.,  Aber  windschiefe  Peteiminaiitea  höheren 
BaDgos.   Ebd.   60  Pf. 

Lie,  S.,  e.  FuQdamentalsatz  in  der  Theorie  der  nnendlichen 
Gruppen.    Chi  istiania,  Dybwad.   35  Pf. 

Mertens,  F.,  e.  Beweis  d.  Fundameutalsatzes  der  Algebra. 
Leipzig,  Frey  tag.   40  Pf. 

Michaelsen,  A.,  d.  logarithmisclie  Greiwfali  der  hypergoome- 
üiäcben  Differentialgleichung  /<-Oiduuug.  Kiel,  Lipsius  &  T. 
1  Mk.  20  Pf  . 

Steinhäuser,  A.,  die  Lehre  Ton  der  An&tellnng  empirischer 
Formeln  m.  Hilfe  der  kleinsten  Quadrate.  Le^sig,  Tenbner.  8  Mk. 

Wirtinger,  W.,  Beitrag  sor  Theorie  der  homogenen  linearen 
Differentialglädinngen  m.  atgebraischen  Relationen  zwischen  den 

Fnndamentalintogralen.    Leipzig,  Freytag.   30  Pf. 

Zaiser,  G. ,  das  Speziesrechnen  u.  der  Brocbsatz.  Lehrbach 
znr  rationellen  Behaudlg.  d.  Rechen  Unterrichts  in  den  Oberklassen 
der  Volks-  u.  Mittelschulen.  Lchrcr-Asg.  Stuttgart,  Bonz  &  Co. 
Kart  2  Mk.  40  Pf.j  SchUler-Asg.  Kart.  45  FL 

Geometrie. 

Bieler,  A.,  Leitfaden  f.  den  Unterricht  in  der  Raumlehre  in 
gehobenen  Volks-,  Bürger-  u.  Mittelschulen.  Jena,  Mauke's  Verl. 
80  Pf. 

Glänzer,  K.,  die  Gegeukurveu  der  Kegelschnitte.  Hamburg, 
Herold,  Verl.  2  Hk.  60  Pf. 

Hofmiller,  0.,  Grnndzüge  der  orthogonalen  Projektion.  In 
Mappe.  Bamberg,  Bncbner.  3  Mk.  80  Pf. 
^     Koeltssch,  A.,  Grnndzage  der  Ranmlehre.  2.  Hit  Leipzig, 
Mersebntger.  60  Pf. ;  Einbd.  10  Pf. 

Koestler,  H.,  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  f.  höhere  Lehr- 
anstalten. 1.  Hft.  Kongruenz.  3.  Afl.  Halle,  Nebert.  Kart  1  Mk. 
25  Pf, 

Kuglmayr,  L. ,  üb.  Spiralen  u.  deren  Tangirnngs-Problem. 
Wien,  Spielhageu  &  Sch.   7  Mk. 

Mertens,  F.,  Beweis  der  Darstcllbarkeit  n-jend  e.  ganzen  in- 
varianten Gebildes  e.  binären  Form  als  ganze  Function  e.  geschlosse- 
nen Anzahl  solcher  Gebilde.    Leipzig,  Freytag.    20  Pf. 

Pelz,  C,  Note  zur  Abhaudiung:  „Ueber  die  Fucakurveu  d. 
Qaetelet**  Ebd.  40  Pf. 

Pnchta,  A.,  analytische  Darstellung  der  kttrzesten  Linien  auf 
allen  ahwickelbaren  FlAchen.   Ebd.  40  Pf. 

Yries,  J.  de,  flb.  d.  e.  Vierseite  harmouiscb  eingeschriehene 
Conflguration  18».  Ebd.  40  Pf. 
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Weyll,  der  ente  Uoterricht  in  der  Baamlehre.  Leipzig,  Fock. 
60  Pf. 

Trlgouomctrie. 

Conradt,  F.,  stufenmässige  Anordnung  d.  trigonometiischeo 
Lelintoffis  der  Gymnasien.  Ijeipsig,  Fock.  1  Mk. 

Praklisehe  CleomeMe»  Cteoditte^ 

Simon,  P.,  Gewichtsbestimmungen  f.  Seitenverbältniue  in  sche- 
matischen Dreiecksnetzen.  Veröffentlichung  d.  kOnigi.  prenss.  geodät. 
Instituts.    Berlin,  Staiikiewicz.   2  Mk.  50  Pf. 

Vcröffontliclning  des  königl.  preussischeu  geodätischen  Instituts. 
Polhöhenbcstiiiiniuiigeu  aus  dem  J.  18B6  f.  20  Stationen  nahe  dem 
Müridiao  d.  Brockens  vom  Harz  bis  zur  dänischen  Cirenzc.  Ge- 
legentlich ausgeführte  Polhöheu-  u.  Azimutbestimmungen  aus  den  J. 
1878  -  1884.   tbd.   10  Mk. 

Medianik» 

Brill,  A.,  Aber  die  redncirte  Besnltante.  Manchen,  Franz'seher 
Vorl.  40  Pf. 

Velde,  W.,  ttb.  e.  Spezialfall  der  Bewegung  e.  Punktes,  welcher 
T.  festen  Centren  angezogen  wird.  Kiel,  Lipsius  AT.   1  Mk.  60 Pf. 

Wolf,  M. ,  die  Differentialgleiebung  der  mittleren  Anomalie  u. 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Convergen/  in  der  Darstellung  ihres  In* 
tegrals.  Heidelberg,  Winter's  Univ.-Buchb.  l^Mk.  60  PI 

Technik. 

Fortachritie  der  Elektrotechnik.  Vierteljährliche  Hcrichte.  Hrsg. 
.  V.  K.  Strecker.    2.  Jahrg.  1888.    2.  litt.    Berlin,  Springer.    5  :^Tk. 
Pritsche,  W.,  die  Gleichstrom-Dynamomaschine,  ihre  Wirkungs- 
weise u.  Vorausbestimmung.  Ebd.   4  Mk. 

Optik,  AkosUk  nnd  Elasticität, 

Central-Zeitnag  f.  Optik  n.  Mechanik.  Bed.:  0.  Schnoider.  10. 
Jahrg.  1869.  Nr.  7.  Leipzig,  Oressoer     Sehr.  ViertelJ.  2  Mk. 

Einer,  E.,  ttb.  e.  Gonseqnenz  d.  Freenel'Hayghens'schen  Pria- 
cips.  Leipzig,  Freytag.  20  Pf. 

Koppe,  C,  die  Photogrammetrie  od.  Bildungskonst.  Weimar, 
Verlag  der  dtschn.  Photograpbeu-Zeitong.  6  Mk. 
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Stranbel,  R.,  ftb.  die  Berechnang  der  Franeiiliofcr^sdieii  Ben- 
gnngsenchdDaDgeii  durch  Randintegrale  m.  besond.  BerQcksichtigaog 
der  Theorie  der  Beugung  im  Heliometer.  Jena»  Pohle.  1  Mk.  60  Pf. 

Tamliri,  0.,  Berechniiag  d.  mechaniBcben  Lichtäquivalents 
ans  den  VerSBchen  d.  Herrn  Jolii»  Tfaoraeen.  Leijmt  Freytag. 
SO  Pf. 

Erd-  und  KtmmeltkiKde. 

Beobachtangen ,  magnetische,  d.  Tifliser  physikalischen  Obser- 
vatoriums im  J.  1886  —  1887.  Hrsg.  v.  J.  Mielborg.  Koasisch  a. 
deutsch.    St.  Petersburg,  Eggers  &  Co.   4  Mk. 

Brogch,  Fb.,  Bahnbestimmuug  d.  Kometen  1867.  lU.  Leip- 
zig, iMeytag.    50  Pf. 

Hann,  J.,  Untersnchnngen  ttb.  die  tägliche  Oscillation  d.  Ba- 
rometers. Ebd.  4  MIc. 

Holet  sehe  1c,  J.,  Bahnbestimmiing  d.  Planeten  (118)  Peitho. 
3.  Tl.  Ebd.  80  Pf. 

Jahibneh  der  meteorologischen  Beobadbtangen  der  Wetterwarte 
der  Magdeburpi schon  Zeitung.  Hrsg.  v.  A.W.  Grfltzmacher.  Jahrg. 
VU.   1888.   Magdeburg,  Faber.   Kart.   6  Mk. 

Jerofeieff,  M.,  n.  P.  Latschinoff,  der  Meteorit  t.  Nowo- 
ürei.   St.  Petersburg,  Eggers  &  Co.    G  Mk. 

Koukoly,  N.  v.,  Beobachtungen,  angestellt  am  a8trü])bysikali- 
schcn  Observatorium  in  O'Gyalla  (Ungarn).  10.  Bd.,  enth.  Beobach- 
tungeu  vom  Jahre  1887.    Halle,  Schraidt's  Verl.   5  Mk. 

Krebs,  A.,  Beiträge  zur  Kcuntnisa  u.  Erklilruug  der  Gewitter- 
Erscheinungen  auf  Grund  der  Aufzeichnungen  über  die  Gewitter 
Hamburgs  in  den  J.  1878—1887.  Stuttgart,  Maier.  1  Mk.  50  Pf. 

Kachricbten,  astronomische.  Hrsg.:  A.  Kraeger.  131.  Bd. 
(24  Nrn.)  29r.  1.  Hamborg,  Manke  S.  prcplt.  15  Mit. 

Niesst,  G.  «b.  das  Meteor  vom  S2.  April  188&  Wien, 
Holder.  1  Mk.  60  Pf. 
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Litterarischer  Bericht 

XXX. 


G-eometrie. 

Einführung  in  die  neuere  analytische  und  synthetische  Geome- 
trie.   Für  das  Selbststudium  leichtverständlich  ausgearbeitet  von 
Dr.  H.  Kaiser  in  Diebarg.    Mit  83  Holzschnitten  im  Text  und  3 
-  lithographirten  Tafeln.   Wiesbaden  1887.   J.  F.  Bergmann.   190  S. 

Der  gesamte  Inhalt  des  Buches  zeigt,  dass  dasselbe  eine  Ein- 
führung in  die  neuere  synthetische  Geometrie  ist,  weit  entfernt  von 
der  aualytischen  Geometrie  eine  Idee  zu  geben  oder  dieselbe  irgend- 
wie zu  berühren.  Die  weiter  gehende  Behauptung'  auf  den  Titel  ist 
umso  ausdrücklicher  zurückzuweisen ,  weil  die  unbegrenzte  Ausdch- 
iiiiui,^  der  synthetischen  Geometrie  leicht  die  ganze  Universitätszeit 
III  lifschlag  nimmt,  während  dio  Studirenden  von  der  Existenz  der 
wiikiiciieu  aualytischeu  Geometrie  keine  Abiiung  habou  und  durch 
jene  anmassende  Aassage  beständig  im  Irrtum  erhalten  werden.  Die 
gcgcuwäi  tige  Bearbeitong  macht  freien  Getoauch  von  Coordinatan  in 
jeder  zweckdienlicheB  Form,  verbindet  al«o  Bechnimg  und  rttnmUche 
Betrachtaag.  Die  Berechtigimg  der  synthetiBchen  Geometrie  dies  za 
tan  kann  niemand  bestreiten,  ihre  Name  selbst  weist  anf  die  Tätig- 
keit hin.  Aach  der  Aosfall  der  vorliegenden  Lehre  zeigt,  dass  durch 
Zuziehung  des  Rechnens  keine  abweichende  Theorie  entstanden  ist 
Was  dagegen  der  Verfasser  in  den  dem  Buche  vorangestellten  »,ge- 
nerellen  Bemerkungen''''  über  das  Verbältuiss  der  synthetischen  und 
analytischen  Methode  sagt  —  sie  verhielten  sich  wie  Haudarbeit 
(resp.  Kopfarbeit)  und  Maschinenarbeit  —  ist  lächerlich  entstellend. 
Die  Erfindung  einer  Maschine  setzt  voraus,  dass,  was  sie  leistet, 

Anh.  d.  lUtk.  a.  Pkji.  8.  B«Um»  T«U  TUL  2 
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bereits  bekannt  ist.  Durch  sie  wird  also  nie  ein  mathematisches 
Problem  gelöst,  und  die  Lösung  von  Problemen  ist  doch  stets  das 
Ziel  des  analytischen  Verfahrens.  Jene  Aeusserung  documeutirt  dem- 
nachf  dass  der  Verfasser  von  den  gesamten  erfolgreichen  analytischen 
Wegen  nichts  weiss.  Es  ist  wahr,  dass  die  analytische  Forschung 
von  dem  aus  ihr  hervorgegangenen  Apparate  iu  weit  grösserm  Um- 
fange Nutzen  zieht  als  die  synthetische  und  ihn  nicht  eutbchren 
kann  irie  letstere;  doch  bat  derjenige  kein  Recht  tther  das  Wesea 
der  analytisclien  Methode  aa  nrteilen,  der  nicht  beachtet,  wozu  ihr 
der  Apparat  dient:  das  sie  nändich  mittelst  seiner  die  Probleme  so 
umgestaltet,  dass  Bekanntes  und  gesnchtes  gesondert  nnd  in  sieht- 
Uehe  Beziehung  gesetzt  wird.  Die  generelle  Bemerknng  schliesst  mit 
dem  Besultatc:  Keine  der  beiden  Methoden  macht  die  andere  ent- 
behrlich. In  dem  Sinne,  in  dem  es  hier  gesagt  wird,  ist  das  Urteil 
hinfällig  und  bedeutungslos:  doch  kann  man  auch  bei  richtiger  Auf- 
fassung das  gleiche  aufstellen  t  was  auf  analytischem  Wege  ver(?eb- 
lich  gesucht  worden  ist,  kann  manchmal  auf  synthetischem  ^Vege 
angesucht  entdeckt  werden.  Am  Schlüsse  der  Bemerkungen  stellt 
der  Verfasser  als  wichtigste  Factorcn  der  neueren  Geometrie  auf: 
1)  die  abkürzende  Symbolik,  2)  das  Priucip  des  Dualismus,  3)  die 
Projectivitätslchro  —  und  erklärt  sie.  Die  ilaupiubäcliuitte  des 
Buches  sind:  gerade  Lüiie  und  Punkt;  Strahlenbaschel  und  Pnnkt- 
reihen;  die  Kegelsdmitte  im  allgemeinen.  H. 

Geometrie  der  Bewegung  in  synthetischer  Darttellnng.  Ton 

Dr.  Arthur  Schoen flies,  Privatdocent  der  Mathematik  an  der 
Universität  Göttingen.  Mit  Figuren  im  Text  Leipzig  1886.  B.  6. 
Tenbner.  194  S. 

Nach  Aussage  des  Verfassers,  deren  Richtigkeit  wol  keinem 
Zweifei  unterliegt,  ist  dies  die  erste  rein  geometrische  Bearbeitung 
der  Kinematik  und  hat,  sofern  sie  einen  deutlich  begrenzten,  funda- 
mentalen Teil  derselben  vollständig  als  gesclosseues  Ganze  behan- 
delt, Anspruch  darauf  eine  wesentliche  wissenschaftliche  Leistung 
genannt  zu  worden.  Dass  es  überhaupt  m5glich  ist,  ohne  alle  Zu- 
ziehung der  Qnantit&t,  die  Reihe  yon  Sätzen  zu  entwickeln,  welche 
die  Theorie  der  Abbftngigkeit  der  Bewegungen  in  sich  enthalten, 
gibt  hinreichende  Aufforderung  den  directen  Weg  zu  Tcrfolgen,  nnd 
die  Wahl  dieser  Methode  bedarf  keiner  weitern  Bechtfertigung. 
Allein  das  Urteil  des  Verisssers  greift  sogleich  dartiber  hinans,  in- 
dem es  das  Ausgehen  von  den  Geschwindigkeiten  (also  überhaupt 
den  Bestimmungsgrösson)  verwirft  mit  der  Behauptung,  dass  die  Ge- 
stalt und  die  Eigenschaften  der  durch  Bewegung  erzeugten  Kaum- 
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gebildo  nicht  von  ihnen  abhicnge.  Zur  Klarstelluug  ist  dreierlei  zn 
betonen.  Erstons  ist  die  Behauptung  unrichtig,  denn  die  Geschwin- 
digkeiten (uaturlich  die  relativen  der  Teile)  und  die  Erzeugnisse 
nach  Gestalt  und  Eigenschafton  bestimmen  sich  gegenseitig,  es  bleibt 
nur  die  Frage,  wie  mau  sie  aus  einander  findet.  Zweitens  sind  die 
Bcstimmungsgrösseu  kein  blosses  Hfll&mittol  der  Dedoction,  sondern 
ein  recht  wesentlich  zur  Theorie  gehöriges  Element  Da  der  Ver- 
fasser  im  Anlwge  des  Vonrorts  schlechthin  von  der  KineBatik  im 
gansen  redet,  gleich  nchher  aber  es  erschciaen  Iftsst,  als  ob  die  rein 
geometrischen  Resultate  dieses  Ganze  wären,  so  ist  es  wol  nicht 
flberflttssig  za  orinnern,  dass  die  so  erhaltenen  Gesetze  doch  nur  die 
eine,  nämlich  die  qualitative  Seite  der  Kinematik  darstellen.  Eonuten 
diese  Gesetze  ohne  Zuziehung  der  Quantitäten  auch  recht  leicht  und 
elegant  gewonnen  werden ,  so  würde  man  doch  die  vollständige  fun- 
damentale Kinematik  weit  einfacher  bei  stets  begleitender  Formel 
herleiten,  als  wenn  man  die  Quantitäten  erst  nachträglich  aus  den 
LagenvorhältuissoQ  berechnen  wollte.  Drittens,  wenn  es  sich  um 
Vorzüge  der  einen  und  andern  Methode  handelt,  so  hat  sich  die  reiu 
geometrische  bloss  einen  Mangel  aus  Maxime  selbst  auferlegt:  sie 
kann  das  Erkannte  nicht  depouireu;  sowol  der  Forschende  als  auch 
der  Lernende  ist  genötigt  die  ganze  Geistesarbeit  des  Yorstellens 
dauernd  nnd  Immer  von  nenem  zn  TOllziehen;  die  Schöpfungen  bleiben 
stets  Privateigentum  des  Erzeugers,  nnd  wer  sie  fortsetzen  will,  muss 
grössere  Gaben  besitzen  als  seine  Vorgänger.  Die  ordnenden  Gc 
sichtspunkto,  welche  Uber  das  L^enverhältniss  der  Gonfigurationen 
Licht  verbreiten,  kommen  der  rein  geometrischen  Betrachtung  nicht 
ausschliesslich  zu:  wer  sie  findet,  hängt  von  der  Begabung  des  Autors, 
nicht  von  der  Methode  ab,  ihr  Gebrauch  aber  kommt  der  Unter- 
suchung in  jeder  Form  zugute. 

Der  Fortschritt  in  der  Entwickelung  der  Theorie  der  Bewegung, 
unter  welcher  durchgängig  die  Lagenänderung  in  sieh  unver&nder- 
lieber  Systeme  verstanden  wird,  ist  der,  dass  zuerst  die  Bewegung 
ebener  Systeme  in  ihrer  Ebene,  dann  die  Bewegung  eines  räumlichen 
Systems  um  einen  festen  Punkt,  endlich  mit  Ausschluss  beider  Spe- 
cialitäten  die  Bewegung  eines  Raumes  im  andern  zur  Behandlung 
gelangt  H. 

Die  Geometrie  der  Lage.  Vorträge  von  Dr.  Theodor  Reye, 
o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Strassbnrg  i.  E. 
Erste  AbtbeUnag.  Mit  83  Holzschnitten  im  Text.  Dritte,  vermehrte 
Auflage.  Leipzig  1886.  Baumgärtner.  248  a 

Die  bedeutende  Vermehrung  besteht  zuuacliät  in  der  schon  iu 
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der  2.  Auflage  gcscheheDon  Hinzofügung  einer  Sammlung  von  Aufgaben 
und  liOlirsätzen,  deren  Zahl  in  der  3teu  auf  223  gestiegen  ist. 
Aussenlein  sind  aber  auch  neue  Untersuchungen  und  rein  geometri- 
sche Beweise  fUr  bekannte  Sätze  hinzugekommen  Anzuerkennen 
ist  die  Achtsamkeit  auf  den  im  Vorwort  hervorgehobenen  Umstand, 
dass  das  Erlernen  dieses  Wissenschaftszweiges  bedingt  ist  durch  ciu, 
das  gewöhnliche  Mus  fihersteigcndes ,  daher  von  jedem  Einzelnen 
besonders  m  pflegendes  Vorstellnngsvermögeu,  welches  nicht  mit  dem 
Lehrstoffe  flberliefert  wird  —  eine  irrige  Tomnseetning,  die  meistens 
stillschweigend  gemacht  zn  werden  seheint  Der  Veifaster  ist  daranf 
bedacht  das  Tennögen  dnrch  Uebnng  za  veigrOssern.  Das  Bach 
enthält  in  15  Vorträgen:  die  Methode  des  Projicirens  und  Schneidens, 
die  6  Gruodgebilde  der  neuern  Geometrie;  unendlich  ferne  Elemente, 
das  Beziehen  der  Grundgcbilde  auf  einander^  das  Princip  der  Dua- 
lität, einfache  und  vollständige  wecke,  nseite,  «kante  u.  s.  w.;  das 
Beziehen  der  letzteren  auf  einander,  harmonische  Gebilde;  projective 
Verwandtschaft  einförmiger  Grundgebilde;  Curven,  Btischel  und  Kegel 
2.  Ordnung;  Folgerungen  aus  den  Sätzen  von  Pascal  und  Brian- 
chon;  Pul  und  Polare  in  Bezug  auf  Curven  2.  Ordnung;  Durch- 
messer und  Axen  der  Curven  2.  Ordnung,  Gleichungen  derselben; 
Bx^lscharen  mtd  Begelflftchen  2.  Ordnung;  projective  Verwandt- 
schaft yon  Elementargebilden;  Involntionon;  metrische  Belationen 
von  Involntionen,  Brennpunkte  der  Corren  2.  Ordnung;  Anfgahen 
2.  Grades,  imaginSre  Elemente;  Hanptaxen  und  Symmetrie-Ebenen, 
Focaiaxen  nnd  cykliscbe  Ebenen  eines  Kegels  2.  Ordnung.  Es  folgen 
Constmctionsanfgahen  nnd  Lehrsätze.  H. 


Freie  Perspektive  (centrale  Projektion)  in  ihrer  Begründung 
und  Anwendung  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse  höherer 
Lehranstalten  und  das  Selbststudium.  Von  Dr.  Gustav  Ad.  V. 
Peschka,  k.  k.  Regierungsrat,  ordentl.  Professor  der  darstellenden 
Geometrie  und  des  konstruktiven  Zeichnens  an  der  k.  k.  techni- 
schen Hochschule  in  Bruuu;  Inhaber  der  k.  k.  grossen  goldenen 
Medaille  für  Wissenschaft  und  Kunst  und  des  goldenen  Verdienst- 
kreuzes  mit  der  Krone,  Kitter  mehrerer  hoher  ürJeu.  Zweite,  voll- 
ständig umgearbeitete  and  vermehrte  Auflage.  Band  I.  Mit  XIII 
lithographischen  Tafeln.  Leipzig  1888.  Baumgärtner.  336  S. 

Das  Bneh  xeichnet  sich  dorch  nngemeine  Grttndlichkeit  nnd 
Ausführliebheit  aus.  Exacter  Ansdmck  ist  mit  Fleiss  beobachtet 
In  der  ersten  Auflage  war  die  Anwendung  der  neuern  qmtiietischen 
Geometrie  grundsätzlich  ausgeschlossen  worden,  in  der  zweiten  hat 
eine  völlige  Umarbeitnng  derart  statt  gefanden,  dass  sie  die  neuem 
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Methoden  aafuimmt  nnd  in  dieselben  einführt.  Der  I.  Abschnitt  be- 
handelt die  Grundzüge  der  Contralprojection.  Nach  eiuli  itcridpr  Er- 
läuterung der  Sache  und  der  allgemeinen  Anordnungen  sind  die 
Gegenstände:  die  fuiidamcuUleu  Beziehungen  zwischen  Puuktcn,  Ge- 
raden und  Ebenen  uud  hierauf  bezügliche  Constructionen  ^  Beziehungen 
swiscken  Pnnktea,  Geraden  and  Ebenen,  welcbe  von  Längen-  nod 
WinkelgrOssen  abhängig  sind.  Der  II.  Abschnitt  behandelt  die  Ele- 
mente der  prcjectiTiscben  Geometrie,  nod  zwar:  Allgemeines;  Cor- 
Ten  2.  Grades  ato  projectivische  Erzengnisse  \  coUineare  Verwandt- 
schaft zwder  ebenen  Systeme  nnd  deren  apecielle  Formen ;  Aiiigaben 
in  centralprojectivischer  Oaratellung  mit  Benutzung  projcctiTiscber 
nod  coUinearer  Constructloneu.  Der  III.  Abschnitt  Transformationen 
centralprojectivischer  Bilder.  Der  IV te  aus  Ebenen  zusammongesctzte 
Gebilde,  und  zwar  das  Dreikant;  die  I)arstellung  durch  Polygone, 
Polyeder,  ihre  ebenen  uud  gegenseitigen  Schnitte,  Der  2.  Baad  ioll 
den  krummen  Flächen  gewidmet  sein.  H. 

Behandlung  der  Kegclscbuitte  mittels  Linienkoordinaten.  Von 
"Dr.  H.  Willig,  Kealgymnaaiallehrer  zu  Mainz.  Wissenschaftliche 
Beilage  zum  Programm  des  Grossherzolichen  Realgymnasiums  und 
der  Realschule  zu  Mainz.    Herbst  1888.    Mainz.   48  S. 

Das  Vorliegende  teilt  in  elementarer  Horleitung  die  Theorie  der 
Liniencoordinaten  und  ihrer  Anwendung  auf  die  Elemente  der  Kegel- 
Bchnittslehre  zur  Einführung  in  das  Studitim  derselben  mit.  Der 
Verfasser  emiiliuhlt.  einige  Teile  davou  schon  auf  der  Schule  zur 
Verwendung  zu  bringen.  Dem  werden  wol  Wenige  beistimmen;  die 
Betrachtungsweisen  zu  vervielfältigen,  wo  kaum  Gelegenheit  ist, 
die  Bedeutung  der  Coordiiiaitu  in  eiuer  Form  kennen  zu  lernen, 
möchte  doch  gewiss  in  pädagogischer  Hinsicht  das  AUcrunveruüuf- 
tigste  sein  nnd  alle  Orientiruag  vereiteln.  Nach  einer  Einleitung, 
welche  die  nötigen  Anordnungen  darlegt,  sind  die  Gegenstände  der 
Schrift:  Transformation  der  Liniencoordinaten,  der  Kreis,  die  Pa^ 
rabel,  die  Ellipse,  die  Hyperbel,  Durchmesser  der  Kegelschnitte, 
andere  Formen  itlr  die  Gleicbnogen  der  Ellipse  nnd  Hyperbel,  Dis- 
eussion  der  allgemeinen  Gleichung  2.  Grades.  H. 

Bing 's  Kroiswiukel.  Ein  Beitrag  zur  Quadratur  des  Kreises. 
Rodigirt  you  Begierungsbauführer  Dorst.  Dureu  (Rheinland),  Carl 
Scfaifflcher  n.  Schttll. 

Das  so  benannte  Instrument  ist  ein  Lineal  in  Form  eines  recht- 


winkligen Dreiecks  mit  einem  Winkel,  dessen  Cosinus 


ist. 
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In  der  vorliegenden  kleinen  Schrift  sind  24  Constrnctionsanfgaben 
autgcführt,  die  AuflösuDgco  mittelst  des  lustrumonts  nebst  den  Fi- 
guren dabei.  H. 


Netze  zum  Anfertigen  zerlegbarer  Krystallmodelle.  Vou  Dr. 
W.  Waege.   Berlin,  ß.  Gaertncr. 

Die  Modolle  sollen  die  ZurUckfilhrang  der  Krystallformen  auf 

die  einfachen  Grundformen  Jurcli  Zusammensetzung  aus  Stttckeil 
darstellen.    Sie  sind  für  den  Gebrauch  in  der  Schule  bestimmt,  ond 

es  wird  gezeigt,  wie  die  Schtllcr  sie  aus  Cartonpapier  selbst  anfer- 
tigen können.  Ucbcr  das  Zusammenhalten  der  Teile  beim  Gebrauche 
ist  nur  sehr  wenig  gesagt,  woraus  sich  ein  allgfuicines  Verfahren 
nicht  wol  entnehmen  lässt;  es  scheint  dies  für  jede  Krystallform 
eine  besondere,  nicht  leichte  Frage  zu  sein.  Nach  einigen  Bemer- 
kungen Uber  die  Aulertigung  der  Modelle  werden  14  zusammenge- 
setzte Krystallformen  beschrieben.  H. 


Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  J.  Vonderlinn,  Privatdocent  an  der  technischen  Hoch- 
scbnle  in  Mflneben.  Erstes  Bnch:  Das  Projectionszeiclinen.  Statt- 
gart 1868.  Jnlins  Maier. 

Die  Lehre  vom  Projeetionszeicbnen  wird,  zumteil  in  Frage  niid 
Antwort  auf  3  Spalten,  znmteil  anch  ohne  Fragestellung,  mit  neben- 
stehenden Figuren  Torgetragen.  H. 

Verlag  von  Modellen  fflr  den  höheren  mathematischen  Untere 
rieht  von  L.  Brill  in  Darmstadt 

Aus  der  16.  Serie  sind  bemerkenswert  die  Modelle  zur  Lehre 
vou  den  confocalen  Flächen  2.  Grades,  welche  sich  an  die  von  E. 
R.  Noovins,  Professor  an  der  Universität  Ilelsingfors,  gestellte 
und  in  einer  Abhandlung,  Acta  Socictatis  Scicutiarum  Feuuicao  XV., 
gelöste  Aufgabe  auschliesseu:  Wie  muss  ein  Ellipsoid  beschaffen  sein, 
damit  dessen  Oberfläche  durch  seine  Hauptschnitte  und  eine  end- 
liche Anzahl  seiner  Erttmmangslinien  in  krummlinige  Vierecke  ge* 
teilt  werden  fcOnnen,  welche  Amtliche  in  Rficksicht  auf  eine  conforme 
Abbildung ,  bei  der  den  Erttmraungslinien  Gerade  entsprechen,  Qua- 
draten so  nahe  als  möglich  kommen?  Hierzu  hat  der  Verfasser  selbst 
Modelle  angefertigt.  Das  erste  stellt  ein  Ellipsoid  mit  3  Haupt- 
schnitten und  18  Krttmmungsliuien  dar.  Jeder  Octant  wird  durch 
4  Krfimungslinien  der  einen  und  5  Krümmungslinicn  der  andern 
Schar,  bzhw.  den  oin  und  zweischaligen  Hyperboloiden  entsprechend, 
in  30  solche  Bogeuvicrccke  zerlegt.  H. 
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Elemente  der  mathematischen  Krystallographie  in  ncncr  leicht- 
fasslichor  Darstellung.  Nach  den  Vorträgen  von  Johann  Krcj^i, 
Professor  au  der  k.  k.  böhm.  Karl-Ferdiaaud'schen  Universität  in 
Prag  herausgegeben  von  Friodrieh  Kttzer.  Leipzig  1887. 
Wilhelin  Opetz.   314  8. 

Die  Darstellung  ist  eine  analytisch  geometrische,  welche  vom 
vollständigen  System  der  Krystallformen  ausgeht,  dieses  tibersicht- 
lich ordnet,  dann  die  einzelnen  Formen  nach  dieser  Ordnung  cut- 
wickelt. Sämtliche  werden  aus  dem  Hcxaid,  sechsseitigem  Paral- 
'lelepiped,  abgeleitet,  welches  in  Winkeln  und  Kanten  7  Variationen 
znl&BSt,  Die  Geometrie  ond  die  Rechnungen  der  Kristallographie^ 
sind  an  'sich  einfiich  und  leicht  genug,  das  Yerstöndniss  wird  aber  in 
den  meisten  Lehrbacbem,  wo  dieselbe  einen  Teil  bildet,  erschwert 
dnrch  den  Oebrancb  von  Symbolen,  welche  die  Vorstellang  ahscbnei-  • 
den,  wihrend  der  Gewinn  an  Kurze  ganz  nnerheblich  ist  Die  gegen- 
wärtige Bearbeitung  bleibt  bei  der  allgemein  matlieinati sehen  Ans- 
drncksweise,  mit  welcher  der  Anfänger  vertraut  ist.  Die  sich  et' 
gebenden  362  Krystallformen  sind  auf  8  Tafeln  goEeichnet  H. 


Mechanik. 

Leitfoden  nnd  Bepetitorinm  der  analytischen  Mechanik.  FOr 
Stndirende  an  Universitftten  nnd  technischen  Hochschnlen.  Ton 

Rcctor  Dr.  Albert  Bieler.  In  zwei  Teilen.  .Analytische  Dynamik 
der  festen  Körper.  Mit  erläuternden  Beispielen  und  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.  Leipzig  1888.   Wilhelm  Yiolet  91  S. 

Das  Yorliegeude  enthftlt  <Ue  analytischen  Principien  der  Dyna- 
mik der  Punkte,  Punktsysteme  nnd  starren  KOrper  in  kurzer  zu« 
sammenhangcnder  Entwickelnng.  Diese  zerfiUlt  der  Natnr  der  Sache 
gemSss  in  2  verschiedene  Elemente:  allgemeine  SAtze  als  Basis  aller 
Untersuchung  nnd  ausgefahrte  L^isnog  deijenigen  speeiellen  Pro- 
bleme, fnr  welche  eine  solche  möglich  ist.  Das  gegenwärtige  folgt 
grösstenteils  letzterm  theoretischen  Gesichtspunkte  nnd  erstrebt  Voll- 
ständigkeit, lässt  sich  aber  auch  manchmal  vom  vorwaltenden  In- 
teresse leiten,  z.  B.  bei  der  Bewegung  eines  Punkts  auf  einer  Linie, 
wo  die  allgemeine  Lösung  unmittelbar  bekannt  ist.  Am  wenigsten 
motivirt  ist  aber  die  Zuziehung  des  Falles ,  wo  die  Bewegung  durch 
Stoss,  d.  h.  also  durch  unberechueLe  Zwischeuvorgäuge,  unterbrochen 
wird.   Auch  in  Betreff  der  Ausiuhruugcn  gilt  es,  dass  nur  grössten- 
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teils  die  Fragen  der  Theorie  beantwortet  werden:  beider  Bewegung 
eines  Punkts  auf  einer  Kogel  z.  B  ist  nur  die  Zeitgleichung  berech- 
net, die  Babngleichnng  geradezu  vergessen.  So  sind  auch  die  Me- 
thoden grösstenteils,  aber  nicht  immer,  die  einfachsten:  das  Alcm- 
bert*8che  Princip  z,  B.,  das  doch  bei  richtiger  Betrachtung  aus  dem 
Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  als  unmittelbare  Folge 
hervorgeht,  wird  hier  durch  eine  gar  Dicht  eiti&che  Beehnnng  dar- 
aus hergeleitet,  die  überdies  zum  YerstilndniBS  noch  weiterer  £r^ 
länterang  bedarf.  Endlich  sind  auch  die  B^flbbesttmmnngea 
grösstenteils  correct,  aber  nicht  alle:  die  Schwere  z.  B.  wird  in  con-.. 
stantes  Yerbftltniss  zur  Masse  gesetzt  nnd  ein  Ooeffident  angegeben, 
^  welcher  nabeza  der  Breite  48^  27'  entspricht,  ohne  ein  Wort  von 
seiner  Abhängigkeit  zn  sagen.  Im  ganzen  also  ist  die  Arbeit  eine 
erfreuliche  Erscheinung,  aber  noch  iu  vielen  Panliten  besserungs- 
bedttrftig.  H. 


lieber  die  Berechnung  und  die  bildliche  Darstellung  von  Trftg- 
heits-  and  Centrifugalmomenten  ebener  ICassenfignren.  Von  Robert 
Land  in  Dresden.  Leipzig  1888.  Arthur  Felix.  66  S.  (Civil- 
ingenieur  XXXIV.) 

Im  Vorliegenden  reproducirt  der  Verfasser  die  im  Civiliugenieur 
XXXIII  vom  Herrn  Professor  Mohr  entwickelte  Lehre  und  fügt 
eigene  Bemerkungen  hinzu.  Es  worden  darin  die  „Centrifugal- 
momentc",  die  Bestimmungsgrösseu  für  die  Lage  des  „Trägheits- 
schwerpunkts" —  zwei  Namen  deren  Bedeutung  der  Verfasser  zu 
erklären  nicht  für  nutig  befunden  bat  -  und  die  Trüglieitsmomente 
eines  ebenen  Fläcbenstücks  in  einer  filr  die  Constmction  geeigneten 
Form  durch  Rechnung  dargestellt,  dann  die  Constniction  ausgeführt 
Nach  dorn  Urteile  des  Verfassers  Aber  Mohr's  Theorie  gibt  dieselbe 
„eine  Susserst  Übersichtliche  und  einfoche  Darstellung  von  Fiächen- 
momenten  2.  Ordnung  in  Bezug  auf  beliebige  Axen,  welche  Darstel- 
lung bei  ihrer  grossen  Allgemeinheit  für  alle  in  der  Flftchenebene 
befindlichen  Axen  an  Einfachheit  wol  schwerlich  übertroffen  werden 
kann  und  gegenüber  der  bisher  meist  üblichen  Darstellung  durch 
Trägheits-  und  Centralcllipsen  für  die  praktischen  Anwendungen 
einen  ttberwiegeodeu  Vorteil  besitzt  H. 
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Technik. 


Das  wahre  Gesetz  der  Dampf-Expansion  und  die  Berechnung 
der'  drc'istutigeu  Expausioos-Djitipfmaschine.  Von  Aruold  Sa- 
muel so  n,  Cbcf-Ingeuieur  der  Stadtwasserkunst  za  Hamburg.  Mit 
4  lithographisehon  Tafeln  und  U  Skizzen  im  Text  Hamburg  und 
Leipzig  1888.  Leopold  Voss.  127  S. 

Der  Verfasser  ist  der  Ansicht,  dass  der  Wasserdampf  im  Cy- 
linder  einer  Dainpfniaschiiio  in  der  Expausioiiszeit,  d.  b.  wo  weder 
Dampf  noch  "Wärme  zu  oder  abflieast,  am  geuauestcn  der  Poisson- 
scben  Formel 


gemüFs  Druck  und  Volum  ändert,  wenn  man  darin  auch  n,  d.  i.  das 
Vcrhaltmss  der  Capicitätcn  bei  constantem  Druck  und  Volum  vor- 
läufig als  unbekannt  betrachten  müsse.  Die  Theorie  vüu  Clausius 
sei  völlig  ohne  Anwendung,  weil  sie  aliein  von  gesättigtem  Dampf 
handle,  der  im  vorliegendcu  Falle  nicht  dau- rud  bestellen  küuuc. 
Die  Techniker  hingegen  seien  sämtlich  abgeneigt  auf  Revision  der 
Berechuungs  weise  dozugubeii.  Er  bat  zur  Verteidigung  seiner  An- 
Sicht  4  Vorträge  gehalten  nnd  pnblidrt  dieselben  ODTerftndert  in  der 


Dos  Licht  Zwölf  Yorlesangon  gehalten  in  Aberdeen  1883— 
1885  nebst  zwei  Yorlesongen  Uber  Absorption  und  Fluorescenz  des 
Lichtes  von  George  Gabriel  Stokes  M.  A.  F.  R.  S.  F.  P.  C. 
etc.,  Professor  der  Mathematik  in  Cambridge.    Antorisirte  deutsche 

Uebersct/iing  von  Dr.  Otto  Dziobek,  Privatdocent  an  der  techni- 
schen Hochschule  zu  Charlottenburg.  Ijeipzig  1888.  Johann  Am- 
broslns  Barth.  308  8. 

Diese  Vorlesungen  sind  in  Ansfafarang  der  Yerltnderten  Bestim- 
mungen des  Bnmett^schon  Legats,  zu  der  dessen  Cnratorium  das 
Thema  gegeben  und  den  Ver&sser  erwfthlt  bat,  gehalten  worden. 
Die  Behandlnogswdse  nnd  namentlich  die  Art,  wie  er  den  Anschlnss 
an  die  nrsprflngliche  Forderung,  welche  die  Wissensehaft  in  Be- 
ziehung zur  Religion  zur  Angabe  macht,  bewahrt  hat,  unterlag  dem 
freien  Ermessen  des  Verfassers.  Der  Vortrag  wendet  fast  gar  keine 
Mathematik  an,  beschrankt  sich  also  ganz  auf  rein  qualitative  Dar^ 


Pi 


vorliegenden  Schrift 


H. 


Optik. 
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leguog  der  Lehre;  desto  grösseres  Gewicht  legt  er  auf  den  geschicht- 
lichen EntwickeluDgsgang  der  Theorie.  Hierdurch  wird  es  möglich 
dem  Unkundigen  einen  Bcpriflf  von  dm  Erfordernissen  der  Einsicht 
ZI!  peben,  den  dieser  nur  stufenweis,  nicht  an  fertiger  Doctrin  ge- 
winnen kann.  In  der  Lehre  vom  Lichte  werden  3  Teile  unter- 
schieden, deren  jeder  es  von  einem  eigenen  Gesichtspunkte  aus  be- 
tiachk  t:  das  Lieht  ist  erst  Gegenstand,  dann  Mittel  der  Erkc  nntuiss, 
dann  tritt  es  in  Beziehung  zu  andern  Elementen  der  Natur  und  des 
MenscbenlebenB.  Jedem  dieser  3  Teile  sind  4  Vorlesungen  gewidmet. 
Deren  Mittelpunkte  Bind  im  1.  Teile:  Emissionetlieorie,  Interferenz 
and  Beugung,  Doppelbrcchang  and  Polarisation,  Wellentbeorle.  Im 
2.  Teile  sind  es  die  Anwendnngen  der  Absorption  zur  Unterscbei- 
dnng,  die  cbemiscben  nnd  astronomischen  Anwendungen  der  Spec- 
tralanalyse;  von  letztern  handeln  2  Vorlesungen.  Der  3.  Teil  ban- 
delt: von  den  meteorologischen,  von  den  animalischen  Wirkungen; 
vom  Auge,  von  der  Entstehung  der  Welt,  der  Organismen  und  des 
Lebens.  Der  Anhang  piht  noch  2  Vortrfige:  über  die  Farben  der 
Körper  nnd  über  die  Fluorcsceoz.  Figuren  uud  Abbildungen  ent- 
hält das  Bach  mcbt.  H. 


Leitfaden  der  theoretischen  Optik  zum  Gebrauche  auf  höheren 
Unterricbtsanstalten  und  beim  Selbstanterricbte  bearbeitet  von  Dr. 
Carl  Pabst  Halle  a.  8.  1888.  H.  W.  Schmidt  100  8. 

« 

Das  Buch  ist  so  abgefasst,  dass  von  der  Schulmathematik  der 
volle  Gebrauch  gemacht  werden  soll.  Es  bebandelt  daher  die  Lehren 
von  der  Reflexion,  der  Brechung  und  der  Dispersion  als  Anwen- 
dungen der  Geometrie  und  Trigonometrie  und  schliosst  die  Zweige 
und  Fragen  der  Optik,  welche  sich  dazu  nicht  eignen,  von  der  Be- 
trachtung aus.  Dem  Ganzen  ist  dcmgemitss  die  Gestalt  einer  mathe- 
matischen Düctriu  in  Lehrsätzen  und  Beweisen  gegeben  worden. 
Diese  Wahl  lässt  sich  vollkommen  gut  heissen:  es  wird  damit  dem 
Schaler  der  reichhaltigste  und  fruchtbarste  Teil  der  Optik  als  der- 
jenige dargeboten,  den  erezact  aufzufassen  vermag;  sowol  der  theo- 
retische Unterbau  als  auch  die  weitergebenden  Untersuchungen  kennen 
dem  Studium  vorbehalten  bleiben.  Allein  die  Ansf&brung  entspricht 
nicht  der  Idee:  in  den  AniHagen  der  4  Teile  fehlt  alle  klare  Stel- 
lung. Werden  schon  in  der  reinen  Geometrie  Axiome  als  notwendig 
erkannt,  so  liegt  es  am  Tage,  dass  umsomehr  hier  die  Axiome  oder 
Hypothesen  ausgesprochen  sein  mttssen,  auf  welche  sich  die  De- 
duction  stutzen  kann.  Statt  dessen  wird  hier  gleich  der  er8t.>  Satz 
jedes  Abschnitts,  insbesondere  das  Brechungsgesetz,  als  Lthrsatz 
aufgestellt  und  dann  unter  „Beweis"  mit  Gebrauch  undefinirtor  3e- 
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priffn  dem  Schüler  eine  zwei  Seiten  lange  Betrachtung  ohne  alle 
exacto  Scbhisswcisc  vorgeredet  um  ihm  don  Satz  glaubhaft  zu  machen. 
Begründung  des  Brechuugsgesetzcs  war  nicht  notwendig,  weil  die 
Fortpfianzungsgeschwiüdigkeit  nicht  weiter  in  Anwendung  kommt; 
man  kuuute  das  Gesetz  als  empirisch  erkanntes  zugrunde  legen.  Es 
Hess  sich  auch  leicht  elementar  begrtlnden;  nur  musstc  der  Strahl 
als  Gerade,  der  momcutau  erreichte  Punkt  auf  ]br  und  dadurch  die 
GfMoliwindigkelt,  endlich  der  Orl  der  gleichzeitig  erreichten  Punkte 
als  Ebene  constmirt  nud  die  Hypothese  gemacht  werden,  dass 
der  Strahl  auf  ihr  senkrecht  steht,  was  sich  wiedemm  elementar  be- 
weisen Hess,  wenn  man  in  der  Hypothese  noch  weiter  zurAckgrifT. 
Im  Yorwort  wird  behauptet,  es  sei  die  Hypothese  ober  das  Wesen 
des  Lichts  vorangestellt,  um  deutlich  darzntun,  wie  sich  die  ganze 
Lehre  ans  einem  einheitlichen  Principe  ablciteu  lässt.  Was  im 
voraus  al>er  das  Wesen  des  Lichts  gesagt  ist,  mochte  schwcrlicii 
Basis  einer  daraus  folgenden  Theorie  sein  können;  denn  die  ein- 
zige mathematische  Angabe,  dass  die  Scbwingungcu  transversale  seiu 
sollen,  bat  keinen  Sinn,  wenn  keine  Kicbtung  geUiinnt  wird,  zu  der 
sie  es  sind.  Jedenfalls  steht  alles  Folgende  damit  in  keiner  logi- 
schen Verbindung.  Angeblich  wird  daraus  bewiesen,  dass  die  Licht- 
strahlen im  isotropen  Medium  gerade  Linien  tjiud.  Was  aber  ein 
Lichtstrahl  bedeutet,  ist  hier  gar  nicht  erklärt;  die  Strahlen  treten 
in  der  Bede  auf  als  beliebig  gedachte  Gerade;  von  solchen  weiss 
man  auch  ohne  Optik,  dass  sie  Gerado  sind.  H. 


Vermisclite  Schriften. 

Atti  della  Reale  Accademia  dci  Lincci.  Anno  CCLXXXV.  1888. 
Serie  quarta.  lieudiconti  pübblicati  per  cura  dei  Segretari.  Yolame 
IV.   Roma  188S.    V.  Salviucci. 

Der  4.  Band  enthftlt  folgende  mathematische  Abhandlungen. 

Biauchi:  Ueber  die  kleinsten  Flächen  in  liäumeu  coustanter 
Krümmungen.  —  Ueber  die  Fnchs'sohen  Fl&chen.  —  Ueber  die  un- 
bestimmten quadratischen  Differentialformen. 

Ges&ro:  Ueber  die  Begriffe  der  Grenze  und  der  Stetigkeit.  — 
Formeln  zur  Bewegung  eines  Punktes.  —  Ueber  eine  Verteilung  der 
Zeichen.  —  Starre  Bewegung  und  theoretische  Deformationen  in 
Imiinmcn  Räumen. 

D'Ovidio:  Ueber  einige  simultane  Invarianten  zweier  binären 
Formen  5.  und  4.  Ordnung  und  aber  deren  Resultanten. 
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Pincherle:  Uebcr  gewisse  bestimmte  Integrale.  —  Ueber  die 
verallgemeinerten  hypergeomotriscbca  F'unctionen. 

VoUcrra:  Eiuo  Erweiterung  der  Kieiuauu'schen  Theorie  der 
Fonctionen  complcxer  Yariabeln.  —  Ueber  die  polydromeu  analyti- 
schen KunctioüOQ. 

Pascal:  Ueber  ein  Fandameatiltheorem  in  der  Theorie  des 
symbolischen  Calcals  der  n&ren  Formen. 

Gerosa:  Ueber  die  Schallgeschwindigkeit  in  den  Leginingen. 

Masch ke:  Auflösung  der  Oleiehnag  6.  Grades. 
^  Brioseht:  Beobaditnngen  an  vorsteheuder  Mitteiloog.  —  Die 
Normalform  der  Gleichungen  6.  Grades  (2  Noten).  —  Die  IHlferen' 
tialglcichungen  fflr  die  Perioden  der  byp^Uiptischen  Fonctionen 
zweier  Yariabeln. 

Paladini:  Ueber  die  rotirendo  Bewegung,  welche  im  Vacuum 
oder  in  incompressibler  Flüssig]^*  U  ein  Körper  unter  dem  Einfluss 
von  Kräften  mit  dem  Potential  //iCos^<9'-[-'WjC08^  annimmt. 

Hicci:  Ueber  die  Classitication  der  quadratischen  Differential- 
fornuii. 

Moüiesauo:  Ueber  die  involutori&chcu  Transformationen  des 
Baumes,  welche  einen  linearen  Complex  von  Geraden  bestimmen. 

Marangoni:  Kriterien  zur  Aufotellung  einer  natlirlicben  Classi- 
fication der  Kr3r8taUe.  —  Das  Problem  der  capillaren  Anziehung  nnd 
Abstossung. 

Favero:  Eine  neue  Untersuchung  Aber  die  Schwere. 
Padova:  Eine  neue  Anwendung  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  auf  Mechanik.  —  Ueber  die  krummlinigen  Coordinaten. 
Pittarelli:  Ueber  die  zum  Oktaeder  gehörenden  Formen.  — 

Ueber  die  Transformation  des  elliptischen  Differentials  ausgeführt 
mittelst  typischer  Darstellung  der  binären  Formen  3  mv\  4.  Grades. 

Cardani:  Ueber  den  Einfluss  der  elastischen  Kräfte  auf  die 
transversalen  Schwingungen  der  Saiten  (2  Noten). 

Govi:  Neue  Methode  den  Ort,  die  Lage  und  Grösse  der  von 
Linsen  oder  complexeu  optischen  Systemen  gegebenen  Bilder  zu 
construiren  und  zn  berccbaen. 

Pierpaoli:  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Schwingungszalil 
dner  Stimmgabel. 

Betti:  Ueber  die  Entropie  eines  Newton'scfaen  Systems  in  Be- 
wegung. 

Battaglini:  Ueber  die  sestatischen  Punkte  einer  beliebigen 
Gurvo. 

Bicco:  Dcformirtes  Bild  der  Sonne  im  Spiegel  des  Meeres 
und  dessen  Abhängigkeit  von  der  Rundung  der  Erde. 

Tone  Iii:  Ueber  eine  gewisse  partielle  Difiisrentlalgleichung. 
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Acta  Mathematica.  Zeitschrift  heransgegen  Ton  G.  Mittag- 
Leffler  8.  Stockholm  1886.  F.  o.  G.  BeU«.  Berlin,  Mayer  a. 
MOUer.  Paris,  A.  Hermann. 

Der  8.  Band  e&thftlt  folgende  Abhandlongen. 

G.  W.  Hill:  Uebor  doa  Teil  der  Bewegung  des  Perigäums  dos 
Mondes,  welcher  eine  Function  der  mittleren  Bewegungen  von  Sonne 
und  Mond  ist. 

Hj.  Meliin:  Zur  Theorie  der  T  Function. 
0.  Stande:  üebcr  hypereliiptische  Integrale  2.  nnd  3.  Gattung 
M.  A.  Stern:  Ueber  einen  Sats  von  Hennite  beztiglich  anf  die. 
Fnnetton 

H.  Schubert:  Annbl-Bestimninngen  für  lineare  fiäame  be- 
liebiger Dimensionen. 

E.  A.  Stenberg:  Einige  Eigenscbaften  der  linearen  nnd  ho- 
mogenen Differentialgleichungen. 

E.  Holst:  Beweis  des  Satzes,  dass  eine  jede  algebraische  Glei- 
chnng  eine  Wurzel  hat. 

M.  Noethor:  lieber  die  reductibeln  algebraischen  Gurven. 

H.  Weber:  Theorie  der  Aberschcn  Zahlkörper. 

P.  Appell:  Ueber  eiuigo  Anwendungen  der  Function  Zix^y^») 
auf  die  mathematische  Physik. 

H.  Toiucar^:  Ueber  die  unregelmässigeu  lütegraiu  der  Hueareu 
Gleichungen. 

F.  Gasorati:  Die  Fnnetionen  einer  einzigen  Tariabeln  mit 
beliebig  vielen  Perioden.  —  Die  Ihndamentalen  Oerter  der  invenen 
Fnnetionen  der  Abelschen  Integrale  nnd  insbesondere  der  inversen 
Fnnetionen  der  elliptischen  Integrale  2.  nnd  8.  Gattnng. 

J.  Bertrand:  üeber  die  elektrischen  Einheiten.  H. 
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dapest, Lampel.   60  Pf. 
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8.   Leipzig,  W.  Engelmanü.  Kart.   2  Mk.  10  Pf. 

Reiff,  B.»  Geschichte  der  unendlichen  Beihen.  Tubingen,  Laupp. 
6  Mk. 

Revue  der  Fortschritte  der  ISaturwissenschaften,  Hrsg.  v.  H. 
J.  Klein.  (17.  Bd.)  Neue  Folge.  9.  Bd.  JS^r.  1.  Physik.  Leipzig, 
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Methode  und  PriBelpien« 

Beetz,  K.O.,  das  TypeurecLnen  auf  psychophysischer  Grundlage. 
1.  Tl.    Theoretische  Darstellung.    Halle,  Schrödol.    2  Mk  50  Pf. 

Bred ichin,  Tb.,  sur  l'origiue  des  com^tcs p6riodiques.  Leip- 
zig,  Voss'  Sort.   1  Mk. 
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Dorn,  J.  u.  P.  Nakel,  Anleitung  zum  Unterrichte  im  Rech- 
ueu.  6.  il.  7.  Ail.  V.  i'.  Nakel.  Breslau,  Handera  Verl.  2  Mk.  40  Pf. 

Harms,  Gh.,  zwei  Abhandlungen  üb.  den  Kechenunterricht. 
Oldenburg,  StaUing's  Verl.  80  Pf. 

Schal ze,  C,  richtig  Rechnen  durch  Selbstnaterricbt  Berlin, 
A.  SehnWs  Verl.  3  Mk. 

Stener,  W.,  die  Dedmalflftche,  ihr  Wesen  und  ihre  Stellung 
im  Selbstuntecricbte.  2.  Ail.  Breslau,  Woywod.  50  Pf. 
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Bearb.  u.  hrsg.  v.  K.  Dttrigen.  26.— 2d.  Lfg.  Berlin,  Dflmmler'a 
Verl.  4  60  Pf. 

Sanmlugen* 

Adam,  W.,  Resultate  zu  dem  arithmetischen  u.  algebraischen 
Uebungsbuch.    2.  Afl.    Neuruppiu.  Pctreuz.    90  Pf. 

Bardoy,  E. ,  methodisch  geordnete  Aufgabensammlung,  mehr 
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F  öl  sing,  Rechenbuch  f.  Gymnasien,  Realschulen,  Ober-Real- 
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Fr  ick,  F.,  Uebungsstof  L  das  stereometrische  Rechnen.  Nür- 
tingen, Zimmerniaiiu.   80  Pf. 

Harms,  (Ui.  u.  A.  Kaiiius,  Rechenbuch  für  Gymiiasieu,  Real- 
gymnasien, Ober-Realschalen  etc.  Ii.  Afl.  Oldenburg,  Stalling's  Verl. 
2  Mk.  25  Pf. 

Kley  er,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenknnst  etc.  528. — 567.  Hft.  Stuttgart,  J.  Maier. 
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Lösungen  der  Absolntorial-Aufgaben  aus  der  Mathematik  an  den 
humanistischen  Gymnasien  Bayerns  seit  dem  J.  1861.  Nebst  e.  An- 
hang: Die  wichtigsten  Formeln  der  Mathematik.  München,  Pohl's 
Verl.  2  Mk.  80  Pf. 

Löwe,  M.  u.  F.  Unger,  Aufgaben  f.  das  Zahlenrechnen.  '  Hft. 
A.  u.  B.   3.  Afl.   Leipzig,  Klinkhardt,    a  GO  Pf. 

Särch  Inger,  E.  u.  V.  Estel,  Aufgabensammlung  f.  den  Rechen- 
unterricht iu  den  Unterklassen  der  Gymnasien.  1.  Hft  Sexta. 
Leipzig,  Teubncr.   Kart.   80  Pf. 

Scharlach 's  Aufgaben  zu  Uebuugen  im  schriftlichen  Rechnen 
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f.  Bürger-  u.  Volksschulen.  Hrsg.  v.  A.  Steger  u.  Wolilrabe.  5.  Hft« 
7.  M.  Halle,  SchrOdel.  40  VI 
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Fflr  die  mittleren  n.  obermi  Elaasen.  6.  All.  Bearb.  ?.  H.  LemIceB. 
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Sehmehl,  Gh.,  Beehenbneh  fttr  höhere  Lehranatalteo.  S.  TL 
Die  bfirgerl.  Rcclinungsart  ii    Giesaen,  Roth,  Verl.  1  Mk.  60  Pf. 

Steck,  F.  H.  u.  J.  Vielmayr,  Resultate  za  der  Sammlang 
arithmetischer  Aufgahen.   Kempten,  Köscl.  45  Pf. 

Steuer,  W.,  neue  Sammlung  angewandter  Aufgaben  f.  das  Kopf- 
rechnen   2  Hfte.   3.  Afl.   Breslau,  Woywod.   2  Mk.  50  Pf. 

^Vrobel,  E.,  üebungsbuch  zur  Arithmetik  u.  Algebra.  1.  TI, 
Rostock,  Werther.   2  Mk.  60  Pf. 

Zepf,  C,  Rechenaufgaben  f.  die  Obcrklasson  höherer  Mädchen- 
schulen u.  TüchtermaLitutö.    Freiburg,  Herder.   50  Pf. ;  kart.  60  Pf. 

Tabellem. 

Gauss,  F.  G.,  fünfstellige  vollständige  logarithmische  n.  trigo- 

Dometnache  Tafeln.    30.  Afl.   Halle,  Strien,  Verl.    2  Mk. 

Gezeiten  tafeln  f.  das  Jahr  18iK).  Hydrographisches  Amt  d, 
Reichs-Marine-Amtes.   Berlin,  Mittler  &  S.   1  Mk.  50  Pf. 


Arlfhmellky  Algebra  und  reine  Analysifl* 
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50  Pf. 
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tionaler Fimeäonea.  Leipzig,  Freytag.  SO  Pf. 

Borebar  dt,  B.,  Einftthrnng  in  die  WabrBcheinlichkeitsIebre. 
Berlin,  J.  Springer.  2  Uk.  40  Ff. 

Bflttner,  A.,  die  Elemente  der  BncbstabeDieebnnng  n.  Algebra. 
9.  Afl.  Ketefald,  Telhagan  A  Kl.  2  Hk.  80  Pf. 

Fürle,  H.,  üb.  die  eindeutigen  Lösungen  e.  Omppe  T.  Fnnc- 
tionalgleichungon.    Berlin,  Gärtner's  Verl.    1  Mk. 
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reste.  Ebd.   1  Mk. 
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Heilermann,  H,,  u.  J.  Dieckmann,  Lehr-  u  Üebungsbuch 
f.  den  Unterricht  in  der  Algebra  an  Gymnasien,  Real-  u.  Gewerbe- 
schulen. 3.  Tl.  2.  Aa.  Essen,  Bädeker.  1  Mk.  20  Pf.;  geb. 
1  Mk.  50  Pf. 
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Igel,  B.,  ftK  dio  assodirten  Formen  n.  deren  Anwendung  in 
der  Theorie  der  Gleichungen.  Wien,  Gerold's  8.  3  Mk. 

Lackemauu.  C,  die  Elemente  der  Arithmetik.  2.  Afl.  Breslan, 
P.  Hirt.   Kart.  75  Pf. 

Lurtz,  F.  K,  Rechonschnle.  2.  XL  7.  Afl.  Kronstadt,  Zoidner. 
Kart.  1  Mk. 

Richter,  P.  B.,  der  praktisclie  Ausatz  der  Regcidotri-  und 
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Weber,  K.,  iiritlimetisclio  Regeln.  Hilfsbuch  f.  arithmet.  Aufgabeu- 
Sammluugen.    ßraunscbweig,  Achtelstetter.    50  Pf. 

(jeometrle, 

Borger,  G.,  Lehre  der  Perspektive  in  kurzer,  leicht  fassUchcr 
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Focke,  M.  n.  M.  Krass,  Lehrbuch  der  Geometrie  zum  Ge- 
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Hahn,  H.,  Euler's  Methode  der  Pammeterdarstellung  algebrai- 
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Kalbe,  0.,  der  goldene  Schnitt  in  Zeichnung  u.  Schrift,  ins- 
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Gruse,    l  Mk. 
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Mahlcr,  Emieiluug  m  die  abzählende  Geometrie.  Tübingen, 
Fues.  60  Pf. 
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fasslich  znsammengcsU'lU.  Halle,  Nobcrt's  Verl.  2  Mk.  50  Pf. 


Digitized  by  Google 
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Litterarischer  Bericht 

XXXI. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Gcschacbtc  der  uncDdliclien  Koilieu.  Von  I)r-  II.  lloiff,  Pro* 
fcssor  am  Gymnasium  zo  IlciJbromi.  Tübingeu  löäü.  U.  Laupp. 
212  S. 

Mehr  uud  mehr  bereitet  sich  der  Aufbau  einer  die  neue  Wissen- 
schaft iimfasscndeu  Gescbicbte  der  Mathematik  durch  successive  Be- 
handlung ihrer  Objecto  vor.  Auch  die  vorliegende  Schrift  ist  oiu  Bei- 
tiag  ^ur  materiellen  Grundlage  des  Icünftigon  IJuiversal Werkes  und 
bedarf  als  uotweudigor  Bestandteil  derselben  lu  inor  wcitcru  lu  chf- 
fcrtiguug.  Wenn,  wie  der  Verfasser  saj^t,  es  schwierig  ist,  die  Theorie 
der  Keihen  von  den  I)isci]>liuei> ,  mit  denen  sie  in  Zusanimonbango 
steht,  gesoTidert  zu  betrachten,  so  würde  es  noch  viel  schwieriger 
sein,  ihre  Geschichte  in  ihrer  Veiilechtung  mit  donsclbcn  dar7:us(t.  llen. 
Ihre  vielyeitigeu  Beziehungen  ^Ind  es  gmule,  die  ilueu  Kutwickcluugs- 
gang  in  ein  deutlicheres  Liclit  stelU  n,  und  ehe  diese  ivlärung  statt- 
gtfnnden  hat,  lässt  sich  überhaupt  keine  befriedigonde  Darstellung 
geben.  Die  Gcschicbte  der  uueudlicUcu  lleihea  teilt  sich  in  3  Pe- 
rioden. Die  erste  wird  genannt  die  von  Newton  und  Leibnitz.  Zu 
ihr  gehören  auch  Wallis,  Jakob  uud  Johann  BcrnouUi.  Von  diesen 
werden  specielle  Beihen  gebraucht  zur  Quadratur  des  Kreises,  der 
Hyperbel  und  andrer  Curven.  Die  Couvergenz  tritt  schon  von  An* 
fang  an  in  Frage  nnd  wird  bewiesen;  auch  das  Wort  ist  schon  in 
Gebrauch.  Die  zweite  Periode,  hier  genannt  dio  der  formalen  Bc- 
bandlungsweisc,  zu  der  Moivro,  Stirling,  Taylor,  MacLaurin,  Eulcr 
und  zum  Teil  Lagrange  gerechnet  werden,  charaktcrisirt  sich  durch 

Anli.  d.  Uftth.  a.  Pbya.  3.  Beilit,  Teil  TilL  3 
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Erweiterung.  Die  Aufhobang  der  Beschränkung  durch  die  Bedingung 
der  Couvcrgcnz  wird  mehr  antipicirt  als  zur  Aufgabe,  das  Entwicke- 
luugsgeselz  zur  Hauptsache  gemacht.  Die  dritte  Periode,  genannt 
die  der  oxactcii  Bi  liaiidlungsweisc,  welche  mit  Gauss  beginnt,  ist  auf 
Herste! luug  der  beiseite  gesetzten  Strenge  gericlitet  und  begründet 
erst  eine  allgemeine  Reibenthcoric.  Es  handelt  sieh  im  Buche,  nach- 
dem einiges  ttber  die  Gauss'sche  Beihe  gesagt  ist,  aQsssohUesslich 
am  die  Kriterien  der  GooTergenz  nnd  deren  Ansbildang.  H. 


Jordan!  Nemorarii  geomotria  vel  do  trtangnlis  lihri  IV. 
Zum  ersten  male  nach  der  Lesart  der  Handschrift  Db.  86.  der  Eönigl. 
öffentlichen  Bibliothek  zu  Dresden  heraasgegebon  YOn  Maximilian 

Cn rfzc,  Oberlehrer  am  Königlichen  Gymnasium  zu  Xhom.  Mit 
5  Figureutafelu.  Tbom  1887.  Ernst  Lambcck.  50  S. 

Das  herausgegebene  Werk  bildet  zusammen  mit  einer  zweiten 
Schrift  dess»;lbeü  Autors  .Xiber  de  similibus  arcubus"  das  6.  Heft 
der  „Mitteilungen  des  Coiipei  nicus-Vercius  für  Wissenschaft  und 
Kunst  zu  Thüi  n.  '  Als  Einleitung  gehen  voraus  genauere  Nachricbteu 
über  die  einzelnen  bekannt  gewordenen  Schritten,  Nachrichten  nament- 
lich welche  wir  den  Nachforschungen  des  FQrstou  Boucompagiii  ver- 
danken. Dnreh  diese  ist  zuerst  erwiesen,  dass  der  Ordensgeneral 
der  Dominicaner  Jordanns  mit  dem  Mathematiker  Jordanns  Nemo- 
rarias  dieselbe  Person  ist  Infolge  dessen  ist  anznnehmen,  dass 
dessen  mathematische  Schriften  vor  1220  verfasst  sind.  Vor  dem 
gegenwärtigen  waren  bereits  5  seiner  Werke  gedruckt.  Zuerst  er- 
schien „Arithmctica  libris  X  demonstrata**  1496  in  Paris;  dann 
.,Algorisma8  demonstratus''  15:H  in  Nürnberg;  dann  „Do  namens 
datis"  herausgegeben  von  'lYcntloin  in  Karlsruhe  (Abhandhingen  zur 
Geschichte  der  Mathematik,  H.  Heft,  S.  125);  dinn  „Tractatus  de 
ponderibus",  unvoilstiindig  schon  15^3  von  Apian  in  >iürnberg,  voll- 
ständig lölia  von  Tni  tins  Trojanns  her.iMS^'cgchen ;  ziih't/.t  ,,lJescriptio 
sphaerae  in  phuio''  in  den  Ausgaben  des  rianisphaeriuni  von  Ptole- 
mäus.  In  Ilandschrit'ten  sind  ausserdem  votliandon:  „Tractatus  do 
isuporinietiis  propositiones  stiptem'*;  „Jordanns  de  speculis  et  pou- 
deribus''.  Die  Schrift  „De  numeris"  ist  dadurch  bemerkenswert,  dass 
hier  zorn  erstenmal  Bacbstabcn  zur  Bezeichnung  von  Zahlen  als 
solchen,  nicht  erst  in  Linien  dargestellten  Zahlen  auftreten,  während 
die  Operationszeichen  noch  ziemlich  unpraktisch  sind.  Ein  Beispie) 
von  algebraischer  Rechnung  —  es  betriflflt  die  Auflösung  einer  qua- 
dratischen Gleichung  —  zeigt,  dass  «las  Vorfahren  dem  heutigen  ganz 
gleich,  nur  des  Ausdrncks  wogen  nicht  leicht  Torstftndlich  ist. 
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Uebcr  die  Berttcksicbtiguug  des  Histori scheu  boim  Unterriclit  in 
der  Geometrie.  Von  Dr.  II.  Böldoii,  Reallcbrer  in  Lndwigsbnrg, 
TQbiugeu  1889.  Franz  Fues.  23  S. 

Der  Titel  Iflsst  einen  pädagogisch  didaktischen  Inhalt  ervarton; 
letzterer  ist  jedoch  durchweg  historisch.  Die  Schrift  gibt,  nachdem 
sie  die  3  Bearboilnngen  der  Ueschicbte  der  Mathematik,  die  wir  aus 
nenerer  Zeit  besitzen,  von  C.  A.  ßretschncidcr,  Hermanu  Hankel  und 
M.  Cantor  genannt,  zuerst  eine  vortroflfliche  Uebersicht  über  dio 
mathematische  Litteratur  des  Altertums,  in  4  Abschnitte  geteilt: 
Acgyptischo  Mathematik,  Ucborgang  zur  griechisch en  Geometrie, 
griechische  Geometrie,  höhere  griechische  Geometrie  und  Stereome- 
trie, und  lässt  dann  alle  nähern  Angaben  über  die  Schriften  ,  diu 
Lehre  und  den  Standpunkt  in  Noten  folgen.  Das  liier  eiitfaltet(^  Bild 
der  Maihcmatik  der  Alten  ist  weit  reichlialtij^er ,  als  es  wol  ein 
Schüler  durch  die  Is'otizcn  gewinnen  wird,  diu  gowuhulich  beim  Unter- 
richt eingeschaltet  werden,  glcichwol  der  Umfang  klein  genug  um  es 
sich  leicht  zn  eigen  zn  machen.  Die  Schrift  möchte  daher  fUr  Schulen 
sehr  zu  empfehlen  sein,  mit  der  Bestimmting,  dass  die  Schüler  sio 
einmal  durchlesen,  später  das  BezUglicho  darin  nachschlagen. 

H. 


Methode  uud  Priucipieii. 

Die  Lehre  von  der  Energie  historisch-kritisch  entwickelt.  Nebst 
Beitragen  zu  einer  allgemeinen  Energetik,  Von  Dr,  Georg  Helm, 
Oberlehrer  au  der  Auucnschulo  zu  Dresden.  Leipzig  18Ö7.  Arthur 
Felix.   104  S. 

Das  Buch  lässt  sich  weder  zu  den  eigentlich  historischen  noch 
zu  den  eigentlich  philosophischen  Schriften  zählen,  obgleich  es  sich 
mit  Geschichte  und  Philosophie  beschäftigt;  zutreffender  würde  es 
sein,  es  ein  poetisches  Erzeuguiss  m  nenucu.  Zur  historischeu  Dar- 
stclIuDg  würde  geboren,  dass  der  Lrsiirung  und  die  Stadien  der 
Ausbildung  des  ikgrilis  der  Energie  mit  litLerarischem  Nachweis  aus 
Licht  gestellt  wären.  Hierauf  geht  die  Schrift  nicht  ein;  sie  bleibt 
von  Aufaug  au  bei  dem  Worte  Energie  stehen,  ohne  irgend  einmal 
dessen  Inhalt  zu  entfalten,  ohne  das  Problem  darzulegen,  um  dessen 
Lösung  es  sich  handelt,  so  dass  ein  Fortschritt  in  der  Auffassung 
ttherhanpt  nicht  ersichtlich  werden  kann.  Eher  poetisch  als  philo- 
sophisch aher  stellt  sich  die  Schrift  dar,  sofern  sie  ihr  Interesse  nur 
der  Aussenseite  der  litterarischen  Erscheinungen  zuwendet,  und  ihre 
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Urteile,  um  deren  cxactc  Dciiründnn^'  sie  sich  nirgends  bcMimlil,  nur 
den  Geschmack  des  Verfassers  n-priiseutiren.  Nach  dessen  Ansicht 
niiiss  die  Geschichte  die  geäusserten  Ideen  aller  Schriftsteller,  die 
das  Wort  Energie  im  Munde  führen,  des  Phantasten  wie  des  For- 
schers, gleicherweise  würdigen;  denn  auch  das  vergessene  Wort  wirke 
fort  Qod  sei  als  Orund  späterer  wichtiger  Entdeckangen  anzuerken- 
DOQ.  Wie  sehr  seine  Beobachtungen  am  Aeussern  haften,  verr&t  die 
anfängliche  Bemerkung,  auch  die  Wissenschaft  habe  ihren  Styl.  Der 
Wisseuschaft  wird  hiernach  die  persönliche  Vorliebe  ihrer  Vertreter 
zugeschrieben.  Dass  letztere  zu  verschiedenen  Zeiten  in  verschie- 
dener Weise  sich  vorwaltend  geltend  gemacht  hat,  ist  es,  was  nach 
des  Verfassers  IMoiTinug  den  Entwickclungsgang  der  Wissenschaft 
charakterisirt.  Ob  sich  während  dessen  die  Wissenschaft  einem  Ziele 
angenähert  hat,  schoint  ihm  *,'leiclio;ültig.  Das  Ziel  wird  allerdings 
in  dem  Satze  ans^'osprochcri:  V>vi  jeder  Vorwandluiig  kinetischer 
Energie  in  potcutielle  oder  potciiticllcr  in  ]<inotischt^  bleibt  doch  die 
gesamte  Energie  unvei ändert.  Wenn  er  aber  gleich  nachher  dio 
analytische  Gestaltung  als  das  grösste  Hinderniss  auf  dem  Wege  zu 
diesem  Ziele  verdammt,  so  kann  man  darin  doch  kaum  etwas  an- 
deres als  ein  Urteil  seines  Geschmackes  sehen.  Die  Schrift  teilt 
sich  nach  den  TorBChtedenen  Gebieten,  denen  die  Bemerkungen  zu- 
gehOren.  Der  1.  Teil,  Quellen  der  Energie-Ideen,  hat  die  Abschnitte: 
theoretische  Mechanik,  Physik,  Philosophie,  Technik;  der  2.  Teil, 
Begrandung  des  Energie-Gesetzes:  Aufstellung  des  Encrgie-Princips, 
experimentelle  Belege  der  Aequivalenz,  Erhaltung  der  Energie,  Eigen- 
energie der  Körper,  Terminologie,  Ergebnisse  der  3.  Teil:  Energie- 
gesetz als  Integralgesctz,  Einfluss  des  Entropiegcsetzes,  Eners^ic- 
gesetz  als  Grundgesetz,  P'ormen  der  Energie.  Verweisungen  auf  die 
Litteratur  sind  am  Ende  zusammengestellt.  Hoppe. 

Zwei  Abbaudlnogen  über  den  Bechenunterricht.  Das  Rechnen 
mit  den  Zahlen  von  1  bis  100,  eine  didaktische  Skizze.  Ueber 
Rcchenuntcrricht  und  Rechenbücher,  eine  Rück-  und  Umschau.  Von 
Christian  Harms,  Professor.  Oldenburg  1889.  Gerhard  Stalling. 
72  S. 

Die  erste  Abhandlung  beginnt  mit  einem  Streite,  der  über  zwei 
Metboden  des  Rechennnterrichts  für  Kinder  schon  längere  Zelt  ge- 
führt wird,  obwol  man  hätte  erwarten  dürfen,  dass  seine  Entschei- 
dung heutzutage  keine  Frage  mehr  sein  würde.    Als  vor  45  Jahren 

der  Scbnirat  Schulz  in  einem  Artikel  seiner  Zcitsclirift  die  Methode 
zuerst  ausführlich  erörterte  und  empfahl,  nach  welcher  dio  Eigen- 
S(  liafton,  Zusammensetzung  und  Zerlegung  jeder  Zahl  einzeln  von  1 
an  aufsteigend  gelehrt,  mithin  dio  Operationen  auch  immer  spccicil. 
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als  zu  jeder  Zahl  einzeln  gebörig,  betriebeu  werden,  wurden  sehr 
balfl  die  damit  verknüpften  Uiizuträgnclikoiton  empfunden,  und  Ein- 
führung fand  nicht  statt.  Indes  verwarf  man  ihren  Grundgedanken 
nicht,  sondern  verbesserte  die  Form  der  Ausführung  dahin,  dass 
statt  der  einzelnen  Zahlen  Gruppen  auf  einander  folgender  Zahlen  in 
dieser  Weise  behandelt  wurden.  Ebenso  verfährt  auch  der  Verfasser 
und  zwar  erklärt  er  die  Gruppen  bis  5 ,  bis  10,  bis  20,  bis  100  für 
die  geeigneten,  weil  sie  dem  Abzählen  an  den  Fingern  entsprechen. 
£r  wendet  Bich  hier  gegen  einen  Antor  Grabe,  welcher  bei  der  ge- 
sonderten Behandlung  aller  Zahlen  bis  100  Terharrt,  nnd  demgemäss 
100  Stnfen  des  Unterrichts  annimmt  Dass  jemand  sich  von  einem 
solchen  Znworkegehen  Erfolg  versprechen  kann ,  scheint  nur  glatib- 
lieh  unter  der  irrigen,  wiewol  dfters  angetroffenen,  Voranssetsnng, 
dass  alles,  was  die  Kinder  in  d^  Schule  hören,  ihr  Eigentum  bleibt 
Es  ist  bekannt  genug,  dass  eine  nnterschiedliche  Menge  des  Gohi^rten 
oder  Gesehenen  liur  durch  Ordnung  zur  Gesamtauffassung  gelangt. 
Das  Ilcrauskeiircn  der  Individualität  so  vieler  Zahlen  aber  macht 
jedes  Orduungsprincip  unmöglich.  Diese  UeViorbürdung  des  Gedächt- 
nisses wird  durch  die  Einteilung  in  4  Stuten  gänzlich  vermieden. 
Die  erste  Stufe  gibt  Raum  genug  für  Entwiekelutig  der  elementaren 
Begriffe.  Je  mehr  der  Umfang  sich  in  hühern  Stufen  vergrössert, 
desto  mehr  überwiegt  das  Gemeinsame,  d.  i.  die  Operation,  die  In- 
dividualität, und  hierzu  rauss  es  doch  einmal  kommen.  Es  wird,  nun 
das  Verfiihren  eingehend  erörtert  Hierzu  ist  eine  Bemerkung  zu 
machen.  Der  Verfasser  findet  es  schwierig  den  Xindern  begreiflich 
zu  machen,  dass  aus  ||{  —  [  sich  2  ergeben  könne,  da  sie  doch  4 
Striche  zählen.  Die  Scbwieilgkeit  zeigt  nur  an,  dass-  die  Erkiärang 
vom  unrechten  Ende  anfängt.  Die  Snbtractiou  muss  zuerst  durch 
luTersion  erklärt  werden;  diese  Regel  entspricht  nicht  bloss  der 
wissenschaftlichen,  sondern  auch  der  kindlichen  Logik.  Ist  |1  -f~  I  =  Iii 
erklärt,  so  frage  man  ?  -f-  |  =  |jj .  Die  Frage  beantworten  am  leichte- 
sten die  Fiiii,'er.  Soll  durch  Erhebung  eines  Fingers  3  entstehen,  so 
muss  dieser  1  Fin^^er  von  den  dreien  vorher  gesenkt  werden.  Das 
Senken  der  Finger  aber  bedeutet  bei  den  Strichen  die  Tilgung  eines 
Striches.  Warum  der  Verfasser  die  Inversion  nie  anwendet,  ist  nicht 
ersichtlich;  hatte  er  einen  Einwand  dagegen,  so  war  dieser  auszu- 
sprechen. 

Die  zweite  Abhandlung,  Abdruck  eines  frühereu  Programms, 
bespricht  den  Gegenstand  im  ganzen  und  gibt  keinen  Anlass  etwas 
daraus  hcrvorzuhebon.  Hoppe. 

lieber  die  Identität  geometrischer  Gebilde.  £in>  Beitrag  zur 
Didaktik  der  Geometrie.  Von  Jos.  Schräm,  Professor  amCommu- 
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iial-Real-  und  Obcrgymnasiinn  ia  Mariahilf.  Abdruck  aas  der 
„Zcitscbr.  f.  d.  Bealacbulwesea"  III.  Jalirg.  VI.  Ueft 

Ver  Verfasser  erklärt  zuerst,  dass  er  bei  Herausgabc  seines 
Lehrbuchs  der  ebeueu  (iLonietrie  keine  passende  Stelle  gefunden  hat, 
seiuo  vielfachen  Abweichungen  vom  Gewühnlichcu  zu  rechtfertigen. 
Eine  Besprechung  des  Lehrbuchs  durch  Herrn  Dr,  Obermann  im 
III.  Heft  dieser  ZeHscbr.  Metet  ihm  jetzt  den  Anlaas  dazu ,  indem 
sie  einen  Torwnrf  enthlUt.  Die  bctreffonde  Stelle  ist  wdrtlicli  abge- 
druckt; sie  sagt  ans,  dass  die  Dcfiuition  der  CongrueuE  (Identitttt) 
durcli  die  ansreichenden  Bestimmungsstflcke  bei  Schräm  einen  augen- 
fälligen, bei  frtthem  Autoren  einen  versteckten  Cirkel  gebe.  Der 
Verfasser  will  den  schuldigen  Nachweis  dieses  Urteils  nicht  abwarton, 
sondern  teilt  sogleich  seine  Aufstellungen  mit  und  sucht  durch 
Mustoiing  aller  einzelnen  Punkte  das  Nichtvorhandensein  eines 
Cirkols  darzulegen.  Halten  wir  uns  imn,  da  Obermann  sich  nicht 
näher  ausspricht,  einfach  au  die  mitgeteilten  Aufstellungen,  so 
CS  uns  jedenfalls  nSher  Repren  die  mannichfachen  Unbestimmtheiteu 
Kritik  zu  üben  als  ein  Urteil  über  sie  zu  fällen.  Der  erste  Satz 
ist:  „Zwei  Gebilde  heissen  identisch,  wenn  sie  sich  nur  durch  den 
Ort,  an  welchem  sie  sich  befinden,  von  einander  unterscheiden". 
Dies  soll  doch  gewiss  kciue  Definition  sein;  deuu  es  sagt  nur:  iden- 
tisch heisst,  was  Identisch  ist  bis  anf  die  Lage.  Aber  diese  Be- 
stimmung als  definitive ,  fortgeltende  ist  Oberhaupt  umsutfissig;  denn 
sie  widerspricht  dem  natOrlichen  wie  dem  wissenschaftlich  unent- 
behrlichen Sinne  der  Identität,  demgemäss  2  identische  Dinge  nicht 
gleichzeitig  existiren  kflnnen.  Wir  können  2  geometrische  Gebilde, 
coogment  oder  nicht,  als  Darstellungen  zweier  Zustände  desselben 
Tariabeln  Gebildes  betrachten,  willkürlich  weil  die  Geometrie  vou 
der  Materie,  welche  in  der  Natur  die  Identität  bestimmt,  abstrahirt 
Schram's  Einführung  nimmt  erstlich  der  Kinematik  diese  viel  geübte 
Freiheit  und  verwechselt  f^n^lrerseits  die  Betrachtung  ad  hoc  mit  der 
endgültigen  Festsetzung.  Er  beruft  sich  auf  andre  Autoren;  eineu 
Diebstahl  aus  Not  mag  mau  entschuldigen,  aber  nicht  nachahmen. 
Der  zweite  Satz  ist:  ..Identische  Gebilde  sind  vertauschbar,  nämlich 
das  eine  kann  so  an  die  Stelle  des  andern  treten,  dass  jeder  Punkt 
des  eiuen  G.  durch  eiucu  Puukt  des  andern  ersetzt  wird"'.  Das 
Wort  „Dämlich*^  an  sich  ist  zunächst  mehrdeutig.  Ycrtauschbar 
schlechthin  sind  je  zwei  Dingo  \  soll  etwas  damit  gesagt  sein,  so  muss 
eine  Bedingung  hinzukommen,  der  Satz  mit  „nämlich'*  kann  nur 
diese  Bedingung  ausdrücken.  Allein  dieser  hebt  die  Unbestimmtheit 
nicht  auf;  denn  »ersetzen**  ist  ebenso  rehitiv  zu  einer  Forderung  wie 
„vertauschen*':  ein  Ersatz  für  eine  Forderung  Ist  kein  Ersatz  ftkr 
eine  andere.  Folglich  ist  dieVertauschbarkeit  als  eine  fiigenscbaft 
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überhaapt  nicbt  deüiiirt.    Es  würde  leiclit  sein  die  VerUusclibarkeit 
eiues  Dreiecks  mit  eiuem  Viereck  bei  materieller  Identität  nnd  sogar 
bei  anverftuderter  Gefamtfigur  eutsprechend  obigem  Satze  za  zeigen. 
Vielleicht  Im  GofOiil  der  Uozal&ogliclikeit  seiaer  Erklftrong  fttgt  der 
Verfasser  hinzu:  «Mail  sagt  aucli,  sie  decken  einander^S  Wenn  aber 
einmal  zar  Deutlichkeit  der  gewöhnliche  Ausdruck  nötig  wird,  warum 
geht  er  dann  davon  ab  und  führt  erst  Undentliches  statt  des  Deut- 
lichen ein?  Ein  dritter  Satz  lautet:  ,,Die  (gegebenen)  BesUmmnngs- 
stQcke  einer  Figur  heissen  eindeutig,  wenn  die  CoDStruction  nur  eine 
Figur  oder  mehrere  vertauschbare  Figuren  liefert,  mehrdeutig  etc." 
Der  Sinn  ist  hier  nicht  miszu verstehen,  aber  das  Attribut  „ein-  und 
mohrdoutig-'  wird  dem  vcrkeiirtou  Subjoct  bcij^clcgt:  statt  der  Ab- 
hängigkeit der  mitbostimmtcu  Strecken  und  Winkel,  welche  allein 
ein-  oder  mehrdeutig  sein  kauu,  werden  die  gegebe  neu  Strecken  und 
und  Winkel  so  genannt,  was  offenbar  der  eelatanteste  Unsinu  ist, 
wenn  auch  der  Kundige  leicht  versteht,  was  gemeint  ist.  Vergleichen 
wir  dio  hier  dargebotene  Didaktik  mit  der  gewöhnlichen,  dem  Euklid 
folgenden  Behandlung  des  Congruenzbogriffs,  so  setzt  sie.  an  die 
Stelle  einer  verstftndlichen  und  sehr  einfachen  Lehre,  die  allerdings 
auf  die  geläufige  Vorstellung  unveränderlicher  Körper  (Zirkel  und 
Massstab)  fasst,  aber  von  aller  Unklarheit  frei  ist,  eine  durchweg 
mit  logischen  Mängeln  behaftete  Beiho  von  Sätzen,  die  dem  Schaler 
teils  überhaupt,  teils  in  dem  hier  usarpirten  Sinne  fremd  sind.  Fragt 
man  nun  nach  dem  Zwecke  der  ganzen  Umgestaltung,  so  können  wir 
nur  eine  Ausführung,  in  welcher  die  praktische  Wichtigkeit  der  lie- 
stimmungsstticke  Iiervorgehoben  wird,  als  einzige  leitende  Angabo 
betrachten.    Diese  aber  motivirt  nicht  im  mindestens  die  Gründung 
des  Begriffs  auf  die  Bestimmuogsstücke.    In  letzterer  liegt  in  mehr 
als  einer  Beziehung  eine  didaktische  Verkehrtheit.    Zunächst  ist  sie 
eine  vcrwerdiche  Verweisung  auf  Späteros.    Die  hinreichenden  Be- 
sLinimungssücke  kann  der  Schüler  erst  successive  während  des  Cursus 
kennen  lerucu,  muss  sich  also  bei  der  Definition  mit  dem  Worte 
ohne  Verstäudniss  begnügen.    Infolge  davon  geht  den  Schttlcrn  der 
leit^de  und  orientireude  Gesichtspunkt  verloren,  welchen  dio  gleich 
anlängliche  deutliche  Vorstellung  des  Deckens  der  ganzen  Figur  bei 
Behandlung  von  dessen  einzelneu  Erfordernissen  darbietet.  Eine 
augcnfitUige  Probe  dieses  Mangels  ist  der  Umstand,  dass  durch  alle 
Bestimmungsstacke  der  Unterschied  zwischen  congruenten  und  sym« 
metrischen  Figuren  nicht  erkannt  werden  kann.    Der  Verfasser 
wehrt  dessen  Beachtung  ab,  indem  er  den  Unterschied  sogleich  mit 
dem  umfassenden  (ohne  Erklärung  gelassenen)  Kamen  „Vertauscli- 
barkeit"  zudeckt.    Abgcsehon  von  dem  pädagogischen  Fehler,  ist  die 
Motivirung  auch  lofjipch  verkehrt.     Wenn  der  Toclmiker  von  der 
Ellipse  nur  2  i^imensioncn  misst,  weil  sie  zur  Bestimmung  aus- 
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reichen,  so  ist  die  Messung  doch  nar  das  Mittel  und  bedeutungslos, 
weDD  nicht  der  Zweck  die  gauze  Ellipse  eq  bestimmen  vorher 
im  Bewnsstsein  liegt  So  läuft  denn  Schram*8  ganze  Auseinander« 
Betznng  darauf  hinaus,  die  gebrauchten  Mittel  zum  wesentlichen 
Merkmal  der  Sache  zu  machen,  deren  Zweck  im  Dunkeln  bleibt. 

Hoppe. 


Zur  Lehre  vom  Unendlichen.   Antrittsrede  zur  Ueberuahme  der 
,  ausserordentlichen  Professur  der  Mathematik   an  der  Universität 
Tübingen  gehalten  am  2R.  Juni  1888  von  Dr.  W.  Franz  Meyer 
an  der  Bergakadomie  Clausthal.  Tabiugon  H.  Laupp.   *24  S. 

Da  dio  Lehre  vom  Uneiifiliclion  so  ganz  und  gar  keine  Schwie- 
rigkeit (larhietot,  üass  selbst  Aiilaiiger  der  Arithmetik,  wenn  sie  nur 
überhaupt  auf  den  Gedanken  einer  Veränderung  eingehen,  sie  ohne 
Mfihe  und  ohne  aubUIo  Anforderungen  b<^räfen  kOnucn,  so  sind  ge- 
wisse Schriftsteller,  die  den  Reiz  des  Wunderbaren  und  Unbegreiflichen 
znir  Erregung  der  Aufmerksamkeit  nicht  entbehren  zu  können  meinen, 
gezwungen,  wenn  sie  davon  reden,  diese  Lehre  so  zu  verdrehen  und 
zu  entstellen,  dass  niemand  mehr  das  Gewirre  zu  durchschauen  ver- 
mag, und  sie  nun  zeigen  können,  dass  allerhand  Lösungsversncbe 
der  selbstgemachten  Schwierigkeiten  zu  keinem  Ende  führen.  Als 
ein  Erzcugniss  dieser  Art  stellt  sich  auch  das  Vorliegende  dar.  Ein- 
leitend sagt  die  Schrift,  die  sogenannte  reine  Mathematik  und  Ana- 
lysis  könne  erst  dann  rein  genannt  werden,  wenn  sie,  soweit  es  die 
Eigenart  unserer  Geistesanlagen  zulasse,  als  ein  Bestandteil  der 
reinen  J^ogik  atiftrete.  lliergegcu  ist  zunächst  zu  erinnern,  dass 
factisch  von  reiner  Mathematik  nnr  im  Gegensatz  zur  angewandten 
gesprochen  wird,  und  dass  weder  der  Xame  noch  das  Motiv  einer  Unter- 
scheidung mit  der  Quelle  mathematischer  ErUenntniss  zu  tun  hat. 
Far  den  Verfasser  ist  die  Basirung  auf  die  reine  Logik  das  Ideal 
der  Strenge-,  er  möge  sich  doch  fragen,  wie  er  diese  Lagik,  dieses 
angeborene  Gesetz  des  Geistes,  von  der  vorgefasstcn  bornirten  Mei- 
nung unterscheiden  will.  Doch  wollen  wir  hierbei  nicht  verweilen 
und  uns  zum  eigentlichen  Thema  der  Schrift  wenden.  Als  Beleg 
dafür,  dass  die  Arithmetik  und  Analysis  nicht  aus  reiner  Logik  her- 
vorgehen, fuhrt  der  Verfasser  die  Begriffe  der  Grösse,  der  Anzahl, 
des  Irrationalen,  des  Stetigen  und  (diesen  vorausgehend)  des  Unend- 
lichen an;  das  Unendliche  ist  von  da  an  sein  einziger  Gegenstand. 
Rohen  wir  nun  zu ,  was  er  von  diesem  aussagt.  Zuerst  bemerkt  er, 
dass  fast  alle  unsere  Autoren  in  der  Detinition  und  Einführung  des 
Begriffs  des  Unendlichen  von  jeher  von  einander  abg'iwiehen  seien. 
Ereilich  wenn  man  alle  Faseleien,  die  iu  der  Keuzeit  über  diesen 
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Begriif  EQtage  getreten  siad,  als  veraishiedene  wissenachaftliche  An* 
sichten  gelten  Iftsst,  so  mag  es  denen,  die  nie  selbst  analytiseho 
Untersnehnngen  gemacht  haben,  vorkommen,  als  gäbe  es  eine  Menge 
verschiedene  Begriffe  und  Auffassungen.  Dennoch  ist  das  Unendlicho 
in  allen  wissenschaftlich  analytischen  Abhandlungen  nur  in  einer  Be- 
deutung in  Gebrauch,  und  seine  Definition  längst  bekaunt:  unend- 
lich gross  heisst  eine  Variable,  die  beliebik'  gross  werden  kann,  un- 
endlich klein  eine  Variable,  deren  absoluter  Wert  beliebig  klein 
werden  kann.  Der  Verfasser  erklärt  es  für  unbedingt  geboten,  dass 
mau,  um  mit  dem  Unendlichen  so  familiär  umzugehen,  wie  es  ge* 
schiebt,  sich  zuvor  einer  festen  und  unUiiglichen  Definition  des- 
selbüü  versichere,  behauptet  aber,  das  Gegenteil  finde  Statt.  Hier 
ist  diese  Definition;  auf  Gmnd  ihrer  ist  die  UntrOglichkeit  der 
Schlttssweise  der  Infinitesimalrechnung  streng  bewiesen  —  s.  d.  Arch. 
Bd.  LV.  S.  50  —  nnd  in  den  seitdem  vergangenen  16  Jahren  kein 
Einwand  g^gen  die  Bicbtigkeit  oder  Anwendbarkeit  erhoben  worden. 
Schien  dem  Verfasser  vielleicht  diese  Lehre  zu  einfach  nnd  elemen- 
tar, nm  sie  neben  den  hochgeschraubten  Erklärungsversnchen,  die  er 
oft  vernommen,  nnd  die  wol  fUr  rhetorische  Auslassungen  ein  rei- 
cheres Feld  eröffneten,  auch  nur  der  Erwähnung  für  wert  zu  halten? 
Weiter  sagt  der  Verfasser,  um  eine  der  mannichfaltigcn  Auffassungen 
des  Unendliehen  zu  nennon,  man  spräche  in  erster  Linie  vom  Un- 
endlich -klein  -  und  vom  Unendlich  -  gross-  werdenden,  u.  s.  w. 
Von  solchen  spricht  sicher  keine  analytische  Abhandlung;  manche 
Grubier  mögen  in  diese  Unklarheit  verfallen  sein.  Ferner  sagt  er, 
man  bediene  sich  jetzt  des  Unendlichen  nur  als  eines  Sprachgebrau- 
ches für  eiu  Veränderliches,  entweder  ab-  oder  zunehmendes,  selbst 
aber  durchaus  endlich  nnd  bestimmbar  bleibendes.  Dieses  Convolnt 
von  lauter  Unsinn  nennt  er  eine  „hochbedeutende  £rkenntniB8*\  Er 
hat  somit  erkannt,  dass  die  Entdeckung  Newton's  und  Leibniz's  nebst 
der  ganzen  daraus  erwachsenen  Wissenschaft  sich  auf  einen  Sprach- 
^gebraneh  redncirti  Von  den  genannten  Merkmalen  gehört  das  erste, 
das  Ah-  oder  Zunehmen,  nicht  znmBegriife,  dafBr  fehlt  das  notwen- 
dige Merkmal,  dass  der  Veränderung  keine  obere,  resp.  untere  Grenze 
gesetzt  ist;  dass  das  Unendliche  endlich  sei,  ist  ein  Widerspruch^ 
bestimmbar  kann  es  wol  sein,  nämlich  als  Function  eines  andern 
Unendlichen,  doch  dies  hat  sicher  der  Verfasser  nicht  gemeint. 
Schliesslich  behauptet  er,  man  verzichte  im  allgemeinen  von  vorn- 
herein auf  durchaus  exacte  oder  reine  llosultate,  man  gestehe  frei- 
mütig ein,  dass  jeder  Schritt  vorwärts  im  Gebiete  der  veränderlichen 
Grössen  mit  Fehlern  behaftet  sein  müsse,  u.  s.  w.  Im  Anfang  staunt 
mau  über  die  Dreistigkeit,  mit  welcher  plötzlich  solche  gan>2  unwahre 
Aussagen  hingeworfen  werden;  bald  aber  kommen  die-  Schwächen 
seiner  Stutzpunkte  zutage.   Dass  mit  höherer  analytischer  Rechnung 
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viele  Probleme  in  Angriff  genommen  werden,  die  nur  approximativ 
zu  lösen  sind,  ist  die  Tatsache,  auf  welche  das  Folgende  hinzudeuten 
scbeiut.  Er  verwechselt  aber  die  Ursacheu  und  statt  iu  der  Schwie- 
rigkeit der  Probleme  sieht  er  deu  Grund  der  autäuglichen  Unge- 
nauigkeit  im  Mangel  des  BegriÜ's  dos  ITncndlichen,  ignorirt  auch 
f^änzlich  alle  Lösungen  iu  gcächlüsheuer  Form.  So  ist  denn  der  ge- 
samte Vortrag  für  ciue  unwissende  Zuhörerschaft  berechnet,  der  er 
durch  Vorspiegelung  falscher  Tatsachen  die  Meinung  einzuflössen 
sucht,  die  Infinitesimalrechirnng  sei  keioe  esacte  Wisseiisehaft.  Hier 
beginnt  nun  der  zweite  Teil  der  Schrift,  welcher  zeigen  soll,  welche 
Aussicht  wir  haben  auf  Grand  eines  definirten  absoluten  (constantea) 
Unendlich  eine  exaete  lufinitesimalwissettschaft  herzastelleu.  Diese 
Hoffnung  schOpft  der  Verfasser  ans  der  Schrift:  „Was  sind  nnd  was 
sollen  die  Zahlen''?  von  B.  Dedelded  nnd  reproducirt  dieselbe 
ausfuhrlich.  In  ihr  ist  u.  a.  ein  Versuch  enthalten  das  absolute 
Unendliche  dcfiniren.  Dieser  ist  jedoch  gänzlich  misglttckt,  wie  in 
ausführlicher  Besprechung  der  Schrift,  im  27.  litt.  Bericht,  S.  29—33, 
bewiesen  worden  ist  Hoppe. 

Der  Unterricht  in  der  analytischen  Geometrie.  Für  Lehrer  und 
zum  Selbstunterricht.  Von  Dr.  Wilhelm  Krumme,  Direktor  der 
Ober-Kealschulo  zu  Braunschweig.  Mit  53  Figuren  im  TexL  Brauu- 
schweig  1889.  Otto  Salle.  311  S. 

Das  Vorliegende,  weit  entfernt  dem  Titel  zu  entsprechen,  bat 
vielmehr  zum  Gegenstande  die  rechnende  Geometrie  der  Ebene  and 
umfasst  insbesondere  die  Theori.e  der  rechtwinldigen  Coordinaten  in 

Anwendung  auf  die  Kegelschnitte  in  rein  synthetischer  Ent wickelang. 
Motivirt  wird  die  Benennung  in  sehr  eigentttralicher  Weise:  die  Yor* 
getragene  Lehre  sei  weder  euklidische  noch  neuere  Geometrie,  heisse 
daher  analytische  Geometrie.  Der  Verfasser  sollte  loch  wissen,  dass 
man  über  ein  Wort  von  so  grosser  und  in  so  weitem  Umfange  be- 
reits geltender  Bedeutung  nicht  nach  (  iutdünkeu  verfügen  kann.  Kr 
ignorirt  nicht  nur  den  eigentlichen  Wortsiun,  sondern  auch  eiuen 
ganzen  Wissenschaftszweig ,  welchem  der  Name  „analytische  Geome- 
trie" mit  voiiujü  Kcchte  augehört.  Analytisch  heibst  die  Erkennt- 
niSB,  die  von  ihrem  Ziele  in  allgemeinst  möglicher  Auffassung  aus- 
geht und  mit  diesem  im  Auge  ihre  Erfordernisse  zu  beschaffen  sacht 
Käme  diese  analytische  Erlienntmss  anch  erst  in  der  höhem  Mathe» 
matik  zur  Verwirklichung,  so  wftre  es  doch  durchaus  verwerflich  auf 
der  Schule  eine  Terminologie  einznfnhreu,  die  gegen  die  wissen* 
schaftliche  Ausdruckswciso  streitet  Aber  selbst  bei  der  Behandlung 
ganz  elementarer  Gonstractionsan^gaben  lernen  die  Anfiinger  das 
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Wort  „Analysis"  im  echten  Sinne  kennen,  und  zwar  handelt  es  sich 
hier  gewöhnlich  um  gar  licinc  Rechnung,  sondern  um  direct  geome- 
trische Beziehungen.  Letzteres  zeigt  zum  UeberÜuss,  dass,  während 
das  synthetische  Vorfahren  die  Anwendung  von  Rechnung  und  Rech- 
nungselemeoteu,  CoordinateUf  uicht  ausschiiesst,  auch  das  analytische 
ohne  Rechnung  möglich  ist.  Ao  eiuer  treffenden  Bezeichnung  fehlt 
es  uicliL;  „iccliueudo  Geouietrie"  und  „Lourdiuatenlehre"'  sagt  ohue 
Erklüraug  deutlich,  was  es  sagen  soll;  eiu  Grund,  dafür  das  er- 
klflrungsbedttrftige  und  gar  nicht  zutreffende  Wort  „analytische  Geo- . 
motrie^^  20  gobraachen  ist  also  nicht  ersichtlich,  wenn  man  nicht 
geflissentlich  die  SchQIer  irre  leiten  will. 

Scheint  vielleicht  ein  blosser  unpassender  Name  nicht  soviel  wort 
zu  sein,  dass  wir  seinetwegen  austuhrüch  längst  bekannte  Dinge 
wiederholen,  wie  es  im  Vorstehenden  geschehen  ist,  so  rechtfertigt 
uns  wul  die  Schwerhörigkeit,  vou  der  das  neue  Auftreten  eines  so 
oft  gertigten  Fehlers,  ohne  zur  Entkrftftang  der  Rüge  etwas  beizn- 
bringen,  Zeugniss  gibt. 

Das  Buch  beginnt  mit  einem  „allgemeinen  Teil",  welcher  das 
Verfahren  des  Unterrichts  bespricht,  der  also  nur  für  Kundige  be- 
stimmt ist;  dann  erst  folgt  im  „besondern  Teil"  die  für  die  Lerueu- 
den  bestimmte  Lehre.  Letzterer  wird  in  3  Stufen  geteilt,  deren 
erste  für  den  Unterricht  in  Puma  berechnet  ist  Durch  diesen  soll 
der  Schuier  iu  2  Jakreu  suweiL  gefordert  werden,  dass  er  den  übrigen 
Inhalt  des  Bnches  ohne  Httlfe  des  Lehrers  für  sich  lernen  kann. 
Die  erste  Stnfe  behandelt  die  Coordinatentheorie  ond  einen  gewissen 
Kreis  ihrer  Anwendung  nnd  teilt  sich  in  6  Abschnitte  nach  den 
Gegenständen:  Punkt,  Gerade,  Kreis»  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel. 
Die  zweite  Stnfe  erweitert  den  Lehrstoff  der  ersten  nnd  hat  dieselben 
Gegenstände.  Der  dritte  behandelt  die  allgemeine  Gloichuug  2.  Gra- 
des. Auf  jeden  Abschnitt  folgen  Uebungcn.  Durch  diese  lernt  der 
Scbfller,  was  der  wichtigste  Punkt  ist,  ein  algebraisches  Resultat 
geometrisch  deuten.  Ob  er  daraus  die  Nützlichkeit  des  Umwegs  der 
Uebersetzung  des  Geometrischen  iu's  Algebraische  und  wieder  zurück 
ersiebt,  ist  wol  zweifelhaft.  Der  Lehrgegenstand  selbst  ist  ohne 
Zweifel  für  sehr  Viele  nützlich,  die  nicht  MaiLcniatik  studiren,  und 
denen  doch  mathematische  Kenntnisse  zu  statten  koiaiaeu.  Wer  da- 
gegen die  Mathematik  zum  Studium  wählt,  dem  ist  die  hier  gegebene 
Unterweisung  eine  schlechte  Vorbereitung  dazu  uud  eher  hinderlich 
als  irgend  förderlich.  £r  tut  besser,  das  Betreiben  der  Coordinatcu- 
lebre  auf  die  Universität  za  versparen  und  nnnüttelbar  vom  allge- 
mmnem  Standpunkte  ans  amn&ngen.  Hoppe. 
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VermiBchte  Schriften. 

American  Journal  of  MatUeaiatics.  Simon  New  c  o  m  b ,  Editor . 
Tliomas  Craip,  Associate  Editor.    Published  und  r  ihe  Anspices 
of  the  Julius  liopkins  University.    Ugayuccru  v  ^^^tyxog  ov  ßUnoiii- 
vttv.  Yolome  XI.  Baltimore  1889.  rublicatiuu  Ageucy  of  the  Johns 
.  Hopkins  University. 

Der  luhalt  des  Ii.  Bandes  ist  folgender. 

P.  A.  Mac  Mahon:  Abhandlang  Aber  eine  nene  Tlieorie  der 
symmetrischen  Fonctionen. 

W.  Woolsey:  (Jeber  die  in  Beilien  dargestellten  Integrale 
binomischer  Differentialgleichnngen. 

M.d'OcagDC:  Ueber  gewisse  Curvon,  welche  man  mit  den  ebenmi 
Cnrven  zum  Studium  ihrer  lufinitesimaleigenscbaften  vorbinden  kann. 

Cayley:  Uobcr  diu  Flächen  mit  ebenen  oder  sphftrischen  Krftm- 
mnngslinicn.  —  lieber  die  Theorie  der  Gruppen. 

J.  Porott:  Bemerkung  zum  Satze  You  Euklid  Uber  die  unend- 
liche Anzahl  von  Primzahlen. 

A.  E.  H.  Lovo:  Wirbelbewegung  in  gewissen  Dreiecken. 

A.  B.  Basset:  Ueber  die  permauuute  Bewegung  eines  rotiren- 
deu  üüssigcu  liiugcs. 

8.  Lie:  Die  BegriiFe  Gruppe  und  Invariante. 

£.  Picard:  Ueber  die  binären  quadratischen  Formen  mit  con*- 
jngirten  Unbestimmten  und  die  Fuchs'schen  Functionen. 

F.  Morley:  Ueber  die  Geometrie  einer  drcularen  kobiscbeu 
(lurre  mit  Knoten. 

H.  B.  Fine:  Ueber  die  durch  Differentialgleichungen  definirten 
Functionen  nebst  einer  £rweitemng  der  Puiseux'schen  Polygon-Con- 
struetion  dieser  Gleichungen. 

K.  Goursat:  Ueber  die  singulüren  Lösungen  der  simultanen 
Differentialgleich  M  n  ge  i] . 

H.  A.  Rowlaud;  ElektronKiunctische  Wollen  und  Oscillatioueu 
an  der  Oberfläche  der  Conductoren. 

J.  C.  Fields:  Der  Ausdruck  eines  beliebigen  Difforentialcoef- 
ficienten  einer  Function  einer  Function  hs-liebig  vieler  Variabein  mit- 
telst der  eutsprecheudeu  Differentialquotienteu  von  n  Potenzen  der 
Function,  wo  n  die  Ordnung  des  Differentialquotienteu  ist 

0.  Bolza:  Ueber  die  ConstnicÜon  intransitiver  Gruppen. 

K.  Henn:  Die  Herstellung  einer  linearen  Differentialgleichang 
ans  einem  gegebenen  Element  der  Integralfnnctiou. 
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L.  Koeui^s berger:  Ueber  die  Redactiou  von  lutegraleu 
trauscendenter  l''u lu- 1  i o n o n 

F.  Frankliu:  ^^ote  über  die  doppelte  Feriodicität  der  ellipti- 
scheu  Fuuctioueu.  II. 


Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  vou  G.  Mittag- 
Leffler.  12.  Stuckholm  1889.  F.  a.  G.  Be^er.  Berlin,  Hayer 
n.  Maller.  Paris,  A.  Hermann. 

Der  Inhalt  des  12.  Bandes  ist  folgender. 

P.  Appell:  Ueber  die  Bewegung  eines  Fadens  in  einer  festen 
Ebene. 

M.  Lerch:  Ueber  eine  Metbode  der  Eutwickelung  einiger  ellip- 
tischen Functionen  in  triti;oiioiiietrischo  Reihen. 

C.  Guichard:  lieber  die  linearen  Diirerentialgleichungen  mit 
algebraischen  Coefficicntcn. 

J.  de  Yries:  Ueber  gewisse  ebene  Confignrationen. 

F.  Brioschi:  Ueber  die  Gleichung  6.  Grades. 

K.  Heun:  Bemerkungen  zur  Theorie  der  mehriach  linear  ver« 
IcnOpften  FunctioneD. 

J.  Haclcs:  Schering's  Beweis  des  Beclprocitftts-Satzes  fOr  die 
quadratischen  Reste  dargestellt  mit  Hilfo  des  Zeichens  [x]. 

J.  Horn:  Ueber  ein  System  linearer  partieller  Differential- 
gleich  ungeo. 

S.  K  0  w  a  I  c  A  s  k  i :  Uel)or  das  Problem  der  Rotation  eines  starren 
Körpers  um  einen  festen  l'unkt 

V.  Vol terra:  Ueber  eine  Verallgemeinerung  der  Theorie  der 
Functionen  einer  imaginären  Variabein.  I. 

P.  Tschebyscheff:  Ueber  die  Integral- Residuen ,  welche  die 
angenäherten  Werte  der  Integrale  geben. 

E.  Picard:  Ueber  eine  Classc  linearer  partieller  DiflFercntial- 
gleichnngen  2.  Ordnung. 

H.  Dobriner:  Ueber  das  rftumliche  Achteck,  weiches  die  Schnitt- 
punkte dreier  Flächen  2.  Ordnung  bilden. 

H.  G.  Zeuthen:  Note  Aber  die  8  Schnittpunkte  dreier  Flächen 
2.  Ordnung. 

A.  Hurwitz:  Ueber  eine  besondere  Art  der  Kettenbrneh-Ent- 
Wickelung  reeller  Grössen.  H. 
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Litterarisclier  Bericht 

xxxu. 


Lehrbücher. 

Vorschule  der  Mathematik  für  osterr.  Untcrgymiiasien  und  ver- 
waudte  LebraostalteD.  Von  Jos.  Schräm,  Professor  am  Commu- 
Dal-Real-  and  Obergymuasiam  in  Mariabilf,  und  Rad.  Schassler, 
Doctor  der  Philosophie.  Mit  384  Figureu.  (la  besonderem  Heft.) 
Wien  1889.  Alfred  Holder.  819  8. 

Zwei  Schriften  vom  erstem  Verfasser  sind  hier  bereits  be- 
sprochen worden,  die  eine;  „Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie"  — 
erschienen  1878,  im  247.  litt.  Bericht  S.  25,  die  andere :  „ücber  die 
Identität  geometriSvhcr  Gebilde"  —  ohne  Zeitangabo,  soeben  im 
vorigen  litt  Bor.  S.  3i.  Letztere  sucht  die  in  einem  mit  crsterer 
gleich  betiteltem  Wtffhe  befolgte  Didaktik  gegen  Angriffe  zu  v^tei- 
digen  and  filhrt  daraus  die  S&tze  an,  anf  welche  die  Angriffe  Bezog 
haben.  Von  diesen  Sfttzen  ist  der  eine,  welcher  die  Congruenz  durch 
Yertanachbarkeit  definirt,  wörtlich  anverftndert  auch  in  die  „Vor- 
schule** Übergegangen,  während  zwei  andre,  deren  einer  statt  d^ 
Gongraenz  den  Namen  Identität  einfuhrt,  der  zweite  dieselbe  mittelst 
des  &l8ch  gebrauchten  Ausdrucks  „eindeutig"  auf  die  Bestimmaugs- 
stücke  surückführt.  im  gegenwärtigen  Werke  nicht  vorkommen,  und, 
wenn  Ref.  nicht  irrt,  auch  in  der  besprochnion  Ausgabe  nicht  ge- 
standen haben.  Auf  die  Bezeichnung  des  gegenwärtigen  als  „Vor- 
schule" scheinen  die  Verfasser  selbst  kein  Gewicht  zu  legen ,  da  es 
im  Vorwort  stets  „Lehrbuch"  genannt  wird.  In  der  Tat  cliarakteri- 
sirt  es  sich  gegenüber  auderu  iiehibüchüru  gerade  in  entgegenge- 
setzter Richtung:  es  hat  eher  den  Charakter  einer  Encyklopädie,  die 

▲rck.  d.  Haiti,  a.  tkj».   S.  Heike,  ieii  Vlll.  4 
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in  sachlich  geordneter  Reihe  von  Artikel a  über  alle  Lehrthemata 
concinne  vollständige  Auskauft  orteilt.  Diese  Darbteliuügsweise  ver- 
liert natflrlich  im  weitern  Fortsebritt  mehr  und  mehr  ihr  Unter- 
aehddendes  and  ftUt  ichlieflalich  mit  der  rational  didakÜBehen  Ent- 
Wickelung  des  I^efarstoli  ztuamnien.  Schon  die  Ausdehnung  den 
Lehrbuchs  anf  Stereometrie  nnd  Kegelschnitte  Iftsst  dasselbe  nicht 
ahi  Torscbnle  erscheinen.  Hanptsftchlicb  aber  ist  es  die  Ab&sssngs- 
weise,  die  einer  EinfUhmiig  vsn  Anfängern  in  das  mathematische  Ge- 
biet am  wenigstens  entspricht  Während  überall  sonst  anf  cxacten 
Ansdrack  grosse  Sorgsamkeit  verwandt  ist,  treten  gerade  in  den  An- 
fängen, wo  es  sich  um  Erklärung  der  elementarsten  Begriffe  handelt, 
mancherlei  Schwächen  und  Misirrifrc  auf.    bvr  m  der  Geometrie  be- 
gangene und  an  bezeichneter  Stelle  gerügte  Dehler,  der  in  der  Er- 
kläruug  der  Congrnenz  durch  Vertauschbarkeit  liegt,  entstellt  auch 
den  Anfang  der  Arithmetik,  wo  gesagt  wird:  „Zwei  gleichartige 
Grössen  heissen  einander  gleich,  wenn  die  eine  für  die  audere  ge- 
setzt werduü  kauü,  ungleich,  wenn  dies  nicht  möglich  ist"  Die  ein- 
Ikcfaste  Wideriegung  gibt  wol  jede  Uugleichuug  a  >  z< ,  indem  man 
Ibr  a  jede  grössere,  für  b  jede  kleinere  GiOsse  setzen  kann.  Sie 
deutet  darauf  hin,  dass  der  Fehler  ein  Eiklftmngseiriiel  sei,  da  die 
Erklimng  der  Gleichheit  die  Gleichhät  stillschweigend  ▼oranssetie. 
Allein  auch  in  oa; «  0,  wie  in  vielen  Gleichungen«  kann  man  für  a 
Ungleiches  setzen.   Der  Fehler  ist  vielmehr  die  unzulässige  Um- 
kehrnng  des  richtigen  Satzes :  Gleiches  kann  man  für  einander  setzen. 
Ferner  ist  der  Satz  unrichtig:  „Jedes  Ding  für  sich  allein  betrachtet 
beisst  Einheit."   Im  Gegenteil  heisst  es  nur  dann  so,  wenn  man  es 
in  Verbindung  mit  auderu  Dingen  betrachtet,  und,  was  wesentlich 
ist,  wenn  man  von  deren  Verschiedenheit  absieht   Ferner  zeigt  der 
Satz:  „Rechnen  hat  die  Aufgabe,  aus  gegebeneu  Zahlen  nach  be- 
stimmten Vorschriften  eine  neue  Zahl  zu  bilden"   —  Mangel  an 
Beobachtung.  jNirgends,  auch  nicht  lu  diesem  Buche,  wird  das  Wort 
Rechnen  in  dem  genannteu  Sinne  gebraucht  Kicht  derjenige,  wel- 
cher aus  den  Zahlen  3  und  8  die  neue  Zahl  3X8  bildet«  sondern 
derjenige,  welcher  die  so  gebildete  Zahl  in  der  dekadischen  Form  24 
darstellt,  rechnet  Wfthrend  der  Veriassor  bei  andern  Gegenständen 
selbständig  mit  Besserung  vorgegangen  ist  und  manchmal  in  der  Ab> 
weichung  Tom  Gewöhnlichen  geirrt  hat,  ist  es  hier  gerade  ein  recht 
häufig  vorkommender  Fehler,  den  er  ohne  Ueberlegung  aufnimmt 
Was  zu  dem  Fehler  verleitet,  ist  der  Umstand,  dass  bti  Erklärung 
der  einzelnen  Operation  der  Unterschied  von  Stellung  und  Lösung 
der  Rechenaufgabe  ohne  Bedeutung  ist   Hier  ist  daher  auch  der 
Fehler  von  keiner  Bedeutung-,  bei  den  maunichfaltigen  Transfor- 
mationen der  Algebra  hingegen  bringt  er  Unklarheit  mit  sich;  die 
falsche  Definition  hat  zwar  der  Schüler  hier  längst  vergessen,  aber 
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das  Richtige  weiss  er  darum  doch  nicht  In  Betreff  der  Geometrie 
ist  die  verfehlte  Definition  der  Congrucnz  bereits  ausführlich  be- 
sprochen. Die  behandelten  Lehrthemata  sind  der  Reihe  nach  fol- 
gende Unter  „besondere  Arithmetik":  die  Zahl  und  ihre  Darstel- 
lung, die  4  Grundopcratiouen  in  ganzen  Zahlen,  Teilbarkeit  der 
Zahlen,  gemoiue  Brüche,  Decimalbrücho ,  mehrfach  benamitc  Zahlen, 
Proportionen.  Unter  „allgemeine  Arithmetik'':  arithmetische  Zei- 
chensprache, Operationen  erster,  zweiter  Stufe,  allgemeine  Brüche, 
Quadrat  und  Quadratwurzel,  Kubus  uud  Kubikwurzel,  Proportionen, 
Gleiehongeu  1.  Grades.  Unter  „Planimetrie":  Grandgebilde,  Drei- 
eck|,  Kreis,  Viereck,  Polygon»  Längenmessang,  Flftehengleicbheit  uod 
FlfieheDmessniig,  AebnUcbkeit  Unter  „Stereometrie*^:  Pnnkt,  Ge- 
rade, Ebene  im  Banme,  Prisma  nud  Cylinder,  Pyramide  und  Kegel, 
Kugel,  Polyeder,  Kegelscbnittslinieo.  Auf  die  besondere  and  aaf  die 
allgemeine  Arithmetik  folgen  Aufgaben  des  Verkehrs,  auf  die  Plani- 
metrie Construetionsaufgaben,  die  Lösungen  sind  am  Schlüsse  des 
Buchs  zusammengestellt.  Aasserdem  sind  an  einzelne  Lehren  Fragen 
nnd  Angaben  angeknüpft  Hoppe. 


Lehrbuch  der  go^^ümmteu  niederen  Mathematik  umfassend  Arith- 
metik, Buchstabeurechnuug,  Algebra  einschliesslich  der  Logarithmcu, 
Geometrie,  ebene  Trigonometrie  uud  Stereometrie.  Mit  zahlreichen 
Beispielcu  und  Uebuugsaufgaben  nebst  vollständiger  Losunp;  und  Aus- 
rechnung bearbeitet  für  den  Selbstunterricht  sowie  auca  für  den 
Scbulgebrauch  von  G.  Otto,  GewerbeschuUehrer  a.  I>.  und  U.  Die- 
sen er,  Arebitekt  Mit  420  Holzschnitten.  AbteUnng  1.  und  IL 
Arithmetik,  Bncbstabenrechnung  und  Algebra.  Abteilung  JH..  IV. 
u.  V.  Geometrie,  ebene  Trigonometrie  nnd  Stereometrie.  Halle  a. 
d.  S.  1889.  Lndw.  Hofstetter.  64  +  60  +  173  +  132  +  97 
+  75  a- 

Das  Buch  lehrt,  wie  man  ohne  alles  Denken  nnd  Verstehen  eine 
gewisse  praktische  Fertigkeit  im  Rechueu  uud  Construiren  gcwiuuen 
soll.  Es  besteht  nur  aus  Regeln  (mit  vorgäugiger  Augabe  des  Wort- 
gebranebs)  und  Uebungsbeispiolen.  Von  Begründung  und  Begriffs- 
erklftmng  ist  nirgends  die  Bede,  ja  die  Begelu  und  Worterklftruugen 
sind  nicht  einmal  daf&r  abgefasst,  dass  der  Schaler  daraus  das  Ver- 
fahren entnehmen  kann.  8.  6.  s.  B.  steht:  „Mnltipliciren  heisst,  eine 
Zahl,  den  ICultiplicator,  so  oft  zn  sich  selbst  addiren,  als  eine  an- 
dere Zahl,  der  Multiplicator  Einheiten  bat.**  Wollte  ein  Schüler 
hiemach  5  mit  3  mnltipliciren,  so  würde  er  5  zu  5  addiren,  dann 
wieder  5  zn  5,  dann  wieder  5  zu  5,  und  dreimal  dasselbe  Resultat 
10  finden,  was  denn  mit  mehrfacher  Bestätigung  ergäbe,  dass  3  mal 
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r>  1=  10  ist  Wahrscheinlich  sind  also  dio  Regeln  und  Worterklä- 
rungen nur  dazu  da,  im  Exaniea  hergesagt  zu  werden,  und  daa 
Rechaen  erlerat  der  Schüler,  indem  er  es  dem  Lehrer  uaehmacht. 

Hoppe. 


Kley  er  8  Em  \  Idopädie  der  gesamten,  mathomatiscben,  techni- 
schen and  exakteu  Natnr- Wissenschaften.   Stuttgart.   Julius  Maier. 

Das  Yerzeichuiss  der  bis  jetzt  erschienenen  Teile  dieser  Enqr- 
klopädie  nennt  23  Lehrbücher,  eine  Logarithmentafel  und  eine  Ge- 
schichte der  Geometrie,  worunter  die  Mehrzahl  von  Kleyer  bearbeitet 
ist.  Dem  Kef.  liegen  die  Aofäugo  zweier  dieser  Lehrbücher  vor, 
nämlich  der  folgenden. 

Lebrbncli  der  ebenen  Elementar-Oeometrie  (Planimetrie).  Be- 
arbeitet nach  eigenem  System  von  Adolph  Kley  er.  Erster  Teil: 
Dio  gerade  Linie,  der  Strahl,  die  Strecke,  die  Ebene  nnd  die  Kreis- 
linie im  allgemeinen. 

Lehrbuch  der  Difforentialrechnung.  Bearbeitet-  nach  eigenem 
System  von  Adolph  Kley  er.  Erster  Teil:  Die  einfache  nnd  wie- 
derholte DÜfarentiation  czpUsieter  Funktionen  von  einer  nnabhftn- 
gigen  Tariabeln.  Zweite  Auflage. 

Die  Einleitung  des  erstem  ist  ein  Gemisch  von  richtigen  und 
unrichtigen  Gedanken  über  dea  Raumbogriff.  Die  unrichtigen  sind 
es,  welche  dem  beginnenden  Vortrag  zugrunde  liegen  nnd,  wenig- 
stens innerhalb  der  2  ersten  Hefte,  siemlich  den  einzigen  Stoff  dazu 
bieten.  Jenen  Oedanken  anfolge  ist  die  Linie  eine  Aneinander- 
lagemng  von  Punkten ,  die  der  Verfasser  auch  Atome  nnd  Infinite- 
simale nennt  Der  Punkt  ist  ein  Teil  der  Unie,  aber  so  klein,  dass 
er  nicht  mehr  geteilt  werden  kann.  Ein  Linienelement  besteht  aus 
2  Atomen.  Die  Linie  hat  eine  endliche  Anzahl  unendlich  kleiner 
Teile.  U.  s.  w.  Dies  sind  nicht  bloss  einmalige  Aussagen,  sondern 
der  gesarate  Lehrvortrag  enthält  nichts  weiter  als  die  Umsetzung 
der  gemeinen  Vorstellung  in  solche  confusc  lledeweiso.  Als  äusser- 
licho  Eigentümlichkeit  ist  zu  erwähnon,  dass  jede  Seite  in  2  Spalten 
[Tcfi'üt  ist.  Links  steht  unter  „Frage"  die  in  eine  Frage  gekleidete 
Aii!;uudigung  des  Themas,  Uber  das  der  Verfasser,  rechts  unter 
„Antwort"  sprechen  will. 

Im  Vorwort  zum  Lehrbnch  der  Differentialrechnung  sagt  der 
Verfosser,  es  sei  ihm  ergangen,  wie  es  jetzt  noch  100  Andern  er- 
gehe, deren  mathematisches  Denken  durch  keine  der  Methoden, 
welche  zur  Uerleitung  der  Differentialformeln  dienen,  Befriedigung 
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ßuden.  Er  neant  5  Methoden ,  aber ,  wie  vom  bösen  Geist  auf  un- 
frnchtb^rcm  Felde  herumgeführt,  nur  solche,  die  erdacht  worden 
siud,  damit  man  die  Priocipion  der  DifForentialrechuuug  nicht  ver- 
stehe, und  geht  mit  Stillschweigen  an  den  Methoden  vorbei,  durch 
welche  sie  leicht  verständlich  werden.  Er  beansprucht  uuu  nicht, 
schon  jetzt  über  die  Frage  zar  Klarheit  gelangt  zu  sein  und  die 
rechte  Methode  gefanden  zu  haben,  Tielmebr  kOnne  er  zur  Herans- 
gabe seiner  Bearbeitung  gedrängt ,  sich  nur  auf  einige  Ergebnisse 
seines  Nachdenkens,  die  er  fflr  annnistösslich  halte,  stittsen.  In 
diesen  sacht  er  eine  Aaffiunnng  der  GrOsse,  wie  sie  der  Natur  der 
KOrperwelt  entspreche,  zn  geben  nnd  betrachtet  daher  die  GrOese 
als  aus  unteilbaren  Teilen  bestehend,  wie  oben  von  der  Linie  gesagt 
ward)  diese  sind  dann  seine  Differentiale.  Hoppe. 


Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  für  höhwe  Lehranstalten.  Von 
Prof.  H.  Köstler.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Ilül/schuit- 
ten.  1.  Heft.  Kongruenz.  Dritte,  teilweise  umgearbeitete  Auflage. 
Halle  a.  &  1889.  Louis  Nebert.  66  S. 

Das  l.Heft  Ist  im  2.  litt.  Ber.  8. 14,  das  2.  Heft  im  25.  litt  Ber. 
S.  8,  das  3.  Heft  im  251.  1.  Ber.  S.  29  besprochen.  Die  3.  Auflage 
unterscheidet  sich,  abgesehen  von  kleinen  Yerbesserungen,  durch 
folgendes  von  den  2  vorausgehenden.  Die  „STstematik  der  Qeome- 

trie^'  ist  ans  der  Einleitung  entfernt  und  in  den  Anhang  gesetzt. 
Der  Abschnitt  über  die  Linien  ist  übersichtlicher  gegliedert.  Der 
erste  Lehrsatz  aus  der  Parallclenthcorie  ist  durch  den  entsprechen- 
den Grundsatz  ersetzt  worden,  dieser  lautet:  Durch  einen  Punkt 
kann  man  zu  einer  Geraden  nur  eine  Parallele  ziehen.  Hiermit  ist 
eine  Berichtigung  eingeleitet,  aber  noch  nicht  vollzogen.  Statt  nun 
mit  Anwendung  des  Grundsatzes  die  Gleichheit  der  gleichliegenden 
Winkeln  au  Parallelen  zu  beweisen,  hat  der  Verfasser  erstem  müssig 
lieigen  lassen  und  letztere  auf  eiuea  sehr  hLkannteu  Trugschluss  ge- 
stfltKt  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Ebenen  Geometrie.  Nach  neuen  Grundsätzen  be- 
arbeitet. Von  Karl  Koch,  Professor  am  Lyceum  in  Cannstatt. 
Erster  Teil.   Mit  80  Figuren.   Ravensburg  1889.   Dorn.   103  S. 

Der  Titel  sagt,  dass  das  Lehrbuch  nach  neuen  Grundsätzen  be- 
arbeitet ist.  Eigentlich  ist  es  indes  derselbe  Reformgedanke ,  dfiE 
schon  viele  Bearbeiter  von  Lehrbüchern  verfolgt  haben,  und  in  dessen 
Verwirklichung  das  gegenwärtige  Lehrbuch  nur  weiter  geht  als  viel- 
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Icidit  alle  Vorj^äüger:  dorn  S  liuli  r  soll  keine  Verstandestätigkeit  au 
GcgGiistäuJeu  zugemutet  wei  Jeu,  Ho  ihm  zur  Zeit  noch  fremd  siud. 
Allein  im  Zuwerkegehen  zeigt  sich  doch  eine  bedeutende  Verscbie- 
düuheit,  weicher  pädagogische  Ausicht  zugruude  liegen  iimss,  bo  dass 
hier  wirklich  die  Grundsätze  fOglidi  neu  genannt  werden  können, 
wenn  sie  anch  nur  in  MddaDg  frttherer  M&ogel  und  Ißsgrfffe  be- 
stehen. Der  grösste  und  doch  so  gewöhnliche  Miagriff  ist  es»  dass 
diejenigen,  welche  die  Pflege  der  Anschauung  forderten,  auch,  als 
ob  es  notwendig  damit  verbunden  wfire,  oder  um  die  euklidisdie 
Methode  zu  flberflttgeln,  das  Gesichtsfeld  des  Schttlers  recht  bald  zu 
erweitern  und  ihn  so  an  allen  Schwierigkeiten  recht  unmerklich  vor- 
beizuführen  strebten.  Dadurch  geht  der  Hauptbildungszweck  der 
mathematischcu  Disciplin ,  vrclcher  das  Verweilen  auf  engem  Felde 
der  Betrachtung  als  unerläaslicb  fordert,  verloren,  nicht  das  Ver- 
stehen ,  sondern  das  Nichtverstehcu  bei  der  Meinung  zu  verstehen 
wird  den  Schülern  leicht  gemacht.  Koch  pflogt  in  nicht  minderm 
Grade  die  Anschauung,  aber  er  verweilt  stets  auf  engstem  Felde. 
Hierzu  kommt,  dass  die  Beobachtuugcu  au  der  Figur  keine  bloss 
äussere  sind,  dass  vielmehr  jede  Beziehung',  auch  wenn  sie  selbst- 
vcrBtändlicb  ist,  durch  besondem  Satz  zum  Bewusstsein  gebracht 
wird.  Henrorzttheben  ist  endlich  die  logische  Genauigkeit  In  De- 
duction,  Urteil  und  Ausdrudr,  die  so  häufig  von  den  Terbesserem 
der  Methode  als  Nebensache  behandelt,  hier  aber  trotz  aller  Kürze 
und  Einfachheit  überall  festgehalten  wird.  Bedenken  könnte  viel- 
leicht die  sehr  abweichende  Anordnung  des  Lehrstoft  erregen,  indem 
dadurch  die  Systematik  verhüllt  wird,  umsomehr  weil  die  SMze, 
welche  einen  wirklichen  Fortschritt  enthalten,  mit  vielen  solchen,  wo 
dies  nicht  der  Fall  ist,  gemischt  auftreten.  Nach  einer  Aeussennig 
im  Anfang  des  Vorworts  scheint  der  Verfasser  zu  verlangen,  dass 
der  Schüler  zuvor  wisse,  wie  man  z.  B.  einen  Winkel  abträgt,  hal- 
birt  u.  s.  w, ,  ehe  von  abu'etragenen ,  halbirten  Winkeln  die  Rede 
sein  dürfe.  Eine  solche  Foidcrung  würde  geradezu  die  Regel  alles 
vernünftigen  Handelns:  Erst  denken,  dann  tun  —  auf  den  Kopf 
stellen,  und  kann  wol  kaum  seine  Meinung  sein.  Die  Dreiteilung 
eines  Winkels  wissen  wir  nicht  auszufahren  und  kOnnen  sie  doch 
als  geschehen  denken.  Hoppe.. 

Lehrbuch  der  Planimetrie.  Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehr 
anstalten  und  zum  Selbst^Unterrlcht  Von  Dr.  Bottok,  vormals 
Professor  und  Rektor  am  Gymnasium  und  Realgymnasium  zu  Rends- 
burg. Dritte,  mit  Aufgaben  vermehrte  und  verbesserte  Auflage 
(Mit  57  Figuren  im  Text.)  Leipzig  1086.  Hermann  Schnitze 
96  S. 
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Lehrbach  der  Stereometrie.  Zum  Gebranebe  an  höheren  Lehr- 
anstalten und  zum  Selb?:tnntorricht.  Von  Dr.  Rottok,  vormals 
Professor  Ull  i  itcktor  am  Gymnasium  und  Realgymnasium  zu  Rends- 
burg. Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  (Mit  28  Figuren 
im  Text)  Leipzig  1888.   Hermann  Schnitze.   65  S. 

Dm  erstere  Lehrbuch  beginnt  mit  einem  ganz  unklaren  Satase: 
es  nennt  die  Geometrie  eine  Wissenschaft  der  räamUchen  Grössen« 
nnr  aaf  Ausdehnung  Rücksicht  nehmend,  von  andern,  wie  physischen 
u.  8.  w.  Eigenschaften  absehend.  Wenn  andere  Lehrbücher  —  in 
der  Tat  sind  es  nicht  wenige  —  im  Eiugangssatze  die  Raumgrösscn 
ausschliesslich  als  Gegenstand  der  Gooriü  trie  hiustcllon,  so  ist  dies 
ein  einmaliger  ungenauer  Ausdruck,  sie  sorgen  wcnigsleus,  wenn  auch 
öfters  ungenügend,  im  weitem  Verlaufe  dafür,  die  Begriffe  durch 
ihre  Anwendung  richtig  zu  stellen.  Hier  hingegen  ist  der  ungenaue 
Eingangssatz  die  Qnelle  immer  neuer  Unklarheiten:  die  unklare  Be- 
griismischung  von  OrOssen  und  Qualitäten  vie  IKehtnng,  Lage,  Ge* 
stalt  wird  fortgesponnen  nnd  der  dadorch  erzengte  Mangel  an  Ori- 
entirang  zor  ErsciUeichnng  eines  Scheinbeweises  flir  den  Parallelen» 
sats  benutzt  Ebenso  wird  durch  eine  nnterstlUidtidie  Auseinander- 
setraing  die  Nichtberflcksichtigung  des  Falles  der  Incommensnrabilität 
zu  rechtHertigen  versucht;  statt  Evidenz  zu  geben,  ersehwert  der 
Verfasser  nur  die  Erhebung  eines  £inwandes. 

In  der  Stereometrie  wird  gleidi  von  Anfang  die  Bewegung  der 
OeHlde  in  Betracht  gezogen,  es  geschiebt  dies  mit  besonderer  Be- 
Törzugnng,  ohne  dass  die  Sache  es  erforderte  und  Öfters  in  ausge- 
dehnterem Masse  als  dazu  Anlass  war.  £s  scheint  daher  die  Tendenz 
Torznwalten ,  das  Gesichtsfeld  des  Sehfliers  gleich  anfangs  zu  erwei- 
tern ,  was  aber  nur  dabin  wirken  kann,  eine  recht  obeiflftchliehe 
Aufibssnng  zn  erzeugen.  Hoppe. 

Grundztlge  der  Naturlehre  ftlr  die  unteren  Classen  der  Gym- 
nasien, Realschulen  und  verwandten  Anstalten.  Von  Dr.  Ignaz 
G.  Wall  entin,  k.  k.  Professor  am  Ober-Gymnasium  im  IX.  Be- 
zirke Wiens,  ehem.  Privatdocent  für  mathematische  Physik  an  der 
k.  k.  technischen  Hochschule  in  Brünn.  Ausgabe  für  Gymnasien. 
Mit  234  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Zweite,  veränderte 
Auflage.  Wien  1887.  A.  Pichlei's  Witwe  u.  Sohn.  207  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  vortreffliches  Lehrbuch  der  Physik  für 
Anfilnger,  einerseits  leichtfasslich  in  hohem  Grade,  andererseits  in 
echt  wissenschaftlichem  Geiste  bearbeitet,  so  dass  es  dem  Zwecke 
der  Einftthrong  in  das  kttnftige  Studium  so  gut  genOgt  wie  es  der 
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popnlireu  Aufklärung  und  der  Verbrcituug  uUtziicber  Keuntnisse  zu 
dieucn  sich  eignet.  Der  Lehrstoff  ist  nicht  auf  vorgt  zeichnote 
Greuzon  beschränkt  worden,  doch  nmfasst  er  mehr  als  gcwuhulicb 
zur  KeuQtuiss  der  Schüler  gelaugt,  und  zwar  nach  sehr  treffendem 
Urteile  das  Wesentliche  für  richtige  Aoffufang  der  Natnrerschei- 
nuugeu.  DerYortng  bindet  sich  nicht  an  eine  g^eichmftssige  Form, 
sondern  wählt  diese  den  GegenstAnden  in  vielseitigster  Behandlang 
entsprechend.  Er  ist  nicht  ansschliesslieh  heschreibend,  sondern 
anch  erklärend,  gibt  nicht  bloss  die  Qualität  der  Erscheinung,  son* 
dem  wo  es  hingehört  auch  das  Mass  und  dessen  Gesetze.  Wo  anch 
Ton  letstem  das  weniger  Einfache  ausgeschlossen  werden  musste,  da 
ward  um  so  gründlicher  das  Einfache  behandelt.  In  denjenigen 
Punkten,  in  welchen  sonst  häufig  Irrlebren  aufgetreten  sind,  findet 
sich  hier  stets  der  Grund  sogleich  so  gelogt,  dass  die  irrij^o  Auffas- 
sung keiue  Stelle  hat.  Wie  in  einzelnen  Fragen  der  Verfa.sser  aich 
entsichicden  hat,  ist  im  A'rjr>vort  ausgesprochen;  um  es  zu  würdi^^en 
würde  ein  Eiogciicu  aul  die  lieiiandluugsweise  im  einzelneu  nötig 
sein.  H. 


Lehrbuch  der  Physik  für  die  oberen  Classen  der  Mittelschulen 
und  verwandter  Lehranstalten.  Von  Dr.  Ignaz  G.  Wallentin, 
Professor  am  k.  k.  Staatsgyranasium  im  neunten  Bezirke  von  Wien, 
Ehrenmitglied  der  physikalisch-chemischen  Gesellschaft  zn  Frankfurt 
am  Main.  Fünfte,  veränderte  Auflage.  Mit  l!o2  in  den  Text  ge- 
ili  iickteu  Holzschnitten  uud  einer  SpectraUalcl  in  Farbendruck.  Aus- 
gabe for  Gymnasien.  Wien  188».  A.  Picfaler's  Witwe  nnd  Sohn. 
318  8. 

Dieselben  vorzüglichen  Eigenschafton,  welche  die  „Grnndzüge 
der  Naturlehre"  besitzen,  und  die  im  vorigen  Berichte  dargelegt  sind, 
charakterisiren  auch  das  Lehrbuch  der  Physik.  Es  werden  darin, 
nach  einer  Einleitung  über  die  Mutliode  der  Physik  und  die  allge- 
meinen jsigeuöchafLüü  der  Körper,  nach  einander  behandelt;  Mecha- 
nik, Wärme,  Magnetismns,  Elektricität,  Wellen,  Schall,  Licht,  Wärme- 
strahlong,  nnd  im  Anbang:  Astronomie  nebst  mathematisdier  Geo- 
graphie nnd  Chemie.  Bei  allen  Lebigegenständen  sind  die  allgemeinen 
Gesetze  obenan  gestellt,  an  sie  scbliessen  sich  dann  die  spedeUen 
Erscheinungen»  die  Beobacbtong  und  deren  Mittel.  H. 


Job.  Chr.  Wal  her  er 's  AnfangsgrtlDde  der  Mechanik  fester 
Körper  mit  vielen  üebuugsaulgaben  znm  Schulgebrauche  an  Gym- 
nasien uud  verwandten  Lehran  st  alten  neu  bearbeitet  von  Dr.  Georg 
Rocknagel,  Professor  am  Kealgymnasinm  zu  Passaa,  correspoa- 
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direndem  Mitgliede  der  R.  B.  Akademie  der  Wissenschaften.  BecbsCe 
Anfinge.  Hflncben  1889.  Theodor  Ackermami.  178  S. 

Das  Lebrbacb  von  Walbcrer  ist  in  2.  nnd  i.  Auflage  im  228.  nnd 
£68.  litt  Ber.  8. 34. 8. 43.  besprochen.  Dm  Yorliegende  stellt  sich  ste 
Umarbeitnng  der  analytischen  Hechnnik  fttr  den  Sdinlgebraach  dar, 
d.  h.  der  Lehr^ng  ward  im  ganzen  beibehalten,  ms  bing^nllm 
einzelnen  nach  Ermessen  des  Heraasgebers  zn  hoch  fttr  den  Stand- 
pnnkt  der  Schfller  war,  wsid  in  mehr  erlftntemder  Form  vorgetw 
gen,  mitunter  aneb  weggelassen.  Diese  Umsetznup^cn  sind  nun  durch- 
ans  kein  Moster  von  Fleiss  und  didaktischem  Urteil.  Die  mathe* 
inatische  Schärfe  wird  preisgegeben,  mancherlei  Unbestimmtheiten 
bleiben,  wo  die  Klarstellung  zu  schwierig  schien,  das  ursprttnglich 
Einfache  wird  durch  Umschweife  dem  Bück  cutzoficu.  Um  nur  ein 
Beispiel  anzuführen,  so  ist  der  Begriff  des  Gleubgcwichts  eines 
Systems  von  Kräften,  der  doch  durch  die  gleiche  Wirkung  mit  Nnll- 
kraft  sofurt  Jefinirt  sein  würde,  durch  Bedingüugcu  bestimmt  worden, 
die  sich  auf  die  erfolgenden  Bcwegangeu  beziehen,  Bedingungeu  die 
höchstens  bei  daoemdem,  nicht  aber  bei  momentanem  Gleichgewicht 
zntreifon.  Da  bei  GMdigewicht  der  Erftfte  die  mannichfedtigsten 
Bewegungen  stattfinden  kOnnen,  so  ist  es  olfonbar  nnvemftnftig  die 
Deotiicbkeit  des  BegrÜb  daranf  statsen  m  wollen.  Ueberdies  liegen 
die  Bewflgofigsbedingnngen  nicht  mehr  im  Bereich  der  zn  becbaditen- 
den  Wirklichkeit,  wenn  ausser  dem  System  im  Gleichgewicht  gleich- 
seitig andre  Krifte  wirken.  Die  in  den  Mheren  Auflagen  des  Buches 
von  Walberer  enthaltenen  Irrlehren  kommen  freilich  in  der  gegen- 
wärtigen Bearbeitung  nicht  vor;  doch  zeu^t  es  nicht  von  Beherr- 
schung des  Lehrstoffs  von  Seiten  des  neuen  Bearbeiters,  wenn  jene 
Fehler  nur  am  Gäugelbande  der  analytischeu  Methode  vermieden 
worden  sind,  und  er  nicht  vermocht  hat,  die  gleichen  Resultate  in 
sicherem  synthetischen  I«ehrgange  zn  entwickeln.  Hoppe. 


Tabellen. 

Tafel  lit  r  Bcssel'schen  Functionen        und  /**  von  ^•  =  0  bis 
=  15,5  berechnet  von  Dr.  E.  Meissel  in  Kiel.   Aus  den  Ab- 
handlungen der  Königl.  preussischcn  Akademie  der  Wissensch afteu  zu 
Berlin  vom  Jahre  1888.   Berlin  1889.   Georg  Reimer.   4^.    23  S. 

Die  Tafel  ist  eine  Erweiterung  der  Bcssel'schen  Tafel  üBr  die 
Functionen 
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2«     2« .  4»     2« .  4^  6*     2*,  4«Te*:8«     *  ■ 

2+ 2r4~  2».4«.6+2«:i«r6«T8"'  •  •  • 

in  den  Abbandlaogen  der  AkMloniie  vom  Jalire  1834.  8ie  gibt  inaer- 
balb  der  genannten  Grenzen  für  die  Hnnderlel  Ton  h  die  Werte  bei- 
der Fnnctioaen  anf  12  Bmcbstellen.  H. 


Tafeln  der  Hyperbel fanctionen  and  der  Kreisfunctionen  nebst 
einem  Anhange  enthaltend  die  Theorie  der  Hyperbelfunctionen.  Von 
Dr.  W.  Ligowski,  Professor  au  der  Kaiserlichen  Marine-Akademio 
und  Schale  iu  Kiel.   Berlin  1890.   Ernst  a.  Korn.  104  S. 

Die  HanpttaM  gibt  die  Werte  der  brigg'scben  Logaritbmen  der 
Functionen  @ln^  —  ^(e'f'— 6-^)  —  Ig«»,  y  —  ^e'^+ß-^)  =  see^ 
nnd  die  Werte  der  yermittelnden  Function  p  entsprechend  der-Be- 

R4-g) 

lation  c'P  — ^ —       jedes  ^  von  0  bis  12.    Die  Detaillirung 

der  tfß  geht  bis  ip  =  2  auf  Tausendtel,  dann  bis  i/;  =»  9  auf  die  Hun- 
derttel,  von  da  auf  Ganze.   Die  Logarithmen  sind  bis  2  fünf- 

stellig, von  da  bis  v  =  5  secbssu  llig,  von  da  bis  i^  8  sieben- 
stellig, weiterhin  zehnstellig.  Die  (jp  sind  bis  v  ===  6,  die  Differenzen 
bei  allen  Functionen  augcgcbeo.  Diese  llaupUafel  ist  mit  vielen 
kleinem  Tafeln  verbunden ,  welche  zur  Erleichterung  des  Kecliueub 
mit  hyperbolischen  Fnnctionen  dienen.  In  der  Einleitung  ist  der 
Gebraneh  der  Tafeln  erlAatert,  der  Anbang  entbUt  die  Theorie  der 
byperboUscben  Fanctionen.  In  der  Bereciinung  von  Tafeln  dieser 
Fanctionen  war  namentlich  Gadennonn  Toransgegangen;  das  Nfthere 
darüber  ist  im  Yonrert  aosgesprochen.  H. 


Nonvelles  tables  de  logarithmes  h  cinq  ddcimales  ponr  les  lignes 

trigonom6triqucs  dans  les  dcux  syst^mos  de  la  division  cent^simale 
et  de  la  division  sexagcsimale  du  quadrant  et  ponr  les  nombres  1  1^ 
12000  snivies  des  memes  tables  ä  quatre  cl<  cimales  et  de  diverses 
tables  et  lormolos  usuelles.  Paris  1889.  Imprimerie  Nationale. 

Die  gogenwftrtigen  Tafeln  dnd  im  Anftrage  des  Knegsministen 

von  der  geodätischen  Section  des  Service  göograpbique  unter  der 
Leitung  des  Oberst-Lientenants  Bassot  zusammengestellt  aus  den 
bis  jetzt  ungedruckten ,  von  Prony  berechneten  14  stelligen  Tafeln. 
Hiermit  ist  erst  ein  Teil  des  Auftrat^s  erfüllt,  dieselben  Tafeln  sollen 
auch  Sstellig  herausgegeben  werden;  ihr  Erscheinen  in  diesem  Jahre 
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ist  aogekündigt.  Es  ist  erkannt  worJou,  dass  die  schon  laugst  Tcr- 
griffenen  7  stelligen  logarithmisch  trigonometrischen  Tafetn  von  Borda 
fQr  Decimalteilang  des  Quadranten  einen  Ergatz  haben  müssen,  and 
dass  überdies  7  Stellen  dem  Bedflrfniss  nuch  nicht  genügen.  Dieg 
zu  erwariciide  Werk  ist  es  also ,  was  über  das  Bestelieudo  iiiuaus- 
geht,  und  was  in  den  vorbaodeiieii  HOlfimiitteln  des  Becbnens  eine 
Iftngst  empfoiidene  Lflcke  ansrnfullen  verspricht  0er  jetzt  enehieoene 
Teil  tritt,  wie  in  die  Augen  fiült,  mit  eiDom  anerwflnschten  Ueber^  * 
masfi  auf:  wir  bntachen  nidit  in  einem  Bande  yereinigt  5  nnd  dstel* 
lige  Taldn ,  noch  weniger  solche  für  Dedmal-  nnd  Sengesimaltei- 
lang.  Hoffentlich  wird  das  grössere  Volum  der  8  steiligen  Tafeln  die 
Heransgeber  bestimmeo  die  Tafeln  für  Decimalteilnng  gesondert  er« 
scheinen  za  lassen.  Dagegen  ist  eine  Erleichterung  der  Interpolation 
sehr  wünschenswert.  Die  grösstenteils  4  stclligen  Differenzen  bei 
Borda,  welche  hier  zu  5stclIigon  werden  würden,  nehmen  einen 
grossen  Raum  ein,  der  sich  füglich  für  engere  Aigamentfolge  ver- 
wenden liesse.  H. 

Table  des  qnarts  de  carr^s  de  tons  les  nombres  entiera  de  1  & 
200  000,  servant  ä  simplifier  la  mnltiplication ,  r6I6vation  an  carr6 
ainsi  quo  l'extraction  de  la  racine  carr6e  et  ^  rendre  pIns  certains 

Ics  r^sultats  de  ces  Operations,  calculeo  et  publice  par  Joseph 
Blatcr.  Avec  la  collaboration  de  M.  A.  Steinhauser,  Conseiller 
royaU  imperial  ä  Yiennes.  Paris  (1809).  Gaathier- Villars. 

Das  Prodnct  aweier  Zahlen  Iftsst  sich  nach  der  Formel 

als  Dilferens  zweier  Werte  einer  Fnnation  eines  Arguments  dar- 
stellen. Die  vorliegende  Tafel  gibt  diese  Function  und  ersetsthier« 
mit  je  eine  Mnltiplication  durch  eine  Addition,  2  Subtractionen  nnd 
zweifaches  ^'achschlageD.  Sie  lunterscheidet  sich  von  ihren  Vorgfta- 
gern  durch  grössere  Ansdehnnng  nnd  compendiOsere  Einrichtongi 

H. 


Vermischte  Bchriften. 

Vorslagen  cn  Mcdedcclingen  der  Eoninklijke  Akademie  vau 
Weteoschappen.  Afdeeling  Natnnrlninde.  Derde  reefcs.  Vijfde 
deel.  Amsterdam  1889.  Johannes  HflUer. 

Der  ö.  Teil  enthält  folgende  mathematische  AbhaDdlungen. 
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G.  Schouten:  Die  Regel  für  die  Bahnform  and  die  Eigen- 
ßcbaften  der  Ceotralbewogung  f?taphiach  dargestellt.  —  Allgeniciuo 
Eigenscljafteii  der  reinen  rollenden  Bewegung  eines  Kotatinnskorpers 
auf  horizontaler  Ebene  angewandt  auf  die  Beweguog  eiues  Kotations- 
körpors  um  einen  festen  Punkt  seiner  Axe. 

P.  iL  bchoute;  Der  lineare  Complex  (I.  1). 

Jan  deVries:  Uober  ebene  Configuratioaen.  —  Uober  die  bar' 
moniscben  CoofigontioneD  (24^,  I84). 

Y.  A.  Juli  äs:  Ueber  die  vibrirende  Bewegung  einer  deformirten 
FlftflsigkeitsicQgel. 

J.  A.  C.  Ondemann:  Untenncfanng  der  Bedingung,  unter  der 
im  Doppelbildmikrometer  ?ou  Aiiy  der  Wert  einer  scbraabennmlaQ- 
fendcn  IfnabhäDgigen  von  der  Accommodation  des  Anges  kommt. 

P.  U.  Dojes:  Ueber  einige  Formein,  die  sieb  auf  die  durch 
Druck-  und  Teniperaturverändcrnngcn  bewirkten  Yerftndeningen  in 
der  ZuBammensetzunp:  von  Lösungen  beziehen. 

F.  J.  van  den  Berg:  Die  Constructionsfigur  für  die  Auflösung 
eines  Systems  linearer  Gleichungen,  als  Coafiguratiou  betrachte  t  — 
Einige  Formein  für  die  Berechnung  der  beruoallischeu  Zahlen  und 
der  Tangentencoefficicnteu. 

C.  H.  C.  Grinwis:  Die. Energie  des  kugelförmigen  Conden- 
aators. 

J.  Cardin  aal:  Geometrische  Theorie  der  windscbiefen  Flächen 
4.  Ordnung.  H. 
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(«eacliielite  der  Matheuiatik  und  Physik. 

Jahrbuch  der  Erliiiduugcn  u.  Forfscliritte  auf  deu  Gebieten  der 
Physik  u.  Chemie,  der  Techuolo^'io  u.  Mechanik,  der  Astronomie  u. 
Meteorologie.  Hrsg.  v.  H.  Gretsciiel  u.  G.  Bornemauu,  2ö.  Jabrg, 
Leipzig,  Quaiidt  &  II.    6  Mk. 

Fink,  E.,  ivaiiL  als  Mathematiker.   Leipzig,  Fock,  Verl.    1  Mk. 

Methode  und  Priucipien. 

Zimmermana,  W.  F.  A.,  Naturkräfte  u.  Naturgesetze.  4.  Afl. 
Bearb.  u.  hrsg.  v,  B.  Dttrigen.  3  ).  u.  31.  Lfg.  Berliu,  Dümmier's 
Verl.  ä  öO  Pf. 

Lehrbtteher. 

BoyniaD,  J.  K.,  Lehrbuch  der  Mathematik  f.  Gymiiasieu,  Real- 
schulen  und  andere  höhere  Lehranstalten.  3.  Theil.  Arithmetik. 
7.  Ati.  besorgt  von  C.  Werr.   Düsseldorf,  Schwann.   3  Mk. 

Lieber,  II.,  u.  F.  v.  Lühmann,  Leiffliden  der  Elcmenlar- 
Mathenmtik.  2.  Tlil.  Arithmetik.  4.  Afl.  Berlin,  Simiou.  1  Mk. 
25  Pf.;  geb.  1  Mk.  50  Pf. 

Maler,  A.,  Vorschale  der  Mathematik.  Karlsruhe,  Bielefeld. 
1  Mk. 

Möhler,  G.,  llau^jlsatzc  der  Elementai -i^laLiicniatik  zum  Qe- 
liraache  an  Gymnasien  u.  Realgymnasien.  16.  Afl.  Berlin,  G.  Beimer. 
1  Hk.  60  Pf. 

Sainmlangen« 

Adam,  W.,  1500  Aufgaben  aus  der  Bachstabenret  hnuug  a. 
Algebra  m.  voUstäudigeu  Berechnungen.  2.  Afl.  Gera,  Hofmann. 
4  Mk.  40  Pf.;  geb.  ö  Mk. 
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Brock  mann,  F.  J.,   planimetrische  KonstraktioDBanfgaben. 

Leipzig,  Teubuer.    1  Mk.  50  Pf. 

Gerke's,  R.,  AufgabüQsammlang  aus  der  darstellenden  Geo- 
metrie. 40  (autogr.)  Taf.  ra.  350  Fig.  2.  Afl.  Hrsg.  v.  G.  Bcliöi^er- 
mark.   Fol.   Hannover,  Cruse's  B.   Kart.   6  Mk. 

Heuuer,  F.,  Aufgabensammlung  zum  Rcchcnuntorrichte.  .7.  AM. 
Ansbach,  Seybold.    1  Mk.  20  Pf  ;  gob.  1  Mk.  bo  Pf. 

—  Ergebnisse  zum  6.  u.  7.  Htt.  Oborklasse.  Asg.  f.  Lehrer. 
4.  Afl.   60  Pf. 

Hoffmann,  J.,  tt.  J.  KleU,  Beebenboch  f.  S^niuartote«  n. 
Lehrer.  9.  Afl.  DflMeldorf,  Schwann.  1  Mk. 

Kleyer,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Bechenknnst  et&  569.— 607.  Hit  Stuttgart,  J.  Haier. 
&  35  Pf  . 

Eni  088,  K.,  n.  0.  Bach  mann,  Anfgabensamralnng  f.  das 
Rechnen  m.  bestimmten  Zahlen,  bearb.  nnter  besond.  Berllcksicht  d. 
f.  Lateinschulen  vorgescbrieb.  LebrpensnmB.  Resultate.  MQuchen, 
Keilerer.  80  Pf. 

Erauth,  Tb.,  Aufgaben-Sammlung  f.  das  gewerbliche  Rccbaeo. 
Fttr  Gewerbeschulen  u.  gewerbl.  Fortbildungsschulen.  2.  Afl.  SchiUer- 
Asg.   Karlsruhe,  Bielefeld.    40  Pf. 

Ldska,  W.,  Sammlung  vou  Formeln  der  reinen  u.  angewandten 
Mathematik.    3.  Lfg.    1.  Ab:h     Brauiischweig,  Vicweg  &  S.    5  Mk. 

Matek,  B.,  iiesultato  /ur  AufgdbeDsammluug  in  Mot'nik's  Lehr- 
buch der  Arithmetik  u.  Algebra  f.  die  oberen  Klassen  der  Mittel- 
schalen.   Wien,  C.  Gerold's  S.   Kart.  1  Mk.  nj  Pf. 

Reich,  A.,  die  llauptlebren  der  Mathematik  ni.  e.  ^'lullrlllnng 
ausführlich  gelöster  u.  Auhängcu  ungelöster  Aufgaben  in.  ihren  Ke- 
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k  25  Pf. 

Sacbse,  J.  J.,  Uebungsbuch  f.  e.  praktischen,  geistbildonden  n. 
erdebUchen  Bechenunterricbt  1.  u.  2.  Hit  3.  Afl.  Osnabrttck, 
Wehberg.  55  Pf. 

Sftr ebinger,  E.,  u.  V.Estel,  Au^bensammlung  f.  den  Rechen- 
nnterricht  in  den  Unterklassen  der  Gymnasien.  2.  u.  3.  Hft  Leipsig, 
Tenbner.  Kart.  1  Mk.  80  Pf. 

Scbmehl,  Ch,,  Rechenbuch  f.  höhere  Lehranstalten.  1.  Thl. 
Das  Rechnen  m.  ganzen  Zahlen,  gemeinen  Brüchen  u.  Decimalbrttcben. 
Glessen,  Roth,  Verl.   1  Mk.  40  Pf. 
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1  Mk.  20  Pf. 

Tabellen. 

B ruh  US,  C,  neues  logarithmisoh-trigonometrisches  Handbuch 
auf  sieben  Dezimaleu.    3.  Afl.    Leipzig,  R.  Tauchnitz.  4  Mk.  20  Pf- 

Ligowski,  W.,  Tafeln  der  Hyp  rbelfunktionen  und  der  Kreis- 
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1  Mk. 
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Springer.  4  Mk. 
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9.  Afl.   Bielefeld,  Velbagen  &  Kl.   2  Mk.  80  Pf. 

Gavan,  K.,  methodische  Behandlung  der  An&ngsgründe  der 
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Gegenbauer,  L.,  Wahrscheiulichkeiteu  im  Gebipte  der  aus 
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Unbekannten.  Bearb.  nach  System  Kleyer.  Stuttgart,  J.  Maier.  7Mk. 

Schick,  E.,  Katechismus  der  praktischen  Arithmetik.  3.  Afl. 
bearb.  v.  M.  Meyer.   Leipzig,  J  J.  Weber.  Geb.  3  Mk. 
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Teubner.   6  Mk. 

Thomae,  J..  Abriss  e.  Theorie  der  Functionen  e.  complexen 
Veränderlichen  u.  der  Tbetafunctionen.  3.  Aä.  Halle,  Nebert's  Verl. 
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—  Theorie  der  cyklischen  Projectivitäten.   Ebd.    50  Pf. 

Bohck,  K.,  üb.  die  Steiner'scUeu  Mittolpanktakarven.  II.  o.  III. 
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Verl.    1  Mk. 
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